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Hyperbelifunktioiden maarittely

Hyperbelifunktioteli hyperboliset funktiotmaaritellaan yksinkertaisilla lausek# funktio
keilla:

hyperbelisini: sinhz = (e —e™™);

hyperbelikosini: coshz = $(e” 4 e™);

hyperbelitangentti: tanh sinhz e**—1
P ? coshx e2r 4+ 1’

. . h 2z 41
hyperbelikotangentti: cothz = coshr _ e+

sinhx  e2r—1

Funktiot ovat kaikilla reaaliarvoilla maariteltyja hyperbelikotangenttia lukuunot-
tamatta; taméan kohdalla on oletettaveat 0.

Kuvaajat:
Yn yn
y = sinhx y = coshz
2 2
-2 2 -2 2
2 -2
yn
21 y=tanhz
) 5 T

Hyperbelifunktioita tutki ensimmaisena sveitsilais-saksalainen Johann Heinrich
Lambert 1700-luvulla. [ Lambert (pii)
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Ketjukayra ja katenoidi

Paistaan kiinnitetty vapaasti riippuva ketju ottaa muodon

y = Ccosh(z/C),
missaC on vakio. Taméan johdosta hyperbelikosinin kuvaajaa usein kutsutaankin
ketjukayraksi M kayra (taso-)

Ketjukayran pyorahtaessa x-akselin ympari syntyy pinta, jota kutsittenoi- M pinta
diksi. Tama on ns. minimipinta, jonka muodon ottaa esimerkiksi sopivasti tuettu
saippuakalvo.

]V

Kivela, 2t niinkuin matematiikka, versio 1.11



Hyperbelifunktiot 3/4 M Sisalts
EsiTIEDOT: M reaalifunktiot | eksponenttifunktio H Hakemisto
KATso myos: M trigonometriset funktiol® trigonometrian kaavat

Hyperbelifunktiot ja trigonometriset funktiot [

Hyperbelifunktioiden ja trigonometristen funktioiden valilla vallitsee tietynlaﬁggﬁggr&'fg;neenn

nen samankaltaisuus. Tama nakyy mm. funktioita koskevista kaavoista. Sagaeima)
koskee funktioiden derivaattoja. Erojakin kuitenkin on. Hyperbelifunktiot ei—derivaatta

merkiksi eivat ole jaksollisia. B jaksollinen

Hyperbelifunktioiden ja trigonometristen funktioiden sukulaisuus tulee taysir{fnktio)
meiseksi vasta laajennettaessa funktioiden maarittely kompleksitasoon. Ta#6in
hyperbelifunktioistakin tulee jaksollisia. Léhemmin ei asiaa tassa kasitella. Kompleksitaso

Hieman epamaaraisesti voidaan sanoa, etta hyperbelifunktiot suhtautuvat tgagierbeli
vuiseen hyperbeliin? — y? = 1 samaan tapaan, kuin trigonometriset funktigkartioleikkauk-

suhtautuvat yksikkoympyraart + 3% = 1. sena)
M hyperbeli (xy-
pinta-alat Yn koordinaateissa)
(r y)
>
z
y==+Vr2-1

Jos origo yhdistetdan hyperbelin pisteeséery) ja yhdysjanan, hyperbelin-
kaaren ja x-akselin rajaamaa pinta-alaa merkit§amin = = cosh(2t), y =

. no . . . . maaratt
sinh(2t). TAma on osoitettavissa integraalilaskennan avulla. = 4

integraali

Vastaava tulos on voimassa my0s trigonometrisella puolella: Koska yksikkoym-

pyran keskuskulmaa vastaavan sektorin ala an = %oz, onx = cos(2t), Mkeskuskulma

y = sin(2t). M sektori
[H sektori (ala)
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Hyperboliset kaavat

. . . . . . R rigonometria
Monilla trigonometrian kaavoilla on hyperboliset vastineensa. Nama ovat sar@e gskaavat)

muotoisia kuin trigonometriassa, mutta eraita merkkieroja esiintyy, kuten setmﬁéonometria

va osoittaa. (johdannais-

Kirjoittamalla funktiot eksponenttifunktion avulla voidaan mekaanisilla laskuiffgavat)
todeta oikeaksi kaava

cosh? x — sinh?z = 1.

Y hteenlaskukaavat saadaan samoin mekaanisilla laskuilla:

sinh(x +y) = sinhxcoshy + cosh zsinhy,
cosh(z +y) = coshzcoshy+ sinhxsinhy.

Naista voidaan jatkaa eteenpdain samoin kuin trigopnometrian kaavoja johdettaes-
sa.

Hyperbelifunktioiden kayttdkelpoisuus perustuu em. samankaltaisuuteen trigo-
nometristen funktioiden kanssa. Kummatkin muodostavat kayttokelpoisen ty6-
kalun mm. integrointitehtavissa.

Hyperbolisten ja trigonometristen kaavojen samankaltaisuuden tarkempi analy-
sointi edellyttdéd funktioiden tarkastelua kompleksialueella; tahan ei kuiten %leksitaso
paneuduta.
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