Todennakoisyysjakaumat 1/5 M Sisaltd
EsSITIEDOT: Mtodennakoisyyslaskenf maaratty integraali H Hakemisto
KATsO Myos: M tilastomatematiikka

Diskreetit jakaumat _
[H stokastinen

Olkoon X diskreetti stokastinen muuttuja, joka saa erilliset amotrs, . . ., x,,. muuttuja
(Naita voi olla myos aareton maars;, missak saa arvoikseen kaikki luonnolli- (diskreetti)
set luvut.)

Diskreetin stokastisen muuttujan jakaumiskreetti jakaumaso. muuttujan saa-g
miin arvoihin liittyvat todennakoisyydet voidaan maaritella antampitdeto- todennakdisyys

dennakoisyydet;, jokaiselle indeksillék: (funktio)
|
P(X = xp) = py. todennékoisyys
(funktio)
Nama ovat> 0 ja nilden summaof} |, p, = 1. B summamer-
kinta

Pistetodenndkdisyydet voidaan graafisesti esittaa pystysuorien janojen avulla.
Esimerkiksi kahta noppaa heitettdessé pistelukujen summa on stokastinen muut-
tuja, joka saa arval, 3, ..., 12. Naiden todennakoisyysjakauma ilmenee seu-
raavasta graafisesta esityksesta:
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. .. . g .. ) . N H riippumatto-
Usein esiintyva diskreetti jakauma @momijakaumaTama kuvaa saman ko-muyus

keen toistamista, missa toistot ovat toisistaan riippumattomia ja kussakin t@igennaksi-
tossa tuloksena on jokd tai taman komplementtitapahtun&a Jos naiden to- syyslaskennas-

dennakaisyydet ovaP(A) = pja P(A) = 1 — p, niin toistettaessa koe kertaa sa)
saadaan tulod tdsmaélleerk kertaa todennakoisyydelld 8 komplement-
titapahtuma

n

Diskreetteja jakaumia on paljon muitakin.
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Todennakoisyysjakaumat 2/5 M Sisélto
EsSITIEDOT: Mtodennakoisyyslaskenf maaratty integraali H Hakemisto
KATsO Myos: M tilastomatematiikka

Jatkuvat jakaumat _
[H stokastinen

Jatkuva stokastinen muuttujd saa reaaliarvoja joltakin reaaliakselin vélilténuuttuja

[a, b] (tai mahdollisesti kaikki reaaliarvot). Tallin yksittaisen reaaliarvon todeikuva)
nakoisyys on= 0, vaikka arvo ei olekaan mahdoton. Sen sijaan todennakoisy#sali

ett& arvo osuu jollekin osavilille, d], on yleensé positiivinen. (reaaliakselin)

Jatkuvan muuttujaX’ jakauma, ngatkuva jakaumanaaritellaan yleendineys- m
funktion f(z) avulla. Tama on kaikkiallz= 0 ja todennékoisyys, ettd muuttujamodennakaisyys

X arvo on valilla]c, d], saadaan integraalista: (funktio)
[
d todennakoisyys
Plc< X <d) = / f(z)dx. (funktio)
c E maaratty

Jos integroidaan satunnaismuuttujan kaikkien mahdollisten arvojen muodasegraali
man valin yli (voidaan ajatella koko reaaliakselin yli), on kyseessa varma taf#tapahtuma

tuma ja siis[*_ f(z)dz = 1. (todennakoi-
. e - , . , ... syyslaskennas-
Yksinkertainen esimerkki jatkuvasta jakaumastatasainen jakaumavalilla sa)

[a, b]. T&man tiheysfunktio on

1

kun b
O z € la,b],
0 muulloin.
Yy
1 . .
b—a
>
‘ a b T

Jatkuvia jakaumia on paljon muitakin; erityisen tarkeaommaalijakaumajota
kasitelladan edempana.
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Todennakoisyysjakaumat 3/5 M Sisalts
EsSITIEDOT: Mtodennakoisyyslaskenf maaratty integraali H Hakemisto
KATsO Myos: M tilastomatematiikka

Kertymafunktio
y [H stokastinen

Diskreetin tai jatkuvan stokastisen muuttujaxi kertymafunktioksikutsu- muuttuja
taan funktiotaF(z) = P(X < x). Koska kyseessd on todenn&koisyys, dfiskreetti)
0 < F(z) < 1 kaikilla z. Funktio on kaikkialla kasvava (so. jag < x», niin M stokastinen

F(z1) < F(z,); funktio voi siis olla paloittain vakio). (JrT‘“tE““J";
atkuva

Diskreetin satunnaismuuttujan kertymafunktio on porrasfunktio; esimerkkinggpl-

koon kahta noppaa heitettaessa saatavan pistesumman kertyméafunktio:  todennakoisyys
(funktio)

A =

1+ — todennakoisyys

(funktio)

B kasvava
(funktio)

- B kasvava
2 345 6 7 8 9 101112 (funktio)

0.5¢

E maaratty

Jatkuvan jakauman kertyméafunktiollg x) ja tiheysfunktiollef (x) patee integraal

Fz) = P(X < 1) = / f(@) da.

Jos tiheysfunktio on jatkuva, patee myos M jatkuvuus
[H derivoituvuus
F'(x) = f(x). .
integraalifunktio
Esimerkkina jatkuvan satunnaismuuttujan kertyméafunktiosta olkoon j&lté
vastaavan tasaisen jakauman kertyméafunktio:

0, kunz < a,
F(z)= Z:Z, kuna <z <b,
1, kunz > b.
Y
1
a b ?
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Todennakoisyysjakaumat 4/5 M Sisalts
EsSITIEDOT: Mtodennakoisyyslaskenf maaratty integraali H Hakemisto
KATsO Myos: M tilastomatematiikka

Jakauman tunnusluvut

Erilaisia jakaumia pyritaan luonnehtimaan sopivillanusluvuilla _
[H stokastinen

Tarkein naista ondotusarvgjota voidaan luonnehtia stokastisen muuttujan saauuttuja
mien arvojen painotetuksi keskiarvoksi, jossa painoina ovat todennakoisyydéfskreetti)

Jos diskreetti satunnaismuuttuja saa arvotr, todennakoisyyksilld;,, odo- M stokastinen

muuttuja
tusarvo on (jatkuva)
o M keskiarvo
E(X) = Zxk’pk" (painotettu)
k
B summamer-
Jos jatkuvan satunnaismuuttujan tiheysfunktiofén), on odotusarvo kinta
E maaratty
00 integraali
B(X) = / +f (@) da.
—0o
Tamékin on todennadkdisyyksilla painotettu keskiarvo, kuten ndhdaan tarkastele- _
malla integraalia vastaavaa Riemannin summaa. Suﬁ';rga””'”

Esimerkiksi yhden nopan heitossa odotusarvo on

1 1+2 1+3 1+4 1+5 1+6 1—35'
6 6 6 6 6 6
kyseessa on silmalukujen suora keskiarvo, koska kaikki pistetodennakdisyydet

ovat samoja.

Binomijakauman ja vélida, b] vastaavan tasaisen jakauman odotusarvoiksi saa-
daan

- n b a-+b
k F1—p)k = ' / dr = :
g:o (k)p( p) np ja a5

Jakauman laajuutta -kajontaa— odotusarvon®(X) = p ymparilla voidaan
mitata tarkastelemalla etéisyyttA’ — p| (joka itse on stokastinen muuttuja).
Taméan nelion odotusarvo on jakaumaarianssi

0% = E((X — pn)?).

Varianssin nelidjuure = /E((X — u)?) on jakaumarkeskihajonta H keskihajonta

Diskreetin ja jatkuvan jakauman tapauksessa varianssille voidaan johtaa lausek-
keet

o’ =) (o —p)’p  ja o’ = /OO (x — p)* f(x) da.

k o

Naiden avulla saadaan esimerkiksi binomijakauman varianssiksdi — p) ja
tasaisen jakauman varianssiklsi— a)?/12.
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Todennakoisyysjakaumat 5/5 M Sisélts
EsSITIEDOT: Mtodennakoisyyslaskenf maaratty integraali H Hakemisto
KATsO Myos: M tilastomatematiikka

Normaalijakauma

Jatkuvista jakaumista tarkein grormaalijakaumaSita tarvitaan seka monis-

sa sovelluksissa etta teoreettisissa tarkasteluissa kuvaamaan ilmi6ita, joissa kes-
kialueen arvot ovat tietylla tavalla todennakéisempia kuin kummankin aaripaan
arvot.

Standardinormaalijakaumatiheysfunktio on

1 2
_ —z*/2
T) = e , zeR
o(x) NGT:
Tamén kuvaajaa kutsutaan Gaudsliokayraksi H Gauss

Y
0.5

1 1 1 1 1 1 1 1 >

-1 1 T

Standardinormaalijakauman kertymafunktio on

1 T
@(ZE) = E/ €7t2/2 dt,

missa integraalia ei voida laskea tavallisten alkeisfunktioiden avulla. Useat t@[g- , ,
. . . . . L " Tmtegraalifunktio
koneohjelmat kuitenkin kykenevéat laskemaan funktidlie ) numeerisia arvoja.

e . o Ikeisfunkti
Naita on myos taulukoituina. W alkeisfunktio

>
T

Standardinormaalijakauman odotusarvalga keskihajontd.

Normaalijakaumasta kaytetadn usein myds yleistda muotoa, jossa odotusarvo on
= 1 ja keskihajonta= . Tiheysfunktio ja kertymafunktio ovat talléin

1 1 —
f(z) = e WY = —y (x 'u)

V2ro o o
1 r —
F(x) = = / e~ (=9 g — @ ("’5 - “) .
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