Kolmio 1/11 M sSisalts
ESITIEDOT: M piste J@ suora | kulma H Hakemisto
KATso myos: M geometriset probleem# Pythagoraan lausl® monikulmiot

Kolmio: perusominaisuudet

Yksinkertaisin monikulmio orkolmia joka muodostuu kolmesta pisteesta, kol monikulmio
mion karjistd, ja naita yhdistavista janoista, kolmisivuista Kussakin karjessé @ kolmio (ala)
kohtaavien sivujen valissa on yksi kolmi&nlmista B kulma (taso-)

Toisin kuin muut monikulmiot kolmio on aina tasokuvio: Jos kolme pistetta eivat

ole samalla suoralla, mutta sijaitsevat avaruudessa muutoin miten tahansa, ne
maaraavat aina tason yksikasitteisesti. Pisteiden maaradadma kolmio sijaitsee tassa
tasossa.

Paralleeliaksioomasta seuraa, ettd minka tahansa (euklidisen) kolmion ku@()@rglleehak-

summa oni80°. H paralleeliak-

Epaeuklidisessa geometriassa paralleeliaksiooma ei kuitenkaan ole voimassigogia

k& kolmion kulmien summa mydskaén dlg0°. Esimerkkina olkoon pallokol- M paralleeliak-
mio, joka muodostuu pallon paivantasaajan kaaresta sekd kahdesta navaltd 982
vantasaajalle ulottuvasta meridiaanikaaresta, joiden vélinen aste-erokah ™ 9eometria
mion kulmien summa on tall6ing0° + «. (epdeuklidinen)

S B geometria
/é,?l/;fﬁ'i;\\\s‘\i‘\‘\ (epéeuklidinen)
A “‘\ [H pallokolmio
[ -

summa on suurempi kuin kolmas sivu. Kahden sivun erotus on pienempi kuin
kolmas sivu.

Taten muodostuvia epayhtéaldita kutsutdamtmioepayhtéldiksja niilla on ta- Hepayhtalo
vattoman paljon yleistyksia monille matematiikan aloille. Esimerkiksi reaali- tai

kompleksilukujen itseisarvoja koskevissa epayhtaldissa zz| < |z1] + |22 (réfj;ﬁﬂjﬁ)

ja ||z1] — |#2|| < |z1 + 22| tai vektoreiden pituuksia koskevissa epayhtaloi d cisarvo
|z}.+"b_|_"§ la] + |b| ja ||a] — |b|| < |a + b| on kyse samasta asiasta. LukiEmpleksilu_
piirtakoon kuvan! vun)
8 vektorin
pituus
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Kolmio 2/11 @ Sisaltod
ESITIEDOT: M piste J@ suora | kulma H Hakemisto
KATso myos: M geometriset probleem# Pythagoraan lausl® monikulmiot

Tasakylkinen, tasasivuinen, suorakulmainen kolmio

Jos kolmion sivuista kaksi on yhta pitkid, sanotaan, etta kolmiasekylkinen
Yhta pitkat sivut ovat tasakylkisen kolmidgyljet, kolmas sivu on setkanta
Yhta pitkien kylkien vastaiset kulmat ovat yhta suuret.

Jos kolmion kaikki sivut ovat yhta pitkia, kolmio dasasivuinenTalldin myo6s
kaikki kulmat ovat yhta suuria, kukiéo°.

Jos yksi kolmion kulmista on suora, ts.90°, kolmiota sanotaasuorakulmai-
seksi Suoran kulman kylkina olevat sivut ovat suorakulmaisen kolrketeetit B kulma (suora)
suoran kulman vastainen sivu deypotenuusa

E Pythagoraan
lause

B muistikolmio
B muistikolmio

Ks. my6s Pythagoraan lausetta ja ns. muistikolmioiden ominaisuuksia.
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Kolmio 3/11 M Sisaltod
ESITIEDOT: M piste J@ suora | kulma H Hakemisto
KATso myos: M geometriset probleem# Pythagoraan lausl® monikulmiot

Kolmioiden yhtenevyys

Kahta (euklidisen geometrian) kolmiota sanotghteneviksijos ne voidaan siir- (.egli%?:z:)a

taa toistensa paalle siten, etta karjet yhtyvat, jolloin my6s sivut yhtyvéat. Tallgin
on sallittua myo6s k&antadad kolmio peilikuvakseen, ts. siirtaa ja kiertda sita%ﬁ
miulotteisessa avaruudessa. Yhtyvat karjet, kulmat ja sivut ovat kolmigaken
tinkarki, vastinkulmiga vastinsivujayleisemminvastinosia

eometria
klidinen)

Yhtenevien kolmioiden vastinkulmat ovat pareittain yhta suuria, samoin vastin-
sivut.

Alla olevan kuvion kolmiot ovat kaikki yhtenevia:

< [~

Synteettisen geometrian paattelyt perustuvat usein kolmioiden todistamisee gﬁggﬁ:;)
teneviksi. Talléin nojaudutaan yleensa johonkin seuraavassa esitettavaan kol-
mioiden yhtenevyytta koskevaan lauseeseen.
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Kolmio 4/11 @M Sisaltd
ESITIEDOT: M piste J@ suora | kulma H Hakemisto
KATso myos: M geometriset probleem# Pythagoraan lausl® monikulmiot

Yhtenevyyslauseet |
Kolmioita koskevat yhtenevyyslauseet ovat seuraavat.

Kunkin lauseen lopussa on ilmoitettu siitd usein kaytettava lyhenne, missa kir-
jaimet (S = sivu, K = kulma) kuvaavat yhtenevyyteen vaadittavien yhta suurten
vastinosien keskinaista sijaintia.

e Jos kolmiossa ovat kaikki sivut yhta suuret kuin vastinsivut toisessa kol-
miossa, niin kolmiot ovat yhtenevat (SSS).

b

e Jos kolmiossa on kaksi sivua ja niiden valinen kulma yhta suuret kuin vas-
tinosat toisessa kolmiossa, niin kolmiot ovat yhtenevat (SKS).

b

¢ Jos kolmiossa on kaksi kulmaa ja niiden valinen sivu yhta suuret kuin vas-
tinosat toisessa kolmiossa, niin kolmiot ovat yhtenevat (KSK).

Jatkuu
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Kolmio 5/11 M Sisaltd
ESITIEDOT: M piste J@ suora | kulma H Hakemisto
KATso myos: M geometriset probleem# Pythagoraan lausl® monikulmiot

Yhtenevyyslauseet Il

e Jos kolmiossa on kaksi kulmaa ja toisen vastainen sivu yhta suuret kuin
vastinosat toisessa kolmiossa, niin kolmiot ovat yhtenevat (KKS).

N\,

e Jos kolmiossa on kaksi sivua ja toisen vastainen kulma yhta suuret kuin
vastinosat toisessa kolmiossa ja jos lisdksi toisen sivuparin vastaisten kul-
mien summa ei olé80°, niin kolmiot ovat yhtenevéat (SSK).

a //\
s a
o
b

Kuvion katkoviiva osoittaa tilannetta, missa lisdehto ei tayty.

Yhtenevyyslausetta KKK ei luonnollisestikaan ole: Kulmat voivat pareittain olla
yhta suuria, mutta kolmiot ovat silti mittakaavaltaan erilaisia.

é A
..
I6] 8
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Kolmio 6/11 M Sisaltd
ESITIEDOT: M piste J@ suora | kulma H Hakemisto
KATso myos: M geometriset probleem# Pythagoraan lausl® monikulmiot

Kolmioiden yhdenmuotoisuus

Kahta kolmiota sanotaayhdenmuotoisiksjos toinen voidaan suurentamalla tai
pienentdmalla (so. mittakaavaa muuttamalla, mutta milla&dn muulla tavalla venyt-
tamattd) saattaa yhtenevaksi toisen kanssa. Yhdenmuotoisten kolmioiden vasti-
nosista puhutaan samaan tapaan kuin yhtenevien kolmioiden tapauksessa.

Yhdenmuotoisten kolmioiden vastinkulmat ovat keskendan yhta suuria ja vastin-
sivut ovat verrannollisia, ts. niiden pituuksien suhteella on sama arvo sivupasistéranto
riippumatta. Tata suhdetta kutsutaan kolmioiggtadenmuotoisuussuhteeksi

Jos kolmioiden yhdenmuotoisuussuhdeigniiden pinta-alojen suhde drt.

Seuraavassa esitettavat kolmioiden yhdenmuotoisuuslauseet ovat samantyyppi-
set kuin yhtenevyyslauseet. Joitakin eroja kuitenkin on.
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Kolmio 7/11 @M Sisalto
ESITIEDOT: M piste J@ suora | kulma H Hakemisto
KATso myos: M geometriset probleem# Pythagoraan lausl® monikulmiot

Yhdenmuotoisuuslauseet

Seuraavilla perusteilla kaksi kolmiota voidaan pdaatella yhdenmuotoisiksi.
Lauseista kaytetaan samantyyppisia lyhenteita kuin yhtenevyyslauseista.

¢ Jos kolmiossa on kaksi kulmaa yhta suurta kuin vastinkulmat toisessa kol-
miossa, niin kolmiot ovat yhdenmuotoiset (KK).

=0

@ Q
|

AN

e Jos kolmiossa ovat kaikki sivut verrannolliset vastinsivuihin toisessa kol-
miossa, niin kolmiot ovat yhdenmuotoiset (SSS).

c

b/
e Jos kolmiossa on kaksi sivua verrannollista vastinsivuihin toisessa kol-

miossa ja niiden valinen kulma on yhta suuri kuin vastinkulma toisessa
kolmiossa, niin kolmiot ovat yhdenmuotoiset (SKS).

b b,'
C/
a %
C

e Jos kolmiossa on kaksi sivua verrannollista vastinsivuihin toisessa kol-
miossa ja toisia vastinsivuja vastaavat kulmat ovat yht& suuret seka liséksi
toisen sivuparin vastaisten kulmien summa ei tl@°, niin kolmiot ovat
yhdenmuotoiset (SSK).

b
a=da
a b
a Y y Al
A

Kuvion katkoviiva osoittaa tilannetta, missa lisaehto ei tayty.

N
| o Q.

~

| o= Q

Q
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Kolmio 8/11 M Sisaltd
ESITIEDOT: M piste J@ suora | kulma H Hakemisto
KATso myos: M geometriset probleem# Pythagoraan lausl® monikulmiot

Kulmanpuolittajat ja keskijanat

Kolmion kulmanpuolittajgakaa kulman kahteen yhta suureen osaan. Kaikkien
kolmen kulman puolittajat leikkaavat toisensa samassa pisteessa, mika on.suh-
teellisen helposti todistettavissa synteettisen geometrian keinoin. Kulmar:@ﬁggigg)
littajien leikkauspiste on myds kolmion sisaan piirretyn ympyran (so. kolmi

sivuja sivuavan ympyran) keskipiste. ympyra

Kolmion keskijanaon jana, joka yhdistaa kolmion karjen vastaisen sivun kes@é‘ifnsgjfgf

pisteeseen. Kaikki kolme keskijanaa leikkaavat toisensa samassa pisteess: Loka_
. . . . . . . . eskijana
jakaa jokaisen keskijanan suhtee$sa&. Todistus on helpoin vektorlgeometna%simerkki)

kayttden, mutta voidaan suhteellisen helposti tehda myds synteettisella gem%ts-kijana

rialla. (esimerkki)

E geometria
(vektori-)
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Kolmio 9/11 M Sisaltd
ESITIEDOT: M piste J@ suora | kulma H Hakemisto
KATso myos: M geometriset probleem# Pythagoraan lausl® monikulmiot

Korkeusjanat ja keskinormaalit

Kolmion korkeusjanaon kolmion karjestéa vastaiselle sivulle piirretty normaalil normaali

So0. sivua vastaan kohtisuora suora. Kaikkiaan naitd on kolme. Seka synteeftjsen i
. . . . . . . . . ometria

geometrian etta vektorigeometrian keinoin voidaan melko helposti osoittaa, %

. : : ) Ny ynteettinen)
korkeusjanat leikkaavat toisensa samassa pisteessa.

E geometria
(vektori-)

Kolmion keskinormaalon kolmion sivun keskipisteen kautta asetettu sivun nor-
maali. Naitakin on kolme ja samoinkuin korkeusjanojen tapauksessa voidaan
osoittaa, ettd ne leikkaavat toisensa samassa pisteessa, joka on myds kolmion
ympari piirretyn ympyran (so. kolmion karkien kautta kulkevan ympyran) kesiympyra
piste.

Korkeusjanojen leikkauspiste, keskinormaalien leikkauspiste ja keskijanojen
leikkauspiste sijaitsevat kolmiosta riippumatta samalla suoralla, jota kutsutaan
Eulerin suoraksiKulmanpuolittajien leikkauspiste ei sen sijaan yleensa ole td#id&Euler
suoralla.

Kolmiosta voidaan 16ytdd monia muitakin geometrisia yhteyksia. Eras tallainen
on Feuerbachin ympyrgoka kulkee jokaisessa kolmiossa seuraavien yhdeksan
pisteen kautta: kolmion korkeusjanojen kantapisteet, so. ne pisteet, joissa kor-
keusjanat kohtaavat vastaisen sivun; kolmion sivujen keskipisteet; kolmion karjet
korkeusjanojen leikkauspisteeseen yhdistavien janojen keskipisteet. Feuerbachin
ympyran keskipiste puolestaan on Eulerin suoralla.
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Kolmio 10/11 @M Sisaltd
ESITIEDOT: M piste J@ suora | kulma H Hakemisto
KATso myos: M geometriset probleem# Pythagoraan lausl® monikulmiot

Sinilause ja kosinilause

Monissa sovelluksissa joudutaan maarittdmaan kolmion sivujen pituudet ja kul-
mien suuruudet, kun joitakin tietoja kolmiosta on kaytettavissa. Tyypillinen esi-
merkki on maanmittarin ongelma: On mitattu kahden pisteen valinen etéaisyys
ja suuntakulmat naista pisteista kolmanteen pisteeseen, jonka etaisyys on maari-
tettdva. Tunnetaan siis kaksi kolmion kulmaa ja naiden valisen sivun pituus; on
maaritettava kolmion muut sivut.

Tamantyyppisten tehtavien ratkaiseminen perusinilauseeseena kosini-
lauseeseen H sini
> H kosini

Jos kolmion sivut ovai, b ja ¢ seka naiden vastaiset kulmat samassa jarjestyk-
sessay, Jja~y, on

a b c

— = —— = ——=2r (sinilause)
sina  sinf8  sinvy

2 =a®>+b*>—2abcosy (kosinilause)

Tass&- on kolmion ympari piirretyn ympyréan, so. kolmion kéarkien kautta kul-
kevan ympyran sade.

Lauseiden todistukset seuraavassa.
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Kolmio 11/11 @M Sisaltd
ESITIEDOT: M piste J@ suora | kulma H Hakemisto
KATso myos: M geometriset probleem# Pythagoraan lausl® monikulmiot

Sini- ja kosinilauseen todistamisesta

Sinilauseen ensimméinen osa « = a/(2r) voidaan todistaa muodostamalla
kolmion ympaéri piirretyn ympyran sisdan uusi kolmio, jonka yhtena sivuna on
alkuperaisen kolmion sivu ja toisena ympyrén halkaisija. Halkaisijan vastai- .

N » . o . ehakulma
nen kulma (ympyran keh&kulma) on suora, kuten esimerkiksi vektorigeome Imerkki)
la ndhdaan. Tulos seuraa tdman jalkeen sinin maaritelmasta (vastainen ka ?(tt' /

. .. T, .. ehakulma
hypotenuusa) ja siitd, ettd ympyrassa kaikki samaa kaarta vastaavat keha

L . rkki)
ovat yhta suuria. H kehakulma

|
trigonometrinen
funktio (suora-
kulmaisessa
kolmiossa)

. . . . . . . ometria
Kosinilauseen todistaminen on yksinkertainen vektorigeometrian sovellus:(!\/ea(%ori_)

kolmion sivuvektorit ovah ja b, on kolmannen sivun vektoriesitgs- b. Tall6in
on skalaaritulon ominaisuuksien perusteella M skalaaritulo

c>=(a—b)-(a—b)=a-a+b-b—2a-b=a*+b*—2abcosy.

Kosinilause on itse asiassa Pythagoraan lauseen yleistys: 3080°, saadaan zupsithagoraa”
Pythagoraan lause.
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