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Lukujonon ké&site

Reaaliselldukujonollatarkoitetaan perakkain lueteltuja reaalilukuja: H reaaliluku

ai, az, as,... .

. : : : ]
Vastaavasti puhutaan kompleksisesta lukujonosta, jos luywvat komplek- kompleksiluku

silukuja. Yleensa ajatellaan, ettd lukuja on jonossa aarettéman paljon. Lukuja
kutsutaan myos jonotermeiksi

Esimerkiksi
1,2, 4,8, 16, 32, 64, ... ja 1,4, —1, —i, 1,4, =1, —i, ...

ovat lukujonoja. Edellinen on reaalinen jono, joka muodostuu luyotens-
seista, jalkimmainen imaginaariyksikdérpotensseista muodostuva komplek
nen jono.

il potenssi
kokonaisluku-)
[ imaginaariyk-
Itse asiassa lukujono on funktio luonnollisten lukujen joukosta reaali- g#ko
kompleksilukujen joukkoonf" : N — R tai F' : N — C. Funktion arvoja on M funktio
vain tapana merkita siten, ettd argumentti esitetdénkin alaindesjh@= a,, M luonnollinen
F(2) = as, yleisestiF(k) = a;. Kakkosen potenssit kasittavassa lukujonossk!
on siis kyse funktiostd' (k) = 281,

Indeksoinnin ei valttamatta tarvitse alkaa luvustaaan yleensa jostakin lausek-
keen kannalta luonnollisesta aloitusarvosta. Funkfidéahtojoukko voi siis ol-

la luonnollisten lukujen joukko tdydennettyna tai supistettuna joillakin arvoilla.
Esimerkiksi kakkosen potenssien muodostama jono voidaan aivan hyvin esittaa
myds muodoss#'(k) = ap = 2%, k = 0,1,2,3,... . Toisena esimerkkina ol-
koonay, =1/Ink, k =2,3,4,5,....
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Eksplisiittisesti ja rekursiivisesti maaritellyt lukujonot
Jos lukujono maaritellaan antamalla jonon luvulle lauseke indeksin funktiona,
esimerkiksi

ap = Qk tai ap = (1 + %)k,

sanotaan, etta jono on maaritedtigsplisiittisesti

Toisena vaihtoehtona on maaritella jorekursiivisestj jolloin ilmoitetaan so-
piva maara jonon alkupaan lukuja ja yhtélo, joka kertoo, miten seuraava luku
lasketaan edellisten avulla. Esimerkiksi maarittely

a1 =1, a0=1, ago=0ar1 +ar, k=1,2,3,...,

antaa nsFibonacci'n luvutl, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, .... Maaritte-
lyn perusteella on selvaa, ettd ndma ovat kaikki kokonaislukuja.

Tamakin lukujono on mahdollista maaritella myds eksplisiittisesti, vaikka
lausekkeen l6ytaminen ei aivan yksinkertaista olekaan:

k k
oo L (1eve)  [1-V6
N 2 2
Lasketaanpa lauseke mill& tahansa indeksanvolla, tuloksena on neliGjuurista
huolimatta aina Fibonacci'n luku.
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Aritmeettinen ja geometrinen jono
Lukujonoa sanotaaaritmeettiseksijos jonon kahden perakkaisen luvun erotus
on vakio:

a;annetty  axy =ar+d, k=1,2,3,... .

Eksplisiittisessa muodossa tamagn=a; + (k — 1)d, k =1,2,3, .. ..

Jono ongeometrinenjos kahden perakkaisen luvun suhde on vakio:
by annettu  bxiq = qbi, k=1,2,3,...

tai eksplisiittisestb, = ¢"*~'b;, k =1,2,3,....

Seka aritmeettisen ettd geometrisen jonon tapauksessa voidaan johtaa lauseke
jononn ensimmaisen luvun summalle. B summa

Aritmeettinen summao. aritmeettisen jonom ensimmaisen termin summa, orznst;.mmamer'
ensimmaisen ja viimeisen termin keskiarvo kerrottuna termien lukumaaralla:

n
a1 + ap
sn:E ar ="n .
2
k=1

Geometrinen summeli geometrisen jonom ensimmaisen termin summa on
hieman vaikeammin miellettavissa:

=) bi=br—r- q¢#1
k=1 q

Osoittajassa esintyy siis suhdelukkorotettuna termien lukumaaran mukaiseen
potenssiin. Poikkeuksena on tapaus 1, jolloin geometrisen jonon termit ovat
kaikki yhtd suuria ja sii$,, = nb;.

Aritmeettinen ja geometrinen summa antavat itse asiassa uudet lukujonot:
S1, S, S3, ... Jaty, to, t3, ... . MyOs s; ja t; ovat maariteltyja edella
olevien lausekkeiden avulla: Tallin on ajateltava, ettéd merkinta Z,ﬁ,zl ay
tarkoittaa summaa, joka ei oikeastaan summa olekaan, koska siina on vain yksi
termi, a,; vastaavastl, = 3", _, bz
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