Maaréatty integraali 1/8 M Sisaltd
EsITIEDOT: [ summa ja tuloi integraalifunktio H Hakemisto
KATsO Myos: M integroimistekniikkaa

Maaratyn integraalin maarittely

Olkoon annettuna suljetulla valillé, b] maaritelty reaaliarvoinen funktip. Ta- M suljettu vali

man ei tarvitse olla derivoituva eika edes jatkuva. M funktio

Jaetaan vélja, b] osavéleihin jakopisteill&, joille patee (reaall-)
[ derivoituvuus

A=< T1 <2< ...<z, =0. M jatkuvuus

Osavaleja on talldin kappaletta. Niiden pituuksia merkitad, = xy — zp_1;

osavalien ei tarvitse olla yhta pitkia. Olkoopjokin £:nnen osavalin pistey, €

[xr_1, k). H alkio

B summamer-

Funktion f arvoista valilla, b] muodostettua summaa Kinta

k=1

kutsutaarRiemannin summaksi

Lisataan jakopisteiden maaraa vtinby| jaossa siten, etté pisteiden maaran kas-
vaessa pisimmankin osavalin pituus lahestyy nollaa. (Tama merkitsee jaon ti-
hentamista tietyssa mielessa tasaisesti, so. suurin piirtein samalla tavoin valin eri
osissa.) Talléin vastaavassa Riemannin summassaco ja Az, — 0, ts. ter-

mien lukumaara kasvaa, mutta samalla jokainen yksittainen termi lahestyy nol-
laa. Ei ole selvdd, miten Riemannin summa talloin kayttaytyy: kumpi voittaa,
aarettomyyteen vieva termien lukumaaré vai nollaan vieva yksittaisten termien
suuruus.

Jos Riemannin summalla edell& kuvatussa rajaprosessissa on raja-arvo riippu-
matta siita, miten pisteet. osavaleilta valitaan ja miten jaon tasainen tihentami-
nen tapahtuu, sanotaan, etta funktionintegroituvavalilla [a, b] ja senmaaratty
integraali on mainittu raja-arvo. Merkitaan

b n
/ f(z)dx = limz f (o) Axy,.
@ k=1

Rajaprosessi on luonteeltaan erilainen kuin lukujonon tai funktion raja—arvo.#lﬁ(%;g;\r’s
asiassa maaratyn integraalin tasmallinen maarittely edellyttaisi tamankin H?qr -

arvotyypin maarittelya — ¢ -tekniikalla. (fu:izﬁ)v ©

Voidaan osoittaa, etta jos on jatkuva funktio, niin Riemannin summan raja-
arvo on olemassa. Se on olemassa myds monille epajatkuville funktioille, mutta
ei kaikille.

Integraalien kayttd perustuu usein Riemannin summien mukaiseen ajatteluun,
kuten seuraavat esimerkit osoittavat.
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Esimerkki 1 Riemannin summasta

H eksponentti-

limakehan tiheys korkeudeltaon karkean mallin mukaan funktio

p(2> =1.23 670.0001227

missa korkeus annetaan metreissa ja tiheyden yksikkona nw’k&adan kilo-
metrin korkeudessa on ilma jo niin ohutta, etta voidaan katsoa ilmakehan koko-
naisuudessaan olevan tata alempana.

llImanpaine maanpinnalla aiheutuu ylapuolella olevan ilimamassan painosta. Pai-
ne voidaan siis laskea maarittamalla esimerkiksi neliometrin suuruisen alueen
ylapuolella olevan ilmapatsaan massa. Ongelmana on, etta ilman tiheys ei ole
vakio, vaan pienenee eo. kaavan mukaisesti.

Likimaaraisesti iimamaéara voidaan laskea jakamalla patsas esimerkiksi kilomet-
rin korkuisiin osapatsaisiin ja kayttamalla jokaisen osan tiheydelle osapatsaan
puolen valin arvoa. Talléin saadaan summa

100 kg 100
2 _
>~ p(1000k — 500) g 1m® 1000 m = > plvr) Az, kg,
k=1 k=1
missd v, = 1000k — 500 ja Az, = 1000. Laskemalla summa saadaan
10243.79 kg.

Jos patsas jaetaankin sadan metrin korkuisiin osapatsaisiin, saadaan vastaavalla
tavalla

1000 kg 1000
>~ p(100k — 50) 5l m?- 100 m =) " p(vx) Az kg.
k=1 k=1

Summan arvo om0249.88 kg.

Kumpikin ovat edella esitetyn tarkastelun mukaisia Riemannin summia. Jalkim-
mainen on saatu edellisesta tihentamalla jakovalien pituudet kymmenesosaan.
Jos jakoa edelleen tihennetddn, summat lahestyvat ilmakehéan paksuuden (0 —
100 000 m) yli otettua integraalia

100000
/ p(z)dz.
0

Taman arvo o0249.94 kg, kuten integroimalla voidaan todeta. M integroint

(kaavat)
Vertailun vuoksi laskettakoon em. iimamassan painoisen, neliometrin alalle S@itegrointi
van elohopeapatsaan korkeus. Koska elohopean tihey360 kg/m?, saadaan (kaavat)
patsaan korkeudekdD250/13550 ~ 0.756 metrid, mik& vastaa varsin hyvin
normaalia ilmanpainetta 760 mmHg.
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Esimerkki 2 Riemannin summasta

Olkoon funktio f jatkuva ja> 0 suljetulla valilla [a, b]. Kuvaajany = f(x) (-r;ng'i‘_t)io
a

ja x-akselin valiin jddvan alueen pinta-alaa voidaan approksimoida seuraa*a_atk .
Jatkuvuu

tavalla: _ _
H suljettu vali

Y H kuvaaja
y = f(z) H pinta-ala

a Uy b 7

Jaetaan valia, b] osavéleihin pisteissé;, missda = zyp < 1 < 73 <

... < z, = b. Muodostetaan suorakulmiot, joiden kantana on x-akselin osavali
[zr_1, ] (pituudeltaanAz;) ja korkeus maaraytyy funktion osavélilla saa-
mien arvojen mukaanf(vg), Missdvy, € [xr_1,xx|. Alaa approksimoi talldin
suorakulmioiden pinta-alojen summa

k=1

Tama on muodoltaan jalleen Riemannin summa.

Mit& tihedmpi valin[a, b] jako on, sitd tarkemmin suorakulmiot antavat etsityn
pinta-alan ja toisaalta sitd lahempana Riemannin summa on vastaavaa integraa-
lia. Ala on siis sama kuin integraali

/a ey de.

Edelld sanottu patee vain, mikdf{x) > 0 tarkasteluvalilla. Jog saa nega-
tiivisia arvoja, tulee vastaavan alueen pinta-ala otetuksi huomioon negatiivisena
Riemannin summassa ja myds integraalissa.
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Maaratyn integraalin ja integraalifunktion yhteys
|

Maératty integraali voidaan laskea integraalifunktion avulla. Jos nimiftéir) integraalifunktio

on jokin funktion f(x) integraalifunktio kaikillaz € [a, b], on

/f@mx:F@—me

Tulos tunnetaan analyysin peruslauseen nimelld. Todistusta ei tassé kasitella.

Usein kaytetdan merkintdja

b b
[F@=P0-F@) & )| = PO~ F
Esimerkiksi on (lk;r:\t/e;;tgointi
’ ’ M integrointi
/ ce ™ dx = / —%e’kx = % (e7F—e™). (kaavat)

Funktion f integraalifunktio voidaan lausua maaratyn integraalin muodossa.
Koska [” f(t)dt = F(z) — F(a), on H derivaatta

%l?wﬁzﬁwzﬂw

Integraalifuntio voidaan siis kirjoittaa muotoon
ﬂ@:/f@ﬁ+0

Huomattakoon, ettd maaratyn integraalin integroimismuuttuja — etleH&oi
olla mika tahansa. Sehén katoaa lausekkeesta rajojen sijoittamisen jalkeen.
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Maaratyn integraalin laskusaannot
Integraalien laskemista helpottavat seuraavat ominaisuudet.

Summa voidaan integroida termeittéin ja vakio voidaan siirtda integraalimerkin
eteen:

[+ gwiar= [ s [ o

/ e (2)] do = ¢ / f@)dz  (cvakio).
)

Naita kutsutaan yhteisella nimelld integradiimeaarisuudeksi integraalifunktio

Integraali on myosdditiivinen integroimisvalin suhteen

/abf(x)der/bcf(x)dx :/:f(@dx.

Tulos on ilmeinen, jos < b < ¢, mutta se on voimassa suuruusjarjestyksesta
riipumatta, kun maaritellaan

a b a
doe = — dz, | b, |j dz = 0.
/b f(z)dx /a f(z)dx, josa < b, ja /a f(z)dx =0
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Esimerkkeja maaratyn integraalin laskemisesta

1) Funktiosin z on ei-negatiivinen valilld0, 7]. Kuvaajany = sin x ja x-akselin Hsini
valiin jadvan alueen pinta-ala on M pinta-ala

/07r sinx dr = /Oﬂ—cosx =—(-1)—-(-1) =2

2) Kayraty = sinx jay = cosx rajaavat valilla[0, = /2] kaksiosaisen alueen M kayré (taso-)
Koska kayrat leikkaavat toisensa, kun= w/4, on alueen pinta-ala laskettava
kahdessa osassa:

w/4 /2
/ (cosx — sinx)dx + / (sinz — cosz) dx
0 w/4

w/4 w/2
= / (sinx—l—cosx)—i—/ (—cosz —sinx)
0 w/4
— 2 2 _
= S-1+(-D+5=2v2-2
Y
y/:cosx
1 2 2
ﬁ Y =sinx
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Ympyran alan laskeminen integroimalla

R-séateisen ympyran voidaan katsoa muodostuvan samankeskisista ympyégér?q%ﬁaki)
kaista. Jos ympyrarengas, jonka sisdsade.onja ulkosade-,, leikataan poikki )

ja taivutetaan sisdreunaa sopivasti venyttden ja ulkoreunaa sopivasti kuroen- Qﬁr@yr?
raksi nauhaksi, saadaan suorakulmio, jonka pinta-ala on tasmalleen samaBk(fRY™@ (@)
ympyrarenkaan pinta-ala. Suorakulmion leveys on talldin, = r, — 1 ja

pituus2mtvg, missa sade, on valittu sopivasta kohdastag; | < vy < 4.

‘A’f‘k

2Ty,

Ympyrén ala on talléin suorakulmioiden alojen summa,_, 2rv,Ary. Ta-
ma on Riemannin summa, joka jakoa tihennettaessa, so. jaettaessa ympyra yha
useampiin ja yh& kapeampiin ympyrarenkaisiin, lahenee integraalia

R R
/ 2mrdr = / mr? = 1R
0 0

Ei siis ole sattuma, ettd ympyran pinta-alan derivaatta on sen kehan pituus!
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Maaratyn integraalin historiaa

Integraalin kasitettd voidaan lahestya kahdesta nékdkulmasta: Integrointi de-
rivoinnin k&&nteistoimituksena ja integraali tietynlaisena summan raja-arvona.
Analyysin peruslause kytkee ndma yhteen.

Historiallisesti jalkimmainen, integraali summan raja-arvona, on vanhempi. En-
simmaiset merkit tahan suuntaan vievasta ajattelusta on |0ydettavissé jo vanhal-

ta ajalta EukleideeiStoikheiateoksesta ja Arkhimedeen tarkasteluista erdidEEukleides
pinta-alojen maarittamiseksi. Talldin puhutaan ekshaustiomenetelméasta; nm@vikhimedes
tettava pinta-ala ikaankuin tyhjennetdan poistamalla siitd yha pienempid slpista-ala
kulmioita tai muutoin pinta-alaltaan tunnettuja osia.

Pohjois-Italiassa 1600-luvun alkupuolella tarkastelivat Galileo Galilei ja IE&alilei
nen oppilaansa Bonaventura Cavalieri kuvioiden muodostumista jakamattoristavalieri
osista (‘indivisiibeleistd’). Esimerkiksi kolmion voidaan katsoa muodostuvan

sen yhden sivun suuntaisista janoista, jotka lyhenevat siirryttdessa kohden vas-
takkaista karkea. Taltd pohjalta maaritettiin kuvioiden pinta-aloja. Arabimate-
maatikoiden kehittdma algebra oli jo talldin levinnyt Eurooppaan ja geometrid@stigebra
probleemojen kasittelyssa saatettiin kayttaa myos algebrallisia menetelmia | geometria

1600-luvun loppupuolella aika oli kypsd meidan tuntemamme integraalilas®ggometria
syntymiseen. Englantilainen Isaac Newton loi derivoinnin ja sen kaanteis@Rewton
raationa integroinnin. Samaan aikaan saksalaisen Gottfried Wilhelm Leibnizmnteibniz

ti kayttobon maaratyn integraalin kasitteen summan raja-arvona. Molemmat tun-

sivat integraalilaskun kahden ndkdkulman vélisen yhteyden. Integraalimerkinta

[ f(z)dz on peréisin Leibnizilta. Integraalimerkki on venytetty S, sanan summa
alkukirjain.

Maaratyn integraalin tdsmallinen maarittely sellaisena kuin se nykyaan esite-
taan on kuitenkin peraisin vasta viime vuosisadalta ranskalaisen Augustin Louis
Cauchyn ja saksalaisen Bernhard Riemannin toista. H Cauchy

Taman jalkeenkin integraalikasitettd on yleistetty. Yliopistollisissa peruskdfiiemann
seissa kasitellaan yleensa Riemannin integraalia, jolla kuitenkin on rajoituksen-

sa. Pidemmalle menevat matematiikan kurssit edellyttavat ranskalaisen Henri
Lebesguen (1875 — 1941) mukaan nimettyd, hieman abstraktimpaa integralikébesgue
sitetta.
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