Maksimit ja minimit 1/5 M Sisalts
EsITIEDOT: Mreaalifunktiot|d derivaatta H Hakemisto
KATso myos: M funktion jatkuvuusi# derivointisaannof# alkeisfunktioiden

derivaatat

Funktion kasvavuus ja vAhenevyys; paikalliset dariarvot

Jos derivoituvan reaalifunktioli derivaatta tietyssa pisteessa on positiivinel,derivoituvuus
f'(x¢) > 0, niin funktion tangentti tdssa pisteessa on nouseva ja funktio siig@nktio
aidosti kasvava pisteen kohdalla: jos riittavan pienessa pistegmparistossa (reaali-)
onzy < g < my, NiiN f(z1) < f(zo) < f(z2). (Varovaisuus on tarpeen derivaatta
Tama ei ole sama kuin funktion kasvavuus kyseisessa ymparistossa. Hy\M targentti
mutta hieman vaikea — esimerkki on kaikkialla derivoituva funti@) = = + (suora)
2z%sin(1/z), f(0) = 0 pisteessé, = 0.) M kasvava
(funktio)

W viaheneva
(funktio)

Vastaavasti jos derivaatta on negatiivingf{;zo) < 0, niin funktio on kohdassa
o aidosti vaheneva.

Funktiolla f sanotaan olevapaikallinen maksimpisteessé&,, jos funktion arvo
f(zo) on suurempi kuin sen arvot pisteep valitttmassa ymparistossa. Vastaa-
vasti maaritellaapaikallinen minimi

Paikallista maksimia ja minimia kutsutaan funktipaikallisiksi aariarvoiksj
vastaava muuttujan arvg on aariarvokohta

Jos funktiof on aariarvokohdassg derivoituva (mita sen ei tarvitse olla, esim.
f(x) = |z| origossa), on sen derivaatta valttamé&t&. Jos derivaatta nimit-
tain olisi > 0 tai < 0, olisi funktio edell& sanotun mukaan aidosti kasvava tai
vaheneva pisteen ymparistossa eika kyseessa olisikaan aariarvo.

Aériarvokohdassa derivoituvan funktion kuvaajalla on siis vaakasuora tangentti.
Tangentti voi olla vaakasuora muuallakin kuin &ariarvokohdassa, kuten alla oleva
kuva osoittaa. Yhtal§f’(x) = 0 antaa siis derivoituvalle funktiollmahdolliset
aariarvokohdat, mutta yhtalon ratkaisujen joukossa voi olla arvoja, jotka eivat
ole &ariarvokohtia.
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Maksimit ja minimit 2/5 M Sisaltd
EsITIEDOT: Mreaalifunktiot|d derivaatta H Hakemisto
KATso myos: M funktion jatkuvuusi# derivointisaannof# alkeisfunktioiden

derivaatat

Adriarvon laadun tutkiminen

Oletetaan seuraavassa, etté funl{tian derivoituva ja ettd’(x¢) = 0. Oletetaan [ derivaatta
lisaksi, ettdr, on derivaatan erillinen nollakohta, ts. pisteelfion ympéaristd, M derivoituvuus
jossaf’(x) # 0 (paitsi tietenkin keskipisteessa).

Kohtaaz ohitettaessa derivaatan merkki voi 1) muuttua positiivisesta negatiivi-
seksi, 2) negatiivisesta positiiviseksi, 3) jaada muuttumatta.

. . . L L Lo vava
Ensimmaisessa tapauksessa funktio muuttuu kasvavasta vahenevaksi, jollomﬁi-o)
seessa on maksimikohta; toisessa tapauksessa kyseessé on vastaavasti minimi-

C . . . vaheneva
kohta. Jos merkki jd&4 muuttumatta, on derivaatta samanmerkkinen pisfe nktio)
kummallakin puolella. Jos se on positiivinen, on funktio kasvava pisteen kum-
mallakin puolella; jos negatiivinen, niin funktio on vdheneva. Kummassakaan
tapauksessa ei kyseessa voi olla dariarvokohta.

B derivaatta

Aariarvon laatu voidaan tutkia myds toista derivaattaa kayttaen. OlKgon) = (toinen)

0. Jos f”(x¢) < 0, niin ensimmainen derivaatta on kohdassavaheneva ja
sen merkki siis muuttuu positiivisesta negatiiviseksi. Kyseessa on edelld olevan
mukaan maksimi. Vastaavagti(x,) > 0 merkitsee, ettd kyseessa on minimi.

Josf'(xo) = f"(x¢) = 0, ei &&riarvon laatua tai sen olemassaoloa voida ilman
lisatietoja paatella. Kaikki on mahdollista. Esimerkiksi funktioity —x* ja

x® on seka ensimmainen etta toinen derivaatta origesfa Ensimmaisella on
origossa minimi, toisella maksimi, kolmannella origo ei ole d&riarvokohta.
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Maksimit ja minimit 3/5 M Sisaltd
EsITIEDOT: Mreaalifunktiot|d derivaatta H Hakemisto
KATso myos: M funktion jatkuvuusi# derivointisaannof# alkeisfunktioiden

derivaatat

Absoluuttinen maksimi ja minimi

Funktionsuurinja pienin arvoeli absoluuttinen maksinj@ absoluuttinen minimi

argumentin ollessa reaaliakselin suljetulla valilla I6ydetaan etsimalla paikalsiljettu vali
aariarvot ja tarkastelemalla funktion kayttaytymista valin paatepisteissa. Edelly-

tyksena on, etta funktio on valilla derivoituva (jolloin se on myds jatkuva). ® derivoituvuus

Menettely on seuraava: H jatkuvuus

1. Etsitaan funktion derivaatan nollakohdat tarkasteluvdlilla ja lasketaan vas-
taavat funktion arvot. Kaikki nollakohdat eivat valttamatta ole aariarvo-
kohtia, mutta talla ei menettelyssa ole merkitysta. Myoskaan aariarvojen
laatua (maksimi, minimi) ei tarvitse tutkia.

2. Lasketaan funktion arvot valin paatepisteissa.

3. Suurin saaduista arvoista on funktion maksimiarvo, pienin minimiarvo.

Jos tarkasteluvali on avoin, on liséksi raja-arvotarkasteluilla tutkittava funkii@avoin vali
kayttaytymista lahestyttdessa valin paatepisteita (tai darettdmyytta, jos val eta-arvo
rajoittamaton). Jos funktio ei joissakin pisteissa ole derivoituva tai edes jatk(fuaktion)
on tutkittava raja-arvot myds néaita pisteita lahestyttdessa.

Talléin on mahdollista, etté funktiolla ei ole maksimia tai minimi&, so. suurinta
tai pienint arvoa, jonka funktio saisi jossakin pisteessé. Sen sijaan voidaan ehka
I6ytaa funktion arvoillepienin ylarajatai suurin alaraja so. mahdollisimman
ahtaat rajat, joiden valissa funktion arvot ovat. Toisena mahdollisuutena on, etta
funktio on rajoittamaton ylh&éalta tai alhaalta, so. saa miten suuria tai miten pienia
arvoja tahansa. (Tall6in sanotaan, ettd funktion pienin ylarajacoja suurin
alaraja—oc.)

On syyta huomata, ettd edella olevaa menettelyd ei luonnollisestikaan tarvitse
orjallisesti noudattaa, jos asia on paateltavissa yksinkertaisemmin. Esimerkiksi
funktion

B 1
~ 2+4sinx

/()

maksimi- ja minimiarvo reaaliakselilla ovat ilmeisestikinja 1/3, koska sinin H sini
pienin arvo on—1 (mik& vastaa funktiory suurinta arvoa) ja suurin arvel
(vastaten funktiory’ pieninta arvoa). Minkaanlainen derivointi ei siis tdssé ole
tarpeen.

Kivela, 2t niinkuin matematiikka, versio 1.11



Maksimit ja minimit 4/5 H Sisaltd
EsITIEDOT: Mreaalifunktiot|d derivaatta H Hakemisto
KATso myos: M funktion jatkuvuusi# derivointisaannof# alkeisfunktioiden

derivaatat

Esimerkki 1 maksimien ja minimien laskemisesta

Kolmion ABC sivulla AB sijaitsee pisté® ja sivullaAC piste). JanaP(Q jakaa M kolmio
kolmion kahteen yhta suureen osaan. On etsittava jattampituuden suurin ja # kolmio (ala)
pienin arvo.

C

A
P B

Olkoon karjess& sijaitseva kolmion kulmay ja merkitadn sivujen pituuksi
b=|AB|, c=|AC|,z = |AP|,y = |AQ)|. Koska kolmionAP(Q ala on puolet trigonometrinen

kolmion ABC alasta, saadaan ehoy sin v = 11bcsin o, mistd seurag = 2. funktio (suora-

. C . . kulmaisessa
Probleemassa voidaan ottaa muuttujakgolle ehdoistd) <z <bjal <y <c¢ kolmiossa)

saadaan rajoitukséf2 < x < b.

Tutkittavaksi funktioksi on yksinkertaisinta ottaa jan@€ pituuden nelid, joka
kosinilauseen mukaan on M kosinilause
9 b*c?

s? = f(x) = 2* + y* — 2xycosa = 2 + el — becos a.
x

Funktio on tarkasteluvalilla derivoituva, joten riittda tutkia derivaatan nollak@derivaatta
dat ja valin paatepisteet. Derivaatgliiz) = 22 — £< ainoa positiivinen nolla- B derivoituvuus

_  Jbe [E derivointi (al-
kohta onzy = \/ 5

keisfunktioiden)

Funktion arvot derivaatan nollakohdassa ja valin paatepisteissafavglt =
be—becosa, f(2) = 242 —becosa, f(b) = b2+ 5 —becos . Naista arvoista
ensimmainen on pienin, sill&(%) — f(zo) = (£ —¢)* > 0, f(b) — f(z) =

2
(-5 =0,
Ei ole kuitenkaan selvaa, etig sijaitsee tarkasteluvalilla; tAma riippuu sivujen
pituuksien ja c suhteesta. Ehdostd2 < z, < b seuraa nimittéin/2 < ¢ < 2b;
jos tdméa ehto on taytetty, antag minimin ja maksimi saadaan jommassakum-
massa paatepisteessa (riippuen sivujen pituukgeeasuhteesta). Jos ehto ei ole
taytetty, ei derivaatalla ole lainkaan nollakohtia tarkasteluvalilla ja toinen paate-
piste antaa maksimin, toinen minimin.
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Maksimit ja minimit 5/5 M Sisaltd
EsITIEDOT: Mreaalifunktiot|d derivaatta H Hakemisto
KATso myos: M funktion jatkuvuusi# derivointisaannof# alkeisfunktioiden

derivaatat

Esimerkki 2 maksimien ja minimien laskemisesta

H keskiarvo

Olkoot x4, . .. , x, positiivilukuja. Naidenaritmeettinen keskiarvga geometri- (aritmeettinen)

nen keskiarvamvat )
B keskiarvo

(geometrinen)

)

1< Tt Tt .tz
N
p = P

p
HZEk = YTi1T2...Tp.
k=1

On osoitettava, ettd/, > M, ja etté yhtasuuruus esiintyy vain, kun kaikki luvut

ovat yhté suuria.

=
logaritmifunktio

[E derivointi (al-

Tarkastellaan funktiotg(z) = = — Inz — 1, missédz > 0. Taman derivaatta
f'(x) =1—1/x on= 0 pisteess& = 1.

Koskalim,_.o, Inz = —oco ja standardiraja-arvoiamn, ...z — Inz = keisfunktioiden)

lim, . In(e”/x) = oo, ovat funktion raja-arvot tarkastelualueen paatepisteisiraja-arvo

lim, o4 f(z) = lim, o f(z) = o0. (standardi-,
funktion)

Pistez = 1 antaa siis funktion minimiarvori(1) = 0, ts.z —Inz —1 > 0
kaikilla z. Koska muita derivaatan nollakohtia ei ole, minimiarvo saadaan vain
tassa pisteessa.

Sovelletaan saatua tulosta lukuihip/M, ja lasketaan epayhtél6t puolittain yh-
teen:

Lk Lk
——In——-1>0, k=1,...
Ma nMa ] ) 7p7

ja siis

Lausumalla summa ja tulo keskiarvojen avulla sekéa jakamalla lupidadaan

M,
—In—£ >0,
M,

a

mista seurad/, > M,. Paattelyssa vallitsee yhtasuuruus, jos alussa sovelletus-
sa epayhtalossa on = 1 eli z, = M, kaikilla indekseillak; tAma merkitsee
lukujenz; yhtasuuruutta.
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