Newtonin iteraatio 1/4 @ Sisaltd
EsITIEDOT: [ yhtal6t, M lukujonon raja-arvd derivaatta H Hakemisto
KATso myos: M polynomiyhtalot [ transkendenttiyhtalot

Newtonin iteraatiomenetelman idea

Muotoon f(x) = 0 saatettu yhtald voidaan usein ratkaista numeeridéestito- M yhtalo

nin iteraatioksikutsutulla menettelylla. Edellytyksena on, etta etsittavan juum@iuuri (yhtalon)
ymparistossa funktio on kahdesti derivoituva (ts. ensimmainen ja toinen ggterivaatta
vaatta ovat olemassa) jé(x) # 0. Juurelle tulee tuntea myos riittavan tarkkgg gerivaatta
approksimaatio, ns. iteraation lahtdarvo. (toinen)

Menettelyssa muodostetaan lukujono, jonka ensimmainen luku on lahtoar#ly&ujono
jossa seuraava luku aina lasketaan edellisen perusteella. Jono suppenee I@hdgRiivisesti
juurta ja talle voidaan laskea niin tarkka likiarvo kuin halutaan muodostamaltgritelty
jonon lukuja riittavan pitkalle. lukujono

Newtonin iteraatiolla saadaan vain yksi juuri kerrallaan. Jos yhtaldlla on usegmﬁenemmen
pia juuria, on vaihdettava lahtbarvoa ja laskettava uudelleen. Syntyva lukujorRiijonon)
valttamatta suppene kohden lahinté juurta. Itse asiassa se ei valttamatta suppene
lainkaan. Mikali kuitenkin aloitetaan riittavan lahelté juurta, saadaan yleensa tata

juurta kohden suppeneva jono. 'Riittavan laheltd’ riippuu siitd, millainen funktio

fon.

Nimitys 'iteraatio’ tarkoittaa toistamiseen perustuvaa menettelya. Newtonin ite-
raatiossa toistetaan samaa laskenta-askelta: muodostettavan lukujonon seuraava
termi lasketaan aina edellisen avulla. Menettelyn on esittanyt Isaac Newton E.gewton
den 1670 tienoilla. Se tunnetaan myds Newtonin—Raphsonin menetelmana.
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Newtonin iteraatio 2/4 M Sisaltd
EsITIEDOT: [ yhtal6t, M lukujonon raja-arvd derivaatta H Hakemisto
KATso myos: M polynomiyhtalot [ transkendenttiyhtalot

Newtonin iteraation kaavat
Newtonin menetelméa voidaan johtaa seuraavasti:

Olkoon yhtaldllaf () = 0 juurenaz ja olkoonz, tamén approksimaatio, ts. ite yhtalo
raation lahtéarvo. Kayrélle = f(z) asetetaan tangentti pistees¢en f(zo)). B juuri (yhtalon)

Taméan yhtalé on M kayra (taso-)

[E tangentti
y — f(zo) = f'(z0) (2 — 20). (suora)
H suora (yhtalo)
YA
— % I T %
Tangentti leikkaa x-akselin pisteessé, jogsa 0 ja siis H derivaatta

[ differentiaali

r =1 = Tg — 7]0(1’0)

f'(o)

Tama on kuvion mukaisesti (yleensa) tarkempi approksimaatio juuredlen
Zo.

Askel toistetaan pitden saatua arwgauutena lahtbarvona, jolloin saadaan jal-
leen tarkempi approksimaatiq. N&ain jatketaan ja saadaan muodostetuksi luku-

jonoxg, x1, T2, T3, . ... ® lukujono
Yleisesti laskentaprosessi voidaan esitta4 iteraatiokaavana: M rekursiivisesti
maaritelty
annettunacg; lukujono

n+l — dn — s :0,1,2,....
T e,y "
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EsITIEDOT: [ yhtal6t, M lukujonon raja-arvd derivaatta
KATso myos: M polynomiyhtalot [ transkendenttiyhtalot

Esimerkki Newtonin iteraatiosta

Esimerkkina olkoon yhtalorf(z) = z* — 2x — 5 = 0 avoimella valilla]2, 3|
olevan juuren etsiminen. Ainakin yksi tallainen on olemassa, $il§ = —1,
f(3) = 16 ja funktio f on jatkuva.

Newtonin menetelman iteraatiokaavaksi saadaan

Tp+l = Tn —

xfl—an—E)
3x2 — 2

Jos alkuarvoksi valitaan, = 2, antaa iterointi seuraavaa:

Zo
T
Z2
€3
Ly
X5

Lo

2

2.1

2.094568
2.09455148170
2.09455148154233
2.09455148154233
2.09455148154233

Lukujono siis nayttaa suppenevan.

Cardanon kaavojen avulla voidaan tassa tapauksessa saada juurelle myo6s

arvo:

3/ 45 + /1929  5/45 — /1929
18 * 18 ‘
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EsITIEDOT: [ yhtal6t, M lukujonon raja-arvd derivaatta H Hakemisto
KATso myos: M polynomiyhtalot [ transkendenttiyhtalot

Vaihtoehtoinen tapa johtaa iteraatiokaavat

Newtonin menetelma voidaan johtaa myds differentiaalin kasitteen avulla. Bittifferentiaali
ferentiaalikehitelmé

f(xo +h) — f(wo) = f'(w0)h + he(xo, h)
saa muodon
f(x) = f(xo) + f'(wo)(x — m0) + (x — w0)e(o, T — 20),

kun merkitdéédne = xo + h. Mité pienempih = = — xo on, sitd merkityksetto-
mampi on korjausterntic — zo)e(xo, x — xo) ja yhtéld f () = 0 voidaan korvata
approksimatiivisella yhtaloll& (zo) + f'(xo)(z — x¢) = 0. Ratkaisemalla tasta
x saadaan juuri Newtonin menetelman mukainen parannettu approksimaatio
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