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Sarjan késite ja suppeneminen

Olkoon annettuna aarettdbman monen termin lukujonais, as, ....Kunjonon M Ilukujono
kaikki termit lasketaan yhteen, saadaanja

o0

S ar.

k=1
Termien indeksoinnin alkukohta voi olla muukin kuin

Adrettdman monen termin yhteenlaskeminen on kuitenkin ongelmallista. Jotta
operaatio saadaan tasmallisesti maaritellyksi, on meneteltava seuraavasti.

Muodostetaan sarjaosasummatso. aarellisen monen termin summat, joihi@ summa

otetaan termeja alusta l&htien jokin aarellinen maara: H summamer-
kinta

S1 = ay, 82:(11+(12, 83:(11+(12+(13, 84:(11+(12+(13+a4,

jne. Yleisesti om:s osasumma

n
Sp = E ag, m=123,....
k=1

Osasummast;, so, s3, ... muodostavat lukujonon. Jos tama suppenee ja s-en_
. . . . raja-arvo
raja-arvo ors = lim,,_., s,, Sanotaan, ettsarja .-, a; suppenega sensum- (Iukdjonon)

maons.

Jos sarja ei suppene, sen sanofagaantuvanHajaantuvalla sarjalla siis jonon
s1, So2, S3, ... luvut joko heilahtelevat mitdan arvoa l&hestymatta tai karkaavat
aarettomyyteen.

Jos sarjd ;- , a; suppenee, niitimy,_., a; = 0, ts. suppenevalla sarjalla termit
lahestyvat nollaa indeksin kasvaessa. Tamé nahdaan helposti: Koska

n n—1
an:E ak—g A = Sp — Sn—1,
k=1 k=1

onlim,, o @, = lim, o S, — liMy,— o0 Spe1 = s — s = 0.

Voisi luulla, ettd myds kaanteinen olisi voimassa. Nain ei kuitenkaan ole. Vaikka
olisikin limy_., ax = 0, sarja voi silti hajaantua. Esimerkki (harmoninen sarja)
edempana.
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B Hakemisto

Esimerkki 1 sarjoista

Sarjan
— (2k —1)( 2k-+1)
alkupaan osasummat ovat
1 1
51 = T =5
1-3 3
1 n 1 2
S — _ - =
? 1-3 3.5 5
1 n 1 n 1 3
S = = —
¥ 1-3 3.5 5.7 7
1 1 1 1 4
S4 =

13735 57 79 9
Naiden perusteella on arvattavissa osasumman yleinen lauseke

n .
2n+1’

Sp —

tama voidaan myos todistaa oikeaksi matemaattisella induktiolla.

Koskalim,, .o s, = % niin sarja suppenee ja sen summa%on

Ks. myos lukujere ja 7 sarjakehitelmid.

H induktio (ma-
temaattinen)

H raja-arvo
(lukujonon)

E Neperin luku
(sarja)

H pii (sarja)
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Esimerkki 2 sarjoista

Sarjaa

| =

00
k=1

kutsutaarharmoniseksi sarjaksEen osasummallg, ei voida esittda lauseketta,
mutta sarja voidaan paatelld hajaantuvaksi seuraavalla tavalla.

Koska kaikki harmonisen sarjan termit ovat positiivisia, on osasummien jono
kasvavais; < sy < s3 < s4 < .... Osasummalle, jonka indeksi on= 27,
patee seuraava:

gl b
Sop = —t+ -+t =-+... + =
2 234 "5 op

= 1+

T
9 10 11 12 13 14 15 16

Pienennetaan tassa esityksessa jokaisen termiryhman termeja siten, etta ne kor-
vataan ryhman viimeisella termilla. Koska ryhmissa on termeja jonkin kakkosen
potenssin osoittama maara, paadytaan seuraavaan:

1 1 1 1 1 D

>14+-—4+2- 4448 — ... f2w. =142,

Sop + 5 + 1 + 3 -+ 16 + + 5 + 5
Antamallap — oo saadaan M raja-arvo
v (lukujonon)

lim sop > lim <1 + B) = 00.

p—0o0 p—00 2

Sarja siis ilmeisestikin hajaantuu.

Huomattakoon, ettd harmonisen sarjan termit |ahestyvat nollaa, ts.

mutta siitd huolimatta sarja hajaantuu.

Esimerkki osoittaa, ettd sarjojen suppenemisen tutkiminen ja niiden summien
maarittdminen ei ole aivan yksinkertaista.
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Geometrinen sarja

4/4 H Sisalto

B Hakemisto

Lahes ainoa sarjatyyppi, jonka suppeneminen ja summa voidaan alkeellisin kei-

noin selvittdd omgeometrinen sarja

o
k
20"
k=0
Taman osasumma on geometrinen summa

1 n+1
1

n
_q .
k=0 q

Josg =1,0ns, =n+ 1.

Jos|g| < 1, on osasummalla, raja-arvo

) 1
s= lim s, = ——.

Josq > 1, karkaavat osasummat aarettémyyteen. gos —1, heilahtelevat

osasummat mitdan raja-arvoa lahestymatta.

Geometrinen sarja siis suppenee, jos ja vairjjos 1. Talléin sen summa on

Kivela, 2t niinkuin matematiikka, versio 1.11

B geometrinen
summa

B raja-arvo
(lukujonon)



