Vektorialgebra 1/5 M Sisalts
EsiTiIEDOT: W vektori E Hakemisto
KATso myoOs: M determinantti

Skalaaritulo

Vektoreiden yhteenlaskun ja skalaarilla kertomisen lisaksi vektoreiden véllieektori
voidaan maaritella myos kertolasku. Itse asiassa naita on kaksi erilaista. [ yhteenlasku

5 i ; . ektorien)
Seurauksena on, etta vektoreilla voidaan laskea samaan tapaan kuin rea _|£a|| "
kompleksiluvuilla. Talléin puhutaavektorialgebrasta skalaariia

kertominen
Tason tai avaruuden kahden vektoskalaarituloeli sisétuloeli pistetuloa - b~ (vektorien)
maaritelladn asettamalla M kosini
a-b = |a||b|cos,
missad on vektoreidera ja b valinen kulma ( < ¢ < ). H kulma (taso-)

Vektorin skalaaritulo itsensé kanssa on sama kuin vektorin pituuden aelié; zglitt‘é‘;;)
|a|?, koska talldind = 0 ja kosini siis on= 1.

Jos vektorita ja b ovat toisiaan vastaan kohtisuoria, on niiden valisen kulman

7/2 kosini = 0 ja siisa - b = 0. Skalaaritulo voi olla= 0 my6s sen takia,

ettd jompikumpi (tai molemmat) vektoreista on nollavektori. Tapana on saif@agpllavektori
etta nollavektori on kohtisuorassa mita tahansa vektoria vastaan, jolloin voidaan
yksinkertaisesti kirjoittaaa - b = 0, jos ja vain josa ja b ovat kohtisuorat.

Koska kosinin itseisarvo od 1, onja - b| < |a||b|.

Maaritelman pohjalta voidaan geometrisilla konstruktioilla osoittaa, ettéa skalaa-
ritulo on vaihdannainen ja noudattaa osittelulakeja. Skalaariset kertoimet Boi- .

v R . .. vaihdannaisuus
daan keréata yhteef\a) - (ub) = Au(a-b). Tulon liitdnnaisyydestéa ei sen sijaagy itelulaki
voida puhua: Koska tulon arwo- b on skalaari, ei sen skalaarituloa kolmannq”it(}j.mmj.1iSny

vektorin kanssa voida muodostaa.

Jos tason vektorit on esitetty kantavektoreiilgnj lineaariyhdistelyina, saadaan kantavektori
skalaaritulolle yksinkertainen lauseke. Olko®nr= a,i + a,j jab = b,i + b,j. M lineaariyhdis-
Naiden skalaaritulo on em. laskulakien mukaan tely

a-b = apbi-i+agbi-j+aybsj-i+ayb,j-j

= azb, + ayby,

koska vektoriti ja j ovat toisiaan vastaan kohtisuoria ja pituudeltaar, ts.
i-j=j-i=0jai-i=j-j=1.
Vastaava tulos on voimassa avaruuden vektoreilleaJesa,i + a,j + a.k ja
b = b,i+ b,j + b.k, niin

a-b=azb, +ayb, +a.b..
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Vektorialgebra 2/5 M Sisaltd
EsiTiIEDOT: W vektori E Hakemisto
KATso myoOs: M determinantti

Vektorin komponentti

Vektorin b skalaarikomponenttrektorina suunnalle on H vektori
H kosini
a-b 0
|b|cos) = —— =a” - b.
al

Tama voi myos olla negatiivinen, jos vektoreiden valinen kuthaan > /2.

b 3 b
9 1 1

20 B a = D Y >
a’-b>0 a’-b<0
Vastaavasti saadaan vektoknvektorikomponenttvektorin a suunnalle liitta-

malla skalaarikomponenttiin suunta: yksikkavektori

b
|b|cos ¥ a’ = Ta|2 a=(a"-b)a’.

Vektorikomponentin suunta on siis joko vektorrsuunta tai sille vastakkainen

suunta riippuen skalaaritulenb merkista, ts. siitd, onko vektdsi pikemminkin

saman- vai vastakkaissuuntainen kain

[ lineaariyhdis-
tely

B kantavektori

Jos vektori on esitetty lineaariyhdistelyna kantavektoreistabsisb, i + b,j +
b.k, on

boi=byi-i+byj-i+bk-i=b,.

Kerroin b, on siis vektorinb skalaarikomponentti kantavektorirsuunnalle eli
x-akselille; lineaariyhdistelyn terndi.i on vastaavasti vektorikomponentti. Vas-
taava patee luonnollisesti muillekin kantavektoreille.
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EsiTiIEDOT: W vektori E Hakemisto
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Vektoritulo

Vektorituloeli ristitulo voidaan maaritella vain avaruuden vektoreille. Sitd md@-vektori
kitddna x b ja se maaritelladn seuraavilla ehdoilla:

[ pituus
(vektorin)

H kulma (taso-)

¢ Ristitulovektorin suunta méaaraytyy siten, ettd se on kohtisuorassa vekto-
reita a ja b vastaan; kahdesta mahdollisuudesta valitaan se, joka tegagee
vektorikolmikostaa, b, a x b oikeakatisen (so. kyseiset kolme vektorigoordinaatisto
suhtautuvat toisiinsa kuten oikean kaden peukalo, etusormi ja keskisdpiifakatinen)
ojennettuina).

e Ristitulovektorin pituus ona x b| = |a||b|sin ¥, miss&} on vektoreiden
a jab valinen kulma( <9 < ).

e Jos jompikumpi vektoreista ja b on nollavektori, myds niiden ristitulo [ nollavektori
on nollavektori.

Geometrisilla tarkasteluilla on mahdollista osoittaa, etta ristitulo noudattaa osit-
telulakeja, so. M osittelulaki

ax(b+c)=axb+axc (a+b)xc=axc+bxec.
Skalaariset kertoimet voidaan myds kerata yhteen:

(A\a) x (ub) = Au(a x b).

Vaihdannainen tai liitdnnainen ei vektoritulo sen sijaan ole. Tekijoiden jé‘lrjest&{tlf%'\dannaisuuS
vaihdettaessa muuttuu merkki:x b = —b x a. Esimerkiksi on(i x j) x j =

. o i e . H liitannaisyys
k x j=—ijaix (j xj) =1x o= o eika liitanndisyys siis pade. ! Y

Vektorin vektoritulo itsensa kanssa on nollavektari a = o. Talldin nimittain
vektoreiden vélinen kulma o = 0, jolloin tulovektorin pituus on= 0.
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EsiTiIEDOT: W vektori E Hakemisto
KATso myoOs: M determinantti

Vektoritulon laskeminen

Kantavektoreiden vektoritulot ovat H kantavektori
ixi=jxj=kxk=o,
ixj=k jxk=ikxi=j ja
jxi=-k kxj=-i ixk=-j.

Vektoreidena = a,i + a,j + a.k jab = b,i + b,j + b,k vektorituloksi saadaan

talldin

axb = azb;ixi 4+ agb,ixj + agbixk
o xi 4+ abjxj + aybjxk
+ abkxi 4+ abkxj + abkxk

= (ayb, — aby)i+ (asby — ayzb,)j + (aby, — ayb,)k.

Tama voidaan kirjoittaa helpommin muistettavaan determinantin muotoon [ determinantti

i j ok

axb=|a a, a,
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Kolmitulot

Kolmesta vektorista muodostettu tudo b x ¢ on mielekas vain, mikali vekto- [ vektori
ritulo lasketaan ennen skalaaritulea: (b x c). Tuloksena on skalaari ja tulod skalaari
kutsutaankirskalaarikolmituloksiSulut on tapana jattaa pois, koska lausekkeel-

la on vain yksi mielekas tulkinta.

Skalaari- ja vektoritulon lausekkeiden perusteella voidaan mekaanisella laskulla
osoittaa, etta skalaarikolmitulossa voidaan pisteen ja ristin paikkaa vaihtaa ja
toisaalta tekijavektoreita kierrattaa ilman etté tulon arvo muuttuu:

a-bxc=axb-c,
a-bxc=b-cxa=c-axb.

Jos tekijoista kaksi vaihdetaan keskenaan, muuttuu skalaarikolmitulon merkki:
esimerkiksia-b x ¢ = —b - a x c. Jos kaksi (tai kolme) tekijdd on samoja, tulo
on=0.

Skalaarikolmitulo voidaan my6s laskea determinantista: H determinantti
a; by ¢y
a-bxc=|ay, b, ¢ |,
a, b, c,

misséa = a,i+ a,j + a.k, b =b,i+b,j+ bk jac = c,i+ ¢,j+ c:k.

Kolmesta vektorista muodostettu kaksinkertainen vektoritulo on myés mielekas:
a x (b x c) tai (a x b) x ¢. T&man arvo on vektori ja sita kutsutaaektorikol-
mituloksi

Vektorikolmitulolle on voimassa kehityskaavat

ax(bxc)=(a-c)b—(a-b)c,
(axb)xc=(c-a)b—(c-b)a.
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