Ympyréa 1/6 M Sisaltd
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KATsO Myos: M toisen asteen kayrat

Ympyra ja sen yhtalo

Tason pisteet, jotka ovat vakioetéisyydella kiintedsta pisteesta, muodostavat
pyraneli ympyraviivan Kiintea piste on ympyrakeskipistga vakioetaisyys sen Mympyra (ala)
sade H kayréa (taso-)

Nimitysta ympyra kaytetaan toisinaan myos ympyraviivan sisaan jaavasta tasoa-
lueesta. Ympyraviivaa itsedan kutsutaan talléin usein ympyeagéksi

ometria

Analyyttisessa geometriassa ympyraa (ympyraviivaa) kasitellaan sen yhtal Vyttinen)

avulla. Pythagoraan lauseen perusteella ympyran pigtegj toteuttavat yhta-

.. B Pythagoraan
16n ythag

lause

||
2 2 2
(r—a)*+ (y —b)" = R7, koordinaatisto

. i} o ) . . (xy-)
missé(a, b) on ympyran keskipiste j& sen sade. Suorittamalla nelloonkorotulﬁ etéiisyys
set yhtalo saadaan muotooh+ y* — 2ax — 2by + a® +b* — R* = 0. Kyseessa (pisteiden)

on siten eras toisen asteen kayra. B kiiyra (toisen

Jos kaantaen on annettuna toisen asteen kayran yhtalo, jossa nelidte€rjaigh asteen)
kertoimet ovat yhta suuret eika tulotermi&/{termid) esiinny, voidaan nelioiksi
taydentamalla tutkia, esittddko tama ympyraa. Menettely on seuraavan esimerkin
mukainen:

Olkoon tarkasteltavana yhtaltx? + 2y* — x + 4y + ¢ = 0, missac on jokin
vakio. Tama voidaan aluksi saattaa muotoon

2(z% — 2/2) +2(y* +2y) +c = 0.

Jotta sulkulausekkeet voitaisiin tulkita binomin nelidiksi binomikaavan muksibinomi
sesti, on niihin lisattava sopivat nelidtermit; jotta yhtald sailyisi voimassa, Mmbinomikaava
nama termit toisaalla vahennettava pois: H binomikaava

22 — /24 1/16) +2(y* + 2y + 1) +c—1/8—=2=0 eli
2z —1/4)° +2(y +1)* =17/8 — ¢ eli
(x—1/4° 4+ (y+1)* =17/16 — ¢/2.

Jos lauseké7/16 — ¢/2 on positiivinen, se voidaan tulkita ympyran séteen ne-
lioksi ja kyseessa todella on ympyra. Esimerkiksi arvolla —1 saadaan sateek-
si R = 5/4 ja ympyran keskipiste ofl /4, —1). Jos lauseke o 0, kyseessa on
piste; arvollac = 17/8 yhtalo esittaa siten pistettd/4, —1). Jos lauseke on ne-
gatiivinen, ei yhtalo voi toteutua millaan arvoilla, y) eika se siis esitd mitaan
kayraa.
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Ympyran parametriesitys o

Ympyran yhtalé voidaan esittdaé parametrimuodossa trigopnometristen funkpaemetriesitys
densin ja cos avulla. Ympyran(z — a)? + (y — b)> = R? parametriesitys on (tasokayran)
talldin M sini
H kosini
x=a+ Rcost, y=>b+ Rsint, t¢€[0,2n].

Sijoittamalla voidaan nahda, etta alkuperainen yhtalo talldin todellakin toteutuu:
(z—a)®+ (y—b)? = R2cos’t + R?sin*t = R2.

Parametrint saadessa arvot sinin ja kosinin jakson alueelta kiertaa (istg
ympyran yhden kerran. Siten alueea [0, 27| sijasta voidaan yhta hyvin kayttaa
vaikkapa aluetta € [—, 7).
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Sektori ja segmentti

Olkoot A ja B kaksi ympyralla (ympyran kehalld) olevaa pistetta. Nama jakavat
ympyran kahteeikaareen ellei toisin mainita, kaarellal B tarkoitetaan naista
pienempéaa.

Kun kaaren paéatepistedtja B yhdistetddn ympyran keskipisteesd€énmuo-

dostuu kaarta vastaakaskuskulmal K B. KaarenA B suuruutta mitataan seri kulma (taso-)
keskuskulman suuruuden avulla yksikkona aste, radiaani, tms. Kaddsga sa-

teidenK A ja K B rajaama tasoalue on ympyraektori H sektori (ala)

B

Ympyran sekantti, so. suora, joka leikkaa ympyraa kahdessa pisteessa, jakagflo k%mti

pyraalueen kahteen osaan. Naita kutsutaan ympsegmenteiksiEllei toisin _
mainita, tarkoitetaan kahdesta mahdollisesta pienempaa. Sekantista ympy @e mentt
sadan jaava osa on ympyrgimne Jos sekantti erityisesti kulkee ympyran keski-
pisteen kautta, jannetta sanotaan ympynralkaisijaksi
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Kehakulma

Ympyrankehdkulmaon kulma, jonka karki on ympyréan kehdlla ja kylkind oM kulma (taso-)
kaksi jannetta (sekanttia) tai jAnne ja tangentti. Kehdkulman aukeamaan pe¢éakuima
osa ympyran keh&a on kehakulmaa vastaava kaari. Tata kaarta vastaavaa keskuomkki)

kulmaa kutsutaan myds kehakulmaa vastaavaksi keskuskulmaksi. M kehakulma
(esimerkki)

H sekantti
(suora)

[H tangentti
(suora)

Kehéakulman suuruus on puolet vastaavasta keskuskulma@ste voidaan paa-

tella piirtamalla ympyraan kummankin kulman karkipisteen kautta kulkeva hal-
kaisija alla olevien kuvioiden osoittamalla tavalla. Vasemmanpuolinen kuvio on
perustapaus, jossa tulos seuraa siitd, ettd kolmion kulmien summ@odna M kolmio
toisaalta vieruskulmien summa on myi)°. Yleinen tapaus saadaan jakamail kuima
la tutkittavat kulmat halkaisijaan rajoittuvien kulmien summiksi tai erotuksikgierus-)
kahden jalkimmaisen kuvion osoittamalla tavalla. Tulos on voimassa myg@s, jos
kehakulman toisena kylkend on ympyrén tangentti.

e

Samaa kaarta vastaavat keh&dkulmat ovat yhta suuria riippumatta kulman kérjen
sijainnista ympyrén kehé&lldama on seuraus edellisesta: jokainen tallainen ke-
hakulma on suuruudeltaan puolet vastaavasta kaaresta (ts. keskuskulmasta).
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Tangenttikulma

Ympyréntangenttikulman kulma, jonka kyljet ovat ympyran tangentteja ja k&l kulma (taso-)
kipiste siis ympyran ulkopuolella. Tangenttikulmaa vastaava keskuskulma mB@ngentti
daan yhdistamalla tangenttien sivuamispisteet ympyran keskipisteeseen. (suora)

Tangenttikulma ja vastaava keskuskulma ovat suplementtikulmia, ts. niiden %ﬁﬁ‘-’ma

suplementti-
ma on180°. P )

Pisteet, joissa tangenttikulman kyljet sivuavat ympyrada, ldydetd&n piirtdmalla
ympyra, jonka halkaisijana tangenttikulman karjen ja ympyran keskipisteen yh-
dysjana. Perusteena on, ettd puoliympyran sisaltama kehakulma on suora. (Kon-
struoitaessa geometrisia kuvioita harpilla ja viivoittimella voidaan suora piirtaa,
jos kaksi silla olevaa pistettd tunnetaan; tangentin piirtdminen suoraan ympyraa
sivuamaan ei siis ole sallittua eikd kaytadnnodssa kovin tarkkaakaan. Taman joh-
dosta on sivuamispiste ensin konstruoitava.)
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Pisteen potenssi
Olkoon P annetun ympyréan ulkopuolinen piste. Asetetaan pisfé&autta ym-

pyran sekantti, joka leikkaa ympyraa pisteiss§a B. Pisteestd’ asetettu ym- gjgrl;a;ntti
pyran tangentti sivutkoon ympyraa pisteessa B tangentti

Pisteen P potenssiksiympyrdn suhteen sanotaan janojen pituuksien tul@aora)
|PA||PB|, mik& on riippumaton sekantin asemasta ja yhté suuri kuin tangentilla
olevan janan pituuden neli®C/|>.

Todistus ilmenee seuraavasta kuviosta, missa kolfibt’ ja PC B ovat yhden- @ yhdenmuotoi-
muotoisia, koska niilla on yhteinen kulma pisteessfa toisaalta kuimafP AC'  suus
ja PC B ovat yhta suuria samaa kaaftd' vastaavina kehakulmina. Kolmioiderfkolmioiden)
sivujen verrannollisuudesta seuraa

|PB| |PC|

Pl 21 eli |PA||PB|=|PC/?.
Bol ~pay o IPAIPBI=1PC]

Jos pisteP sijaitsee ympyran sisalla, patee vastaava. Jos pisteen kautta asete-
taan sekantti, joka leikkaa ympyraa pisteissg B, on tulo|PA||PB| riippu-

maton sekantin asemasta. Tata kutsutaan ympyran sisapuolella olevan pisteen
potenssiksi ympyran suhteen.

Tulos todistetaan jalleen yhdenmuotoisten kolmioiden avulla. AIBsja C'D
ovat pisteenP kautta kulkevia ympyran janteitd, ovat kolmidtP?D ja C PB

yhdenmuotoisia ja
|PA|  |PC| .
——=-—— eli |PA||PB|=|PC||PD,|.

Tulo on siis rippumaton siita, mika pisteéhkautta kulkeva sekantti on kysees-
sa.
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