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Taustat 1/1

Lukiotason matematiikan tietosanakirja 9t niinkuin matematiikka (luet-
takoon lyhyesti iso-M) on tarkoitettu lukiomatematiikan kertaamiseen ja
hienoiseen laajentamiseen ottamatta kuitenkaan esille késitteellisesti uusia
asioita.

Seké sisdlto etta tarvittavat tietotekniset ratkaisut ovat syntyneet Teknilli-
sen korkeakoulun matematiikan laitoksella vuonna 1993 alkaneessa ja edel-
leen jatkuvassa MatTa-projektissa (http://matta.hut.fi/matta/).

[so-M-tietosanakirjan ensimmaéinen versio ilmestyi vuonna 1997, viimeisin
siséllollisesti hieman korjattu versio 1.12 vuonna 2000. Téstd on olemassa
kaksi teknisesti erilaista versiota, html-muoto ja pdf-muoto. Kummassakin
tietosanakirjan 92 artikkelia ovat erillisind, mutta toisiinsa linkitettyind tie-
dostoina. Kumpaakin voidaan kéiyttda joko verkon kautta MatTa-projektin
palvelimelta tai omaan koneeseen asennettuna. Yksityishenkilot ja kotimai-
set julkisin varoin yllapidetyt oppilaitokset voivat kdyttdd materiaaleja va-
paasti opetuksessa ja opiskelussa. Kaupallinen kéytto ilman eri sopimusta
on kielletty.

Iso-M-tietosanakirjan on MFKA-Kustannus Oy julkaissut my6s kirjana. Ky-
seessé on muutoin sama materiaali, mutta hypertekstilinkit on korvattu si-
vunumeroviitteilla.

Esilla oleva versio on kolmas teknisesti erilainen versio. Siséltdé on ver-
sion 1.12 mukainen, mutta koko tietosanakirja on yhtenid pdf-tiedostona,
jolloin voidaan hyoddyntéd pdf-muodon sallimaa sisédllysluettelorakennetta
hypertekstilinkkien lisdksi. Haittana on t&lloin tiedoston suurehko koko
(n. 4,3 MB), jolloin lataus hitaan yhteyden kautta kestéé. Toisaalta laaja-
kaistayhteyksien nopeudet ovat kasvaneet.

Kokemuksia ja ndkemyksid tdméntyyppisen materiaalin tuottamisesta on
projektissa vuosien kuluessa kertynyt runsaasti. Kédyttéjien kokemukset ovat
kuitenkin aina arvokkaita. N&itéd toivotaan raportoitavan sdhkopostiosoit-
teeseen Simo.Kivela@hut.fi.

Tietotekniikan nopea kehitys merkitsee, ettd digitaalisen materiaalin tuot-
taminen on koskaan loppumaton idisyysprojekti: aina voi tehda lisdé, aina
16ytyy uusia mahdollisuuksia, aina on tarve paivityksiin. Toiveena on, etté
tietosanakirjaan voitaisiin ldhitulevaisuudessa liittd4 animaatioita (miké on
ollut toiveena alusta ldhtien ...).

Tietosanakirjan tekstin on kirjoittanut Simo Kiveld ja kuvat ovat Riikka
Nurmiaisen késialaa.

31.3.2005
SKK
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Reaaliluvut 1/7
ESITIEDOT:
KATSO MYOS: murtoluvut, lukujarjestelmét, kompleksiluvut

Reaalilukujoukko

Reaalilukujoukkoa voidaan luonnollisimmin ajatella lukusuorana, molem-
missa suunnissa ddrettomyyteen ulottuvana suorana, jonka pisteet ja reaali-
luvut vastaavat toisiaan: jokainen piste esittéé reaalilukua ja toisaalta jokai-
sella reaaliluvulla on vastinpisteensd. Monissa tapauksissa tdmé on riittavéa
mielikuva reaaliluvuista, mutta varsinaiseksi méaéaritelméksi se ei kelpaa.

Reaalilukujen huolellinen logiikkaan pohjautuva méérittely on pitkdhko pro-
sessi. Se voidaan tehdd useilla vaihtoehtoisilla tavoilla. Yksi mahdollisuus
on lukujoukon vaiheittainen laajentaminen: luonnolliset luvut — kokonais-
luvut — rationaaliluvut — reaaliluvut. Taémé vastaa ihmisen intuitiivista
ajattelua, mutta formaalina loogisena prosessina on raskas.
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Reaaliluvut 2/7
ESITIEDOT:
KATSO MYOS: murtoluvut, lukujarjestelmét, kompleksiluvut

Luonnolliset luvut, kokonaisluvut, rationaaliluvut

Lukukésitteen madrittelyn lahtokohtana on lukumééran ilmaisemiseen tar-
vittava luonnollisten lukujen joukko:

1,2 3, 4,5, ...

Toisinaan my6s 0 (nolla) liitetdéan tdhén joukkoon, ts. sitédkin pidetéédn luon-
nollisena lukuna. Kyse on sopimuksesta: joissakin yhteyksissd on kéytén-
nollistd ottaa nolla mukaan, toisissa ei. Periaatteessa molemmat ovat yhta
hyvié ratkaisuja. Luonnollisten lukujen joukolle kdytetdin symbolia N.

Kokonaisuuksien osien tarkastelu johtaa murtolukuihin: puolet matkasta;
kaksi kolmasosaa palkasta. Toisaalta monien suureiden tarkastelu johtaa
myd6s negatiivisiin lukuihin: pakkasta on viisi astetta, ts. laimpotila on —5°;
hidastuvuus on negatiivista kiihtyvyytta.

Liittdmalla luonnollisiin lukuihin vastaavat negatiiviset luvut (ja nolla), saa-
daan kokonaisluvut: ..., =5, —4, =3, =2, —1,0, 1, 2, 3, 4, 5, .... Kokonais-
lukujoukon symboli on Z.

Rationaaliluvut saadaan liittamalla mukaan positiiviset ja negatiiviset mur-
toluvut, so. muotoa p/q olevat luvut, missd p on (positiivinen tai nega-
tiivinen) kokonaisluku ja ¢ luonnollinen luku (# 0). Télloin kahta ratio-
naalilukua pidetdén samoina, jos toinen saadaan toisesta laventamalla tai
supistamalla:

p_np

¢ ng’
missd n on kokonaisluku, n # 0. Rationaalilukujoukon symboli on Q.
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Reaaliluvut 3/7
ESITIEDOT:
KATSO MYOS: murtoluvut, lukujarjestelmét, kompleksiluvut

Irrationaaliluvut

Periaatteessa rationaaliluvut riittavat kaikissa kaytannollisissa tehtévissa.
Esimerkiksi mink& tahansa suureen miten tarkka likiarvo tahansa on lausut-
3478

tavissa rationaalilukujen avulla: 7.3478 = 7 + 755

Teoreettisissa tarkasteluissa rationaaliluvut osoittautuvat riittaméattomik-
si. Klassisia ongelmia ovat nelion sivun pituuden lausuminen murto-osana
lavistdjan pituudesta ja ympyrdn kehédn pituuden lausuminen halkaisijan
avulla. Naistd voidaan todistaa, ettd verrannollisuuskertoimet eivét ole ra-
tionaalilukuja:

Pythagoraan lauseen mukaan nelion sivun pituudelle a ja ldvistdjan pituu-
delle ¢ pitee ¢ = 2a?; alkeellisesti voidaan osoittaa, ettd rationaalilukua,
jonka nelio olisi 2, ei voi olla olemassa. Ympyran kehén ja halkaisijan pi-
tuuksien suhteen — luvun m — osalta todistus on vaikeampi; sen on ensim-
maisend esittdnyt Johann Heinrich Lambert vuonna 1761.

Mainituissa tapauksissakin voitaisiin tietysti tyytyé likiarvoihin, mutta on
miellyttdvad ajatella, ettd on olemassa tdsméllinen suhdeluku. TAdmé& mer-
kitsee uusien lukujen, irrationaalilukujen liittamista rationaalilukujen jouk-
koon. Rationaaliluvut ja irrationaaliluvut yhdessd muodostavat reaaliluku-
jen joukon, symbolina R.

Irrationaalilukua voitaisiin luonnehtia olioksi, jolle on ainakin periaatteessa
mahdollista laskea mielivaltaisen tarkkoja rationaalisia approksimaatioita.
Itse asiassa tédsmillinen médritelmé voidaan perustaa juuri tdhén ajatuk-
seen.
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Reaaliluvut 4/7
ESITIEDOT:
KATSO MYOS: murtoluvut, lukujarjestelmét, kompleksiluvut

Desimaaliesitys

Desimaaliesityksen perusteella rationaaliluvut ja irrationaaliluvut voidaan
karakterisoida seuraavasti: Jos desimaaliesitys on pédttyvé tai jaksollinen,
kyseessd on rationaaliluku; esimerkiksi

3478 1 31
— . == SB13131... = —.
10000 0.333 3 0.31313

0.3478 =
99

(Naistd viimeksi mainittu voidaan laskea geometrisen sarjan avulla.) Jos
desimaaliesitys on padttyméton ja jaksoton, kyseessd on irrationaaliluku;
esimerkiksi

m = 3.14159265358979323846264338327950288419716939937511 . .. .

Reaaliluvun desimaaliesitys ei kaikissa tapauksissa ole yksikésitteinen: 1 =
1.000... ja 0.999... ovat sama reaaliluku, kuten geometrisen sarjan avulla
voidaan todeta.
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Reaaliluvut 5/7
ESITIEDOT:
KATSO MYOS: murtoluvut, lukujarjestelmét, kompleksiluvut

Rationaali- ja irrationaalilukujen tiheys

Jokaiselle irrationaaliluvulle voidaan 16ytd4a miten tarkka rationaalinen ap-
proksimaatio tahansa: Jos approksimaatiovirhe ei saa olla suurempi kuin
107", otetaan irrationaaliluvun approksimaatioksi paattyva desimaaliluku,
jossa on irrationaaliluvun desimaaliesityksen n ensimmaéisté desimaalia.

Rationaali- ja irrationaaliluvuilla on seuraava tiheysominaisuus: Miten ly-
hyelld lukusuoran vililla tahansa on aina seké rationaali- ettéd irrationaali-
lukuja. Namé ovat jopa helposti konstruoitavissa:

Olkoon tarkasteltavana reaaliakselin véli [a,b], misséd yksinkertaisuuden
vuoksi oletetaan 0 < a < b. T&ll6in on olemassa luonnollinen luku n siten,
ettd 1/n < b — a. Koska 1/n # 0, saadaan miten suuria rationaalilukuja
tahansa kertomalla 1/n sopivalla luonnollisella luvulla. Olkoon erityisesti
p pienin luonnollinen luku, jolla p/n > a. Talléin p/n on vililla [a,b] ja
véliltd on siis 10ytynyt rationaaliluku.

Valilta [a, b] 16ydetédén myos irrationaaliluku muodostamalla ensin eo. kon-
struktiolla rationaaliluvut r ja s siten, ettd a < r < s < b. Luku r + (s —
r)/+/2 on tilloin etsitty irrationaaliluku: se sijaitsee vililld [r, s] ja on irra-
tionaalinen, koska V/2 on irrationaalinen.
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Reaaliluvut 6/7
ESITIEDOT:
KATSO MYOS: murtoluvut, lukujarjestelmét, kompleksiluvut

Algebralliset luvut ja transkendenttiluvut

Reaaliluvut voidaan jaotella my6s seuraavasti: Jos luku on jonkin kokonais-
lukukertoimisen polynomiyhtéalon juuri, sitd sanotaan algebralliseksi luvuksa.
Jos néin ei ole, kyseessé on transkendenttiluku.

Esimerkiksi 7 on transkendenttiluku. Algebrallisia lukuja ovat mm. kaikki
rationaaliluvut ja neligjuuret, kuutiojuuret, jne. Vaikkapa +v/2 on algebralli-
nen luku, koska se toteuttaa yht#lén 2°—2 = 0. Ensimmiisen asteen yhtilon
1972 = 31 juuri on %, joten sekin on algebrallinen luku. Algebrallisia lu-
kuja on kuitenkin muitakin, koska ldheskéddn kaikkien polynomiyhtéléiden

juuria ei voida lausua juurilausekkeina.

Ks. korkeamman asteen yhtalot.
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Reaaliluvut /7
ESITIEDOT:
KATSO MYOS: murtoluvut, lukujarjestelmét, kompleksiluvut

Reaaliluvun itseisarvo

Reaaliluvun z itseisarvo |z| méaritellaan seuraavasti:

| = x, jos x >0,
| -z, josz <0.

Positiivisen luvun itseisarvo on siis luku itse, negatiivisen luvun itseisarvo

on vastaava positiivinen luku, ts. luvun vastaluku.
itseisarvo

Vrt. kompleksiluvun itseisarvo. (kompleksiluvun)
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Luku 7 1/4
ESITIEDOT:
KATSO MYOS: reaaliluvut

Luvun 7 méairitelmi

Luku 7 on minké& tahansa ympyrén kehén ja halkaisijan suhde. Kyseesséd on
irrationaaliluku, jonka 50 ensimméistd desimaalia ilmenevét seuraavasta: irrationaaliluku

m = 3.14159265358979323846264338327950288419716939937511 . .. .

7 on transkendenttiluku, ts. se ei voi olla kokonaislukukertoimisen polyno- transkendenttiluku

miyhtéalon juuri. Jhtals

(polynomi-)
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Luku 7 2/4
ESITIEDOT:
KATSO MYOS: reaaliluvut

Luvun 7 laskeminen alkeellisesti

Alkeelliset menetelmét 7m:n arvon laskemiseen perustuvat ympyrén sisidén ja
ympéri piirrettyjen monikulmioiden piirien laskemiseen. Jos ympyrén séde
on = 1 ja ympyrin sisddn piirretyn 2*-kulmion sivun pituus sj, saadaan
21 kulmion sivun pituudelle s;,; palautuskaava

Sk+1
1
Y
1—=x
x
Sk
Kun liséiksi otetaan huomioon, etté s, = v/2, lukuja ss, S3, s4, ... voidaan

laskea miten pitkille tahansa. Koska s; on 2*-kulmion sivu ja 2F-kulmion
piiri ilmeisestikin ldhestyy ympyrén kehén pituutta k:n kasvaessa, on

lim 2¥1g), = 7.

k—oo

Alalikiarvoja m:lle saadaan siis luvuista 2+~ 1s.

Vastaavasti saadaan ylilikiarvoja ympyran ympéri piirretyisti 2-kulmiois-
ta.
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Luku 7 3/4
ESITIEDOT:
KATSO MYOS: reaaliluvut

Sarjakehitelmia luvulle 7

Myos sarjakehitelmistéd voidaan laskea m:n likiarvoja. [lman tarkempaa joh-
tamista esitettdkoon seuraavat:

_i(—nk_l L1 1
2k + 1 3 5 7

s N 11 1

— Z—k = 1——4+ = ——+...,
21/3 £~ 3k(2k + 1) 9 45 189
72 = 1 1 1 1
— = = 14—+ —+—+...
8 kz:%(%ﬂ)? ottt
mt - 1 1 1 1
. = - =1 — — —_— e
96 §(2k+1)4 T8 e T 2a01 T

Néistéd ensimméinen on erittédin tehoton laskentamenettely: Sarjasta on otet-
tava 40 miljardia termié, jotta 7 saataisiin 10 desimaalin tarkkuudella. Toi-
sesta sarjasta riittdd samaan tarkkuuteen 20 termié. Sarjojen suppenemis-
nopeuksissa voi siis olla merkittéavia eroja. Mikaén eo. sarjoista ei anna kovin
hyvaéd menetelméé m:n laskemiseen.

Kiveld, 9t niinkuin matematiikka, versio 1.12

sarja

termi

suppeneminen
(sarjan)



Luku 7 4/4
ESITIEDOT:
KATSO MYOS: reaaliluvut

Luvun 7 historiaa

Ympyran kehén ja halkaisijan suhteelle kédytettiin erilaisia arvoja jo van-
han ajan Egyptisséd ja Babyloniassa. Kuitenkin vasta kreikkalaiset tutkivat
geometriaa perusteellisemmin ja paattelivit ympyréan koosta riippumatto-
man suhteen olemassaolon. Eukleideen (n. vuonna 300 eKr.) Stoikheia (lat.
Elementa) -teoksen XII kirja alkaakin todistuksella, ettd ympyroiden alat
suhtautuvat toisiinsa kuten halkaisijoiden neliot.

Arkhimedes (200-luvulla eKr.) kéytti likiarvoja 389 < 7 < 3% (3.1408 <
7 < 3.1429). Arabimatemaatikko al-Kasi laski 7:lle likiarvon 16 desimaalin
tarkkuudella 1400-luvulla, hollantilainen Ludolph van Ceulen 35 desimaa-
lilla 1500- ja 1600-lukujen vaihteessa. Tietokoneaikakausi on ratkaisevasti
lisinnyt mahdollisuuksia: 7 laskettiin syyskuussa 1999 Japanissa 206 mil-
jardin (tarkemmin sanottuna 206 158 430 000) desimaalin tarkkuudella.

Luvun 7 irrationaalisuuden todisti sveitsildis-saksalainen matemaatikko Jo-
hann Heinrich Lambert vuonna 1761, transkendenttisuuden saksalainen Fer-
dinand von Lindemann 1882.

Kreikkalaisen kirjaimen 7 (pikku pii) kdytté ympyréin kehén ja halkaisijan
suhteen symbolina on peréisin suhteellisen myohéiseltd ajalta. Sen kaytto
vakiintui vasta 1700-luvulla Leonhard Eulerin kirjoituksissa.
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Neperin luku ¢ 1/3
EsITiEDOT: lukujonon raja-arvo
KATSO MYOS: reaaliluvut

Neperin luvun méiritelméa

Neperin luku e — tavallisen eksponenttifunktion ja luonnollisen logaritmi-
jarjestelmén kantaluku — maééritelladn raja-arvona

} 1\"
e = lim <1 + —) .
n—oo n

Sen 50-desimaalinen lukuarvo on

2.7182818284590452353602874713526624977572470937000 . . . .

Syy Neperin luvun kayttoon eksponenttifunktion ja luonnollisen logaritmin
kantalukuna on funktioiden derivaattojen yksinkertaisuudessa: Vain téata
kantalukua kaytettédessid eksponenttifunktion derivaatta on sama kuin funk-
tio itse ja logaritmifunktion derivaatta on 1/x ilman lisdkertoimia.
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Neperin luku ¢ 2/3
EsITiEDOT: lukujonon raja-arvo
KATSO MYOS: reaaliluvut

Neperin luvun arvon laskeminen

Paitsi méaritelmén raja-arvoa kayttden voidaan Neperin luvulle laskea li-
kiarvoja sarjakehitelmisté

=1 1 1 1
= — = 1414+t =4—+...
e ;k! ittt
1 L (—1)F 1 1 1
- = = 1—-14+=-—4—— ...
e ; k! +2 6+24

Sarjat suppenevat melko nopeasti. Kymmenelld termilld padstdén noin seit-
seméan desimaalin tarkkuuteen.
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Neperin luku ¢ 3/3
EsITiEDOT: lukujonon raja-arvo
KATSO MYOS: reaaliluvut

Neperin luvun historiaa

Neperin luku on saanut nimensé logaritmien keksijan skottilaisen John Na-
pierin eli Neperin (1550 — 1617) mukaan. Napier

Neperin luku on irrationaalinen ja transkendenttinen kuten myos 7. Edel- irrationaaliluku
linen on osoitettu 1700-luvulla (Leonhard Euler 1737), jalkimmé&inen 1800-  transkendenttiluku
luvulla (Charles Hermite 1873). Kummassakin suhteessa Neperin luku osoit-
tautui siis hieman helpommaksi kuin 7. pil

pii (sarja)

Euler

Hermite
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Summa ja tulo 1/4
ESITIEDOT:
KATSO MYOS:

Laskulait
Summan ja tulon vaihdannaisuudeksi eli kommutatiivisuudekst kutsutaan

sdantod, jonka mukaan tulos ei riipu termien tai tekijoiden jarjestyksesta:

a+b=>b+a, ab = ba.

Luitdnndisyys eli assosiatiivisuus tarkoittaa mahdollisuutta asettaa sulut mi-
hin kohtiin tahansa:

(a+b)+c=a+ (b+c), (ab)c = a(bc).

Vaihdannaisuus ja liitdnnéisyys yhdessd merkitsevit, ettd summassa voi-
daan termit laskea yhteen missé jarjestyksessd tahansa miten tahansa ryh-
miteltyini. Vastaava patee tulon tekijaille.

Osittelulaeissa eli distributiivisuudessa on kysymys summan ja tulon suh-
teesta toisiinsa:

a(b+ c¢) = ab+ ac, (a+b)c = ac+ be.

Kumpikin sédédnto antaa itse asiassa saman laskulain, koska kertolasku on
vaihdannainen. Molemmat on kuitenkin tapana esittdi erikseen, koska sa-
mojen laskulakien voimassaoloa tarkastellaan matematiikassa myos tapauk-
sissa, missé kertolasku ei ole vaihdannainen. Yksinkertainen esimerkki tél-
laisesta kertolaskusta on vektorialgebran ristitulo.
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Summa ja tulo 2/4
ESITIEDOT:
KATSO MYOS:

Summamerkinti

Useiden jollakin tavoin samantyyppisten lausekkeiden summalle voidaan
kayttad lyhytta summamerkintdd:

n

a1+a2+...+an=Zak.
k=1

Téssé X on kreikkalainen kirjain iso sigma, jota kiytetaan summamerkkind.
Symboli k (jonka sijalla voisi olla mikd tahansa muuta merkitsem&ton sym-
boli) on summeerausindeksi. Summamerkin ala- ja yldpuolella kerrotaan,
mitéd kokonaislukuarvoja indeksille annetaan; tyypillisesti ilmoitetaan ala-
ja ylaraja. Jokainen indeksiarvo sijoitetaan vuorollaan summan lausekkee-
seen ay ja tulokset lasketaan yhteen.

Summan yhteenlaskettavia a; kutsutaan termeikss.

Esimerkkejé:
do2F = 22428420 427420 =124,

7
K = 1143545+ 7° =496,
k=1

k pariton
100

22 — 24924 ... 4+2=200.
k=1

Viimeisesséd tapauksessa termejd on indeksirajojen osoittama mééra, 100
kappaletta, kaikki suuruudeltaan = 2.
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Summa ja tulo 3/4
ESITIEDOT:
KATSO MYOS:

Tulomerkintia

Samalla tavoin kuin summamerkintéda kiytetdan myos tulomerkintdd; tassa

. . . c . . kreikkalaiset
symbolina on kreikkalainen kirjain iso pii: rerraaise

kirjaimet
n
a1~a2-...-an:Hak .
k=1

Lausekkeet a;, ovat tulontekijoitd tai lyhyemmin tekijoitd. (Summassa on siis

termejé, tulossa tekijoita. )

Esimerkiksi: kertoma
potenssi

(kokonaisluku-)

=
5
I
s

k=1

Iz - =

k=1
H 24k — Qa1 9a2 . 9an _ 9aitazt..tan _ 9 k=1 0k .
k=1
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Summa ja tulo 4/4
ESITIEDOT:
KATSO MYOS:

Summamerkinnilli laskeminen

Laskulait johtavat seuraaviin séantoihin laskettaessa summamerkintéaa kayt-
taen.

Summan kertominen luvulla (tai toisin péin ajateltaessa yhteisen tekijan
ottaminen summasta) antaa

b zn: ap = i bak.
k=1 k=1

Usein kiytetadn myos kaksinkertaista (tai useampikertaista) summamerkin-
tad, johon on itse asiassa ajateltava lisdttaviksi sulut:

n p n p
DI ol 3]
j=1 k=1 j=1 \k=1
Téllaisessa summassa voidaan vathtaa summeerausjirjestysta:
n p

2| 2 an

j=1 \k=1
= (apn+ap+...+ap) +(an+an+...+ay)+...+

(@n1 + Apa + ...+ app)

= (all+a21+...+(ln1)+(6L12+6L22+...+an2)+...+
(alp—l—agp—l—...—i—anp)

Kahden summan tulo on

(i%‘) (iﬁ) = (a1+a2+...+an)ibk

j=1 k=1
p p p
= alzbk+a226k—l—...+an2bk
k=1 k=1 k=1
p p p n p
= Zalbk + Zagbk + ...+ Zanbk = ZZajbk.
k=1 k=1 k=1 j=1 k=1
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Keskiarvo 1/2
ESITIEDOT: summa ja tulo, juuret
KATSO MYOS: maksimit ja minimit

Aritmeettinen keskiarvo

Lukujen x1, xo, . .., x, (aritmeettinen) keskiarvo M, on lukujen summa jaet-
tuna niiden lukumaééralla:

T+ 20+ ...+ 2, 1 &
M, = = — .

Aritmeettinen keskiarvo on mahdollisimman yksinkertainen keskiarvo.
Kayttotarkoituksesta riippuen on kuitenkin muitakin mahdollisuuksia.

Jos kaikki luvut xj, eivét ole yhta merkityksellisid, voidaan laskea painotettu
keskiarvo, jossa kullakin luvulla on oma painonsa. Témé on positiiviluku,
joka valitaan sitd suuremmaksi, mitd merkittdvampi vastaava luku x; on.
Painotettu keskiarvo M, saadaan kertomalla kukin luku z; omalla painol-
laan wy, laskemalla tulot yhteen ja jakamalla painojen summalla:

n
_ W] + Woko + ... + WyTy . Zk:l WET

M, D
v wy +Fwy+ ... +w, Y pey W

Jos merkitdan Wy = wy/(wy +wq + ... +w,), voidaan painotettu keskiarvo
kirjoittaa

Mw = Wla;l -+ WQZ‘Q + ...+ WnSUn = Z WkiCk,
k=1

missd painojen W summa on = 1.
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Keskiarvo 2/2
ESITIEDOT: summa ja tulo, juuret
KATSO MYOS: maksimit ja minimit

Geometrinen keskiarvo

Jos luvut x; ovat ei-negatiivisia, ts. z, > 0, voidaan niistd laskea myos _
. . . . e . . . keskiverto
geometrinen keskiarvo eli keskiwerto M,. Tama on n:s juuri lukujen tulosta: (esimerkki)

juuri
(murtopotenssi)

tulomerkinta

Nimitys keskiverto johtuu siité, ettd jos lukuja on kaksi, ts. M, = /7122,
on voimassa ns. verranto

Geometrinen keskiarvo on enintdén yhta suuri kuin samojen lukujen arit-
meettinen keskiarvo: M, < M,. Yhtasuuruus tulee kysymykseen vain, jos keskiarvo

kaikki luvut x; ovat kesken&dén yhté suuria. (aritmeettinen ja
geometrinen)
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Murtoluvut 1/2
ESITIEDOT:
KATSO MYOS: reaaliluvut, summa ja tulo

Murtoluvuilla laskeminen

Murtoluvut ovat muotoa b olevia lukuja; téssd p on kokonaisluku ja g # 0
q

luonnollinen luku. Murtoluvun osoittaja on p ja nimittdjd q.

Kahta murtolukua pidetdén samoina, jos toinen saadaan toisesta laventa-
malla tai supistamalla:

np

n_q7

missd n on kokonaisluku, n # 0. Murtoluku voidaan saattaa yksinkertai-
simpaan muotoonsa supistamalla se osoittajan ja nimittdjan suurimmalla

yhteisella tekijalla.

P
q

Murtoluvut lasketaan yhteen (tai vihennetidn toisistaan) saattamalla ensin
niiden nimittédjat samoiksi. Yhteinen nimittdja voi olla talloin nimittéjien
tulo, jolloin luvut on lavennettava toistensa nimitté&jilla:
a ¢ ad be ad=£bc
+ +—= .

b~ d bd~ bd  bd

Téaten meneteltdessa nimittajasta bd voi tulla tarpeettoman suuri ja summa-
na saatava murtoluku onkin supistettavissa. Tarpeettoman suuret nimitté-
jat valtetadn laventamalla luvut siten, ettd yhteiseksi nimittéjiaksi saadaan
nimitt&jien pienin yhteinen jaettava.

Kaksi murtolukua kerrotaan keskenaén kertomalla osoittajat keskenéén, sa-
moin nimittajat keskendén:

C ac

a
b d bd
Murtoluku jaetaan murtoluvulla kertomalla se jakajan kadnteisluvulla:

be’

c a d ad
d b ¢

Sl s
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Murtoluvut 2/2
ESITIEDOT:
KATSO MYOS: reaaliluvut, summa ja tulo

Esimerkki murtolukualgebrasta

Murtolausekkeita sievennettidesséd sovelletaan murtolukujen laskusdantoja
— murtolukualgebraa — esimerkiksi seuraavaan tapaan:

P () @)
PG G i)

/N
—_
_|._

I
/N

—_

+

|
/N

—_

+

I
S
—_
+
e ol ol o e

(ol s
~_
no
7N
IS
NN
[ ]
SRS
NS B N}
_|_
=)
no
(R
®‘M
no
~_

S S S
=+ +

S

[N}

S

no

I
AN TN

—~
S
+
S
S~—
no
|
S¥
no
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Alkutekijat 1/4
ESITIEDOT:
KATSO MYOS:

Alkuluvut

Alkuluvuiksi sanotaan jaottomia luonnollisia lukuja (# 1):

2,3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59,
61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97, 101, 103, 107, 109, 113, 127,
131, 137, 139, 149, 151, 157, 163, 167, 173, 179, 181, 191,
103, 197, 199, 211, 223, 227, 229, 233, 239, 241, 251, ... .

Voidaan helposti osoittaa, ettd néitd on ddrettoman paljon, ts. suurinta al-
kulukua ei ole. Téstd huolimatta ei ole helppoa konstruoida uusia alkulu-
kuja, vaan néiden etsiminen edellyttdé pitkid tietokoneajoja. Vuoden 1999
tilanteen mukaan suurin tunnettu alkuluku on 26972593 —1; tiissd on 2 098 960
numeroa.

Jokainen luku voidaan yksikésitteiselld tavalla esittdd alkulukujen tulona;
naita sanotaan luvun alkutekijoiksi. Esimerkiksi

123456789 = 3% - 3607 - 3803, 90642552 = 2% - 3. 7. 11? - 13.

kokeilemalla: Tutkitaan, onko luku jaollinen alkuluvuilla, jotka ovat < \/n.
Télloin on apua seuraavassa esitettavistd jaollisuussaannoista.
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Alkutekijat 2/4
ESITIEDOT:
KATSO MYOS:

Jaollisuussaannot

Tarkeimmét jaollisuussddnot ovat seuraavat:

e Luku on kahdella jaollinen, jos sen viimeinen numero on 2, 4, 6, 8 tai
0.

e Luku on kolmella jaollinen, jos sen numeroiden summa on kolmella
jaollinen. Esimerkiksi 573 on kolmella jaollinen, koska 5+ 7 + 3 = 15
on kolmella jaollinen.

e Luku on neljilld jaollinen, jos sen kahden viimeisen numeron muo-
dostama luku on neljélla jaollinen. Esimerkiksi 123498724 on neljalla
jaollinen, koska 24 on neljalla jaollinen.

e Luku on viidelld jaollinen, jos sen viimeinen numero on 0 tai 5.

e Luku on yhdeksélld jaollinen, jos sen numeroiden summa on yhdek-
salla jaollinen.

e Luku on yhdelldtoista jaollinen, jos sen numeroista vuorotellen yhteen-
ja vahennyslaskuilla saatu luku on yhdelldtoista jaollinen. Esimerkiksi
45859 on yhdelldtoista jaollinen, koska 4 — 5+ 8 — 5+ 9 = 11 on
yhdelldtoista jaollinen; samoin 4169, koska 4 — 146 — 9 = 0.

Parillisia lukuja ovat kahdella jaolliset luvut, so. muotoa 2n olevat luvut,
misséd n on kokonaisluku. Parittomat luvut ovat vastaavasti muotoa 2n -+ 1.
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Alkutekijat 3/4
ESITIEDOT:
KATSO MYOS:

Suurin yhteinen tekija ja pienin yhteinen jaettava

Kahden luonnollisen luvun yhteinen tekijd on luku, jolla molemmat luvut
ovat jaollisia (ts. jako menee tasan). Suurin yhteinen tekiji (syt) on suurin
tallainen luku.

yhteisten alkutekijoiden tulo on suurin yhteinen tekija. Esimerkiksi: Lukujen
156 =2-2-3-13 ja 104 = 2-2-2- 13 suurin yhteinen tekija on 2-2-13 = 52.

Suurin yhteinen tekiji voidaan hakea myo6s ns. Fukleideen algoritmilla, jol-

Kahden luonnollisen luvun yhteinen jaettava on luku, joka on jaollinen kum-
mallakin luvulla. Pienin yhteinen jaettava (pyj) on pienin téllainen luku.

Pienin yhteinen jaettava voidaan maarittaa lukujen alkutekijiesityksen pe-
rusteella: Kun jokainen esiintyvé alkutekiji otetaan korotettuna korkeim-
paan esiintyvéan potenssiin, saadaan naiden tulona pienin yhteinen jaetta-
va. Esimerkiksi: Lukujen 156 = 2-2-3-13 ja 104 = 2 -2 .2 . 13 pienin
yhteinen jaettava on 23-3-13 = 312.

Lukujen n ja p suurimmalle yhteiselle tekijélle ja pienimmaélle yhteiselle
jaettavalle pétee
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Alkutekijat 4/4
ESITIEDOT:
KATSO MYOS:

Salakirjoitus

samoin sen selvittdminen, onko annettu luku alkuluku vai ei. Tehtava on
hankala myos kaytettdessa nopeita tietokoneita, koska laskenta-aika kasvaa
erittédin nopeasti luvun suurentuessa, vaikka kiaytossé ovat alkeellista kokei-
lumenetelméd paljonkin tehokkaammat algoritmit.

jestelmiit, joissa viestien vastaanottaja voi julkisesti ilmoittaa hénelle ldhe-
tettdvien viestien kirjoitusavaimen, so. menettelyn, jolla viestit on salakirjoi-
tettava. Tdma ei merkitse, ettd salakirjoitetut viestit pystyttaisiin julkisesti
lukemaan: lukuavaimen tietdé vain viestien saaja.

Periaate on seuraava: Kirjoitusavaimena on kahden suuren alkuluvun tulo,
mutta ei tekijoitd erikseen. Tadmé on julkinen. Lukuavain edellyttéda teki-
koa. Valitsemalla kyllin suuret alkuluvut, pééstdan tilanteeseen, missa tdmaé
parhaillakin tietokoneohjelmilla vie vuosikausia. Tehtavan vaikeutta kuvaa
seuraava: Vuonna 1990 tehdyssd kokeessa onnistuttiin 155-numeroinen luku
jakamaan kolmeen alkutekijadnsa viiden viikon tietokoneajolla, kun kaytos-
sé oli 1000 verkkoon kytkettya konetta.
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Lukujirjestelmiit 1/3
ESITIEDOT:
KATSO MYOS: potenssi

Kymmenjéarjestelméa

Tavallisessa lukujérjestelméssé, jonka kantaluku on 10 — kymmenjdrjestel-
mdssd — kaytetddn kymmentad numeroa: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9.

Luvut esitetddn naiden avulla ns. positiojdrjestelmdn mukaisesti: Perakkéin
kirjoitetuista numeroista oikeanpuoleisin tarkoittaa luvussa olevien ykkos-
ten lukumédraé, tdmén vasemmalla puolella oleva tédysien kymmenten lu-
kuméarad, seuraava taysien satojen madrad, jne. Kyseessa ovat kantaluvun

potenssien 10°, 10!, 102, jne. lukuméirit. El?cflfgrslsalisluku-)

Jos kyseessé ei ole kokonaisluku, kirjoitetaan ykkosia esittdvéan luvun oi-
kealle puolelle desimaalipiste (tai -pilkku) ja tdmén perdén kymmenesosien
lukumaééra, sitten sadasosien lukumaéaéré, jne. Kyseessé ovat kantaluvun ne-
gatiivisten potenssien 107!, 1072, jne. lukuméérét.

Lukujen kymmenjarjestelméesitykset on siis tulkittava seuraavien esimerk-
kien osoittamalla tavalla:

1648 = 1-10°+6-10°+4-10+8,

314 = 3+1-100 +4-102

Yleisesti voidaan kirjoittaa summamerkintdd kayttéen summamerkint3

n

Ay« . A201A0 - G_1G_90_3 . .. A_py = E ag - 10*.

k=—m

Téasséa vasemmalla puolella olevat symbolit a; ovat luvun numeroita perak-
kdin lueteltuina eiké kerrottuina keskenéén; desimaalipiste sijaitsee nume-
roiden ag ja a_; vélissa.
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Lukujirjestelmiit 2/3
ESITIEDOT:
KATSO MYOS: potenssi

Muut lukujirjestelmét

Lukujérjestelmén kantaluku voi olla muukin luonnollinen luku (> 1) kuin
10. Jos kantaluku on b, ovat jiarjestelmén numerot 0, 1, ..., b—1. Esitettées-
sé jotakin lukua b-kantaisessa jérjestelméssé, kirjoitetaan néitd numeroita
peridkkdin samaan tapaan kuin kymmenjérjestelméssé kirjoitetaan nume-
roita 0, 1, ..., 9. My0s desimaalipistettd voidaan kayttda, vaikka nimitys
"desimaali’ ei endé olekaan paikallaan.

Yleisesti varsinkin tietotekniikassa kéytettyja lukujarjestelmia ovat bi-
ndadri-, oktaali- ja heksadesimaalijdrjestelmd; nadiden kantaluvut ovat 2,
8 ja 16. Bindérijarjestelmén numerot ovat 0 ja 1; oktaalijarjestelméan
0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7. Heksadesimaalijarjestelméssd numeroita tarvi-
taan kuusitoista, jolloin avuksi otetaan aakkosten alkupédéin kirjaimet:

0,1,2 34,5 6,78, 9, A, B, C, D, E, F.

Mita lukua tietty esitys tarkoittaa, lasketaan samalla tavoin kuin edella
kymmenjarjestelmén tapauksessa: Jos luvut a; tarkoittavat jarjestelmén nu-
meroita, tulkitaan seuraavasti:

n

Qp - .. Q20100 . A—1Q—20_3 .. .Gy = E a - b*.

k=—m

Kun yhtéldisyysmerkin oikea puoli lasketaan (kymmenjérjestelméssd), saa-
daan luvun esitys kymmenjérjestelméssa.

On siis ajateltava, ettd 'luku’ sindnséd on jotakin esitysjarjestelmésté riippu-
matonta. Se voidaan valinnan mukaan esittéaé eri jérjestelmissé, joista kym-
menjirjestelmé on ihmiselle tutuin. Tietokonetekniikalle luonnollisin on bi-
nédrijarjestelmé — tai sen johdannaisina oktaali- tai heksadesimaalijérjes-
telmé — koska sdhkoisilla ja magneettisilla ilmioilla on kaksi tilaa vastaten
bindarijarjestelmén kahta numeroa.
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Lukujirjestelmiit 3/3
ESITIEDOT:
KATSO MYOS: potenssi

Esimerkkeji lukujarjestelmistia

Heksadesimaalijéarjestelméan luku 2B3 voidaan muuntaa kymmenjérjestel-
madn seuraavasti:
2-16% 4+ 11-16 + 3 = 691.

Téssé on numero B korvattu sen kymmenjéarjestelméan mukaisella arvolla 11
ja kantaluvuksi kirjoitettu 16.

Jos kantalukuna on 3, tarkoittaa esitys 121.2 kymmenjarjestelméan lukua
1-3°+2-3+1+2-37"=16.666....

Kyseesséd on siis padttyméaton kymmenjarjestelméan desimaaliluku, vaikka
vastaava esitys kolmekantaisessa jérjestelméssd onkin paattyva.

Kéaanteinen tehtdvi, kymmenjérjestelmén luvun esittdminen jossakin toi-
sessa jarjestelméssd, voidaan ratkaista sovittamalla lukuun kantaluvun po-
tensseja suurimmasta alkaen. Olkoon esimerkkiné oktaaliesityksen hakemi-
nen kymmenjérjestelmén luvulle 8765:

Kantaluvun 8 perédkkéiset potenssit ovat 1, 8, 64, 512, 4096, 32768 jne.
Néistd viimeiseksi mainittu on suurempi kuin tutkittava luku, mutta edelli-
nen, 4096, sopii lukuun kaksi kertaa. Oktaaliesityksen ensimméinen numero
on siten 2 ja luvusta on tdmén jilkeen esittdmétta 8765 — 2 - 4096 = 573.
Edellinen kantaluvun potenssi, 512, sopii tdhéan kerran. Oktaaliesityksen toi-
nen numero on siis 1 ja esittdmittd on 573 — 512 = 61. Tdhé&n ei edellinen
kantaluvun potenssi, 64, sovi lainkaan ja oktaaliesitykseen tulee numeroksi
0. Sitd edellinen kantaluvun potenssi, 8, sopii seitsemén kertaa; siis numero
7 ja esittaméttd on 61 —7-8 = 5. Tahén sopii edellinen kantaluvun potenssi,
1, tasan viisi kertaa; siis numero 5. Oktaaliesitys on siten 21075.

Laskun voi myos jérjestaéd kaavioksi:

8765 — 2 -8 = 573
573 —1-8 =61
61 —0-82 =61
61—-7-8"=5
5—-5-8"=0
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Kompleksiluvut 1/6

ESITIEDOT: reaaliluvut

Kompleksitaso

Lukukésitteen vaiheittainen laajennus johtaa luonnollisista luvuista koko-
naislukujen ja rationaalilukujen kautta reaalilukuihin. Jokaisessa vaiheessa
ratkeavien yhtaléiden méara lisdantyy: yhtdlo x + 2 = 0 ei ratkea luon-
nollisten lukujen joukossa, mutta kylldkin kokonaislukujoukossa; yhtélolla
3xr = 2 ei ole kokonaislukuratkaisua, mutta rationaalinen ratkaisu silla on;
yht#lén 2% —2 = 0 ratkeavuus edellyttii rationaalilukujoukon laajentamista
reaalilukujoukoksi.

Jokaisessa vaiheessa uusi lukujoukko on edellisen laajennus: edeltédja on uu-
den joukon osajoukko.

Prosessia voidaan jatkaa. Yhtalolld 22 + 1 = 0 ei ole ratkaisua reaaliluku-
joukossa, mutta laajentamalla reaalilukujoukko edelleen kompleksilukujen
joukoksi téallekin yhtéalolle (ja samalla kaikille polynomiyhtéloille) 16ydetéén
ratkaisu.

Formaalisti laskemalla yhtdlon ratkaisuksi saataisiin ¢ = 4+/—1. Ongel-
maksi tilloin jad, mitd itse asiassa tarkoittaa \/—1, jolle kiytetdin myds
merkintdd ¢. Vaikka tarkastelua voitaisiin taltédkin pohjalta jatkaa, saattaa
olla luonnollisempaa suorittaa laajennus geometrisesti:

Lukusuora R sijoitetaan xy-tason x-akseliksi ja koko xy-tasoa aletaan kut-
sua kompleksitasoksi. Sen pisteet (x,y) ovat kompleksilukuja. Ndiden muo-
dostama joukko — siis itse asiassa xy-taso — on kompleksilukujen joukko,
symbolina C.

Reaaliluvut ovat x-akselilla olevia pisteité, so. muotoa (x,0). Muut pisteet
ovat imaginaarilukuja. Tilanne on siten samankaltainen kuin aikaisemmin:
edeltdava lukujoukko on uuden osajoukko.

Nékemys kompleksiluvuista xy-tason pisteind on perdisin 1700- ja 1800-
lukujen vaihteen ajalta. Kompleksilukujen historian voidaan kuitenkin kat-
soa alkavan ldhes kolme sataa vuotta aikaisemmin polynomiyhtéléiden rat-
kaisujen tutkimisesta.
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Kompleksiluvut 2/6
ESITIEDOT: reaaliluvut

Kompleksilukujen yhteen- ja vihennyslasku

Kompleksilukujoukko muodostuu kompleksiluvuista (z,y), ts. xy-tason pis-
teistd. Reaaliakselin — x-akselin — yksikkopiste on (1,0); tAmé vastaa re-
aalilukua 1, ts. 1 = (1,0). Vastaavalla tavalla merkitdén imaginaariakselin,
y-akselin yksikkod eli imaginaariyksikkod i = (0, 1).

Kompleksiluvuille halutaan tavanomainen algebra — laskutoimitukset —
jolloin on méériteltdva, miten niitd lasketaan yhteen, vdhennetdén, ker-
rotaan ja jaetaan kesken#dn. Tavoitteena on lisdksi, ettd tavanomaiset las-
kusaannot ovat voimassa ja etté i2 = —1, jolloin ainakin yhtalolle 2241 = 0
on ratkaisu olemassa.

Yhteenlasku on luonnollista méaritelld vektoriyhteenlaskuna:

(w1, 91) + (22,92) = (21 + T2, Y1 +¥2).

Imz 21+ 29

Re:
Vihennyslaskun méarittely tehddén samaan tapaan:
(@1, 51) = (@2, 92) = (21 — T2, Y1 — Y2).
Yhteenlaskun méarittelyn jalkeen on luonnollista kirjoittaa vektorialgebran

tapaan (z,y) = (x,0) + (0,y) = z(1,0) + y(0,1) = x + yi, jolloin on saatu
kompleksiluvulle uusi esitysmuoto = + yi.
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Kompleksiluvut 3/6
ESITIEDOT: reaaliluvut

Kompleksilukujen kertolasku

Jotta laskusidinnét olisivat voimassa ja lisdksi olisi i = —1, on kertolaskun
ilmeisestikin tapahduttava seuraavasti:

(1,91) - (T2, 92) = (21 +y19) - (T2 + y2i)
= 1 + Y1yoi® + T1Yoi + Ty
= (1122 — Y1y2) + (T1Y2 + D21 )i
= (1172 — 1Y, T1Y2 + T2Y1).

Tamé antaa perusteen asettaa kertolaskun médritelméksi
(w1, 91) - (T2, 92) = (172 — Y12, Y1y + T2y1).

Talloin on todellakin i2 = —1:
i-i=1(0,1)-(0,1)=(0-0—-1-1,0-140-1) =(-1,0) = —1.

laskulaki

Kaikki tavanomaiset algebran laskusddnnot (yhteen- ja kertolaskun vaih- .
(summa ja tulo)

dannaisuus ja liitdnndisyys, osittelulait) ovat voimassa, kuten mééritelmiin

. .. . o i . . ihd i
perustuvilla mekaanisilla — tosin paikoin pitkillda — laskuilla voidaan tode- yamaannaists

liitdnnaisyys
ta. . .
osittelulaki
Myos jakolasku tulee mahdolliseksi, jos jakaja poikkeaa nollasta, ts. ei ole
kompleksiluku (0, 0). Murtoluvuksi kirjoitettu osamééra on yksinkertaisesti
lavennettava nimittéjéan liittoluvulla. Esimerkki edempéana. laventaminen
Kompleksilukuja ei méarittelyn jilkeen ole tapana merkitd lukupareina nimittaja
(x,y), vaan kiytetddn esitysmuotoa z + yi. Yhteen-, vihennys- ja kerto-
laskut kompleksilukualgebrassa suoritetaan télloin tavanomaisilla algebran
laskus#sannailli. Tarvittaessa kiytetiin sieventimiseen yhtilod i2 = —1.
Kaikilta osin ei kompleksiluvuilla laskeminen kuitenkaan suju samoin kuin juur

reaalialueella. Esimerkiksi juurenotossa on oltava varovainen. Mm. neli6-
juuren positiivista haaraa ei voida méaaritella. Yritys kirjoittaa ¢ = ++/—1
johtaa ristiriitaan:

—1 =2 = (+V=1)(+V=1) = +/(=1)(=1) = +V1 = +1.

(murtopotenssi)
juurifunktio

nelidjuuri
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Kompleksiluvut 4/6
ESITIEDOT: reaaliluvut

Liittoluku; kompleksilukujen jakolasku

Kompleksiluvun z = x + yi reaaliosa on x ja imaginaariosa y. Luvun liit-
toluku eli kompleksikonjugaatti on z = x — yi. Kompleksiluvun z itseisarvo

on |z| = V22 = /22 + 42

Kompleksilukujen jakolasku perustuu jakajan liittoluvulla laventamiseen.
Esimerkiksi:
2431 (2+31)(3—4i) 18+
3+4i  (3+4i)(3—4i) 25

18, 1,
= 95 T 350

Jakolasku onnistuu aina, kun jakaja poikkeaa nollasta. Jos nimittéin jakaja-
na on a+ bi, tulee nimittéjasta liittoluvulla laventamisen jélkeen (a+bi)(a—
bi) = a® + b, mikéi on = 0 vain, jos a = b = 0.
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Kompleksiluvut 5/6
ESITIEDOT: reaaliluvut

Kompleksiluvun napakulma

Kompleksiluvun z = z + 1y napakulma eli argumentti ¢ on pisteen (z,y)

e .. .. R . v s1e1..  suuntakulma
suuntakulma positiiviseen x-akseliin ndhden; tamé valitaan yleensa valilta

(suoran)
] ) ﬂ-’ﬂ']. vali
ImzA (reaaliakselin)
mz
Yoz z=(r,y) =x+1y

: >
r Rez
napakoordinaatit

Koska napakoordinaateille pétee trigonometristen funktioiden mééritelmien (tason)

mukaan r = rcosy, y = rsing, missi r = (/2?2 +y? = |z|, saadaan

: . iy tri tri
kompleksiluvulle napakoordinaattiesitys repnomerTinen

funktio (yleinen
maaritelma)

z=1x+yi=|z|(cosp +isingp).

Téamén avulla voidaan myo6s kompleksilukujen kertolasku luonnehtia geo-
metrisesti:

Olkoon kerrottavana kompleksiluvut
21 = |z1|(cos ¢y +isingy), 23 = |22|(cos @y + isiny).
Néiden tulo on

2129 = |z1||22] [(cos 1 cos g — sin g sin o)
+i(cos 1 sin @y + sin 1 €os @s)]
|21]22] [cos(1 + 2) + isin(pr + @2)],

trigonometria

missd on kaytetty sinin ja kosinin yhteenlaskukaavoja. Tulos on muodol- (peruskaavat)

taan napakoordinaattiesitys, jolloin voidaan péaatelld, ettd lukujen tulo on
kompleksiluku, jonka itseisarvo saadaan tekijoiden itseisarvojen tulona ja
napakulma tekijoiden napakulmien summana.

Kiveld, 9t niinkuin matematiikka, versio 1.12



Kompleksiluvut 6/6
ESITIEDOT: reaaliluvut

Kiertotekijid; Eulerin kaava

Kiertotekijiksi kutsutaan kompleksilukua u, jonka itseisarvo on |u| = 1. Té-
man napakoordinaattiesitys voidaan kirjoittaa muotoon u = cos a + 7 sin a.
Kiertotekijén ja kompleksiluvun z = |z|(cos ¢ + isin¢) tulo on

uz = |z|[cos(p + a) +isin(p + a)].

Téamén itseisarvo on sama kuin luvun z, mutta napakulma on kasvanut
kulmalla a. Kiertotekijélla kertominen kiertéad siis lukua z kulman « verran
origon ympaéri positiiviseen suuntaan.

Kiertotekijdd merkitdin myos e = cosa + isina. Témi tunnetaan Eu-
lerin kaavana syntyain sveitsildisen matemaatikon Leonhard Eulerin mu-
kaan. Asettamalla o = 7 saadaan kaavasta tulos €™ + 1 = 0, joka kytkee
toisiinsa Neperin luvun e, ympyran kehén ja halkaisijan suhteen luvun m,
imaginaariyksikon ¢, reaaliakselin yksikon 1 ja nollan.

Oleellinen kysymys on luonnollisesti, miten eksponenttifunktio ja siis e it-
se asiassa maédritelladn kompleksialueella. Kyseessa on kompleksianalyysik-
st tai funktioteoriaksi kutsuttu sangen laaja matematiikan osa-alue, jonka
kehitys alkoi 1700-luvulla 1&hinnd Leonhard Eulerin (1707 — 1783) toisté.
Alan kehitykseen vaikuttaneita merkittdvid matemaatikkoja ovat ranskalai-
nen Augustin Louis Cauchy (1789 — 1857), saksalainen Bernhard Riemann
(1826 — 1866) ja ranskalainen Henri Poincaré (1854 — 1912). Ala on ollut
Suomessa hyvin edustettuna 1900-luvulla: Rolf Nevanlinna (1895 — 1980),
suuren osan tyostdédn Yhdysvalloissa tehnyt Lars Ahlfors (1907 — 1996) ja
Helsingin yliopiston professori Olli Lehto (1925 —).
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Potenssi 1/4
ESITIEDOT:
KATSO MYOS: juuret, reaalifunktiot, kompleksiluvut

Kokonaislukupotenssit

Olkoon tavoitteena mééaritella potenssi x®, missé kantaluku x ja eksponentti
a ovat mitéd tahansa reaalilukuja.

Maérittely tapahtuu useassa vaiheessa eiké tavoitteeseen taydelleen péadstas:
kantalukua x joudutaan jossakin méérin rajoittamaan.

1) Olkoon aluksi eksponentti luonnollinen luku n, ts. n on kokonaisluku ja
> 1. Talloin asetetaan

—
n kpl

Kantaluku x voi olla mik4 tahansa reaaliluku. Selvastikin on voimassa ker-
tolaskusaanto =" - ™ = ™™ ja potenssiinkorotussaanto (x™)™ = "™,

2) Jos eksponentti on negatiivinen, maaritelldén

Talloin tulee luonnollisesti olla x # 0.

Motiivina méérittelyssd on halu séilyttdd em. potenssien kertolaskuséin-
t0 voimassa: Onhan nimittdin elementaarien supistussdéntojen mukaisesti

esimerkiksi x°/2% = 22 23/2° = 1/2* ja ndméi voidaan eo. médrittelyn
turvin kirjoittaa 2° - 273 = 2%, 2% - 27° = 272, jolloin laskusiinto siilyy
volmassa.

3) Jos on n = 0, méadritelladn
=1

Motiivina on triviaali yhtélo 2 /2™ = 1, jonka vasen puoli kohdan 2 mukaan
laskien saa muodon 2"~ " = 2°. Jotta murtolauseke z™/z™ ei saisi epAmii-
riistd muotoa 0/0, on oletettava x # 0.

Potenssi on siis saatu méaaritellyksi kaikille kokonaislukueksponenteille.
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Potenssi 2/4
ESITIEDOT:
KATSO MYOS: juuret, reaalifunktiot, kompleksiluvut

Murtopotenssit

4) Murtopotenssin /™ (missé n on luonnollinen luku) tulisi toteuttaa ehto
(/™)™ = z, mikili halutaan, etté potenssin potenssiinkorottamista koske-
va laskulaki on kaikissa tapauksissa voimassa. /™ on siis luku, joka koro-
tettuna potenssiin n antaa kantaluvun x; tatd kutsutaan n:nneksi juureksi
luvusta . Luvun n:s juuri ei kuitenkaan ole aina (reaalisena) olemassa eiké
yksikéisitteinen, jos se on olemassa. Potenssi 2!/" méiritellién juurifunktion

padhaaran mukaisesti:
1/n

o' = .
Tama edellyttad, ettd x > 0. Potenssin arvo on myoés > 0.

Jos n on pariton, voitaisiin sallia, ettd x voi olla negatiivinen. Néin ei kui-
tenkaan yleensé tehdé; ks. juurifunktion kasittelya.

5) Jotta potenssin potenssiinkorottamista koskeva saéinto siilyisi voimassa,
on ilmeisestikin asetettava

rP/n — (xp)l/n = /P,

kun eksponentti on positiivinen rationaaliluku p/n.

Té&lloin on edellytettava, ettd x > 0. Jos nimittdin x < 0, voidaan ajautua
ristiriitoihin: —2 = (—8)'/% = (—8)%/¢ = $/(-8)2 = V64 = +2.

6) Jos eksponentti on negatiivinen rationaaliluku, menetelldén samaan ta-
paan kuin edelld kohdassa 2:

A
xp/”

Rajoituksena on z > 0.

Potenssi on téiten saatu mééritellyksi kaikille rationaalisille eksponenteille.
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Potenssi 3/4
ESITIEDOT:
KATSO MYOS: juuret, reaalifunktiot, kompleksiluvut

Irrationaalinen potenssi

7) Jos eksponentti « on irrationaaliluku, sitd voidaan approksimoida miten
tarkasti tahansa rationaaliluvuilla: On olemassa rationaaliluvut r, siten,
ettd |r, —a| < 107", n=1,2,3,....

Jos x > 0, voidaan néité vastaavat potenssit ™ edellé esitetyn méaarittelyn

mukaan muodostaa ja asettaa yleiseksi potenssin maaritelméksi

% = lim 2™,
n—oo

mikéli raja-arvo on olemassa.

Voidaan osoittaa, ettd raja-arvo todellakin on aina olemassa, mutta talloin
ollaan tekemisissd reaalilukujen méaéarittelyn peruskysymysten kanssa eiké
todistus siten ole aivan helppo.

Lopputuloksena on, ettd potenssi ¢ on saatu mééritellyksi kaikille reaali-
luvuille a ainakin, jos z > 0.
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Potenssi 4/4
ESITIEDOT:
KATSO MYOS: juuret, reaalifunktiot, kompleksiluvut

Negatiivisten ja kompleksilukujen potenssit

Potenssin médritelmé voidaan yleistdd myoOs negatiivisille luvuille ja
kompleksiluvuille. Monet matemaattiset tietokoneohjelmat esimerkiksi an-
tavat seuraavanlaisia tuloksia:

(—1)Y/3 ~ 0.5000 + 0.86601,

(—1)™ =~ —0.9027 — 0.4303¢,

it ~ 0.2079,

missé ¢ tarkoittaa imaginaariyksikkoé.

Niiden tarkat arvot ovat

T1+iv3), cos(n?) +isin(r?), e

Méarittelyn perustana on Eulerin kaava ja potenssiinkorotussdannon saily-
minen:

(cos ¢ +isinp)* = (") = ' = cos(ay) + isin(ap).

Talloin on esimerkiksi

(—1)1/3 = (6”)1/3 ="/3 = cosg—{—ising = %(1 —|—z\/§)

Huomattakoon, ettd arvo (—1)"/% = (14 iv/3) on itse asiassa ristiriidassa
reaalialueelle luonnollisemman mésrittelyn kanssa: (—1)/3 = ¢/—1 = —1.

Kompleksilukujen murto- ja irrationaalipotenssit eivét ole aivan ongelmat-
tomia; varomaton laskeminen voi johtaa ristiriitoihin. Potenssiinkorotus-
sadntokadn ei ole rajoituksitta voimassa. Esimerkiksi laskussa

i = (cos T +isinZ) = (e/?) = /2

voitaisiin myos kirjoittaa ¢ = cos 57” + 2 sin 57”, miké johtaisi eri tulokseen!
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Juuret 1/3
ESITIEDOT: potenssi

KATSO MYOS: reaalifunktiot, kompleksiluvut

Juuret

Luvun a nelidjuureksi kutsutaan lukua, joka toiseen potenssiin korotettuna
antaa luvun a. Kyseessé on siten yhtilon 22 = a ratkaisu.

Vastaavalla tavalla méaritelladn korkeammat juuret. Jos n on luonnollinen
luku, niin n:s juuri luvusta a on luku, joka korotettuna potenssiin n antaa
luvun a, ts. kyseessé on yhtéalon 2" = a ratkaisu.

Tapauksessa n = 3 kédytetddn nimitystd kuutiojuurs.

Edelld olevat médrittelyt merkitsevit, ettd juuren arvo ei (yleensi) ole yk-
sikdsitteinen. Esimerkiksi luvun 4 neligjuuria ovat +2 ja —2. Arvojen lu-
kuméara riippuu siitéd, mistd joukosta niitd etsitédéin. Jos haetaan reaalisia
arvoja, luvulla —4 ei ole nelijuuria lainkaan; kompleksilukujoukosta haet-
taessa arvoja on kaksi: 2¢ ja —21.

Kysymys arvojen lukuméérastd ratkeaa polynomiyhtéléiden ominaisuuk-
sien avulla: Koska n:s juuri luvusta a on yhtédlon 2" = a ratkaisu, arvoja on
kompleksitasossa tédsmélleen n kappaletta. Poikkeuksena on tapaus a = 0,
jolloin ainoa juuri on 0. Jotkut juurista voivat olla reaalisia, mutta ainoas-
taan neliGjuuren tapauksessa voivat kaikki — molemmat — olla reaalisia.

Esimerkiksi kuutiojuuri luvusta —8 saa reaalisen arvon —2, mutta silld on
my6s kompleksiset arvot 1+iy/3. Kuudennella juurella luvusta 729 on kuusi
arvoa: £3, %(:l:l + 44/3), missd jalkimméisen lausekkeen +-merkit valitaan
toisistaan riippumattomasti ja saadaan siis nelja eri kombinaatiota.

Lukija piirtdkéon eo. juurten sijainnin kompleksitasoon. Syntyva kuvio on
yleistettavissd: Luvun a n:nnen juuren kaikki arvot sijaitsevat tasavilisesti
kompleksitason origokeskiselld ympyralla.
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Juuret 2/3
ESITIEDOT: potenssi
KATSO MYOS: reaalifunktiot, kompleksiluvut

Juurifunktiot

Luvun z n:nnelle juurelle kiytetddn merkintdd {/x. Luku x on juurrettava,
luku n on juuren indeks:.

Koska juurella kuitenkin on yleenséd useita arvoja, kiinnitetddn merkinté
tarkoittamaan yhté niistd. Télloin puhutaan juurifunktiosta tai juuren pdd- funktio
haarasta.

Jos juurrettava x on positiivinen, on kaikilla juurilla ainakin reaalinen ja
positiivinen arvo. Merkintd {/x tarkoittaa titd. Sama asia voidaan ilmaista

.. . . tenssi
myds potenssifunktion avulla: /z = /™. F:;j;is_l)
Aina on myos /0 = 0. potenssifunktio

Esimerkiksi (reaalinen) nelidjuurifunktio /x — lyhyemmin yleensé nelicjuu-

ri — madritelladn vain, kun x on reaalinen ja > 0. Kahdesta mahdollisesta
nelijuuren arvosta valitaan positiivinen, jolloin esimerkiksi v/16 = +4. Seu-

rauksena on kaikille reaaliluvuille a laskuséintd v/a? = |a], koska a? on aina  reaaliluku
> 0 ja juuri siis voidaan muodostaa, mutta a itse voi olla negatiivinenkin.

Neligjuurella on my06s negatiivinen haara, funktion ns. sivuhaara, jolloin
funktion arvoksi valitaan negatiivinen vaihtoehto. Sivuhaaran mukaan las-
kien on reaaliluvun z > 0 neligjuuri —v/z.

Laskimien ja tietokoneohjelmien neliGjuurifunktiot toimivat ainakin numee-
risia arvoja laskettaessa poikkeuksetta positiivisen haaran (pééhaaran) mu-
kaisesti. Lausekkeita késiteltdessd asia ei kaikissa tietokoneohjelmissa ole
vhta selvé, vaan saattaa jaada kayttajan vastuulle.

Y
y=v

e e

Yleisesti: Jos x on reaalinen ja > 0, tarkoittaa {/x sitd n:tta juurta, joka
on reaalinen ja > 0.

Jos n on pariton, tdmé on juurifunktion ainoa (reaalinen) haara. Jos n on
parillinen, juurifunktiolla on myos negatiivinen haara — {/x.
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Juuret 3/3
ESITIEDOT: potenssi
KATSO MYOS: reaalifunktiot, kompleksiluvut

Juurifunktion méairitelmén laajennus

Juurifunktion méaéritelma voidaan pyrkié jatkamaan myos tapaukseen, mis-
sé juurrettava on negatiivinen reaaliluku tai kompleksiluku. Jos juuren in-
deksi on pariton ja juurrettava negatiivinen, on juuren kaikkien arvojen jou-
kossa negatiivinen reaaliluku. Tuntuisi luonnolliselta méaéaritella tdméa juuri-
funktion arvoksi; siis esimerkiksi /—8 = —2.

Aina ei nédin kuitenkaan tehd&, koska méarittely olisi epdjohdonmukainen
laajennettaessa juurifunktiota kompleksisiin argumentteihin. Téll6in asete-
taankin juuren péddhaaran arvoksi se vaihtoehto, jonka napakulma on sa-
manmerkkinen kuin juurrettavan napakulma ja mahdollisimman ldhell& nol-
laa.

Esimerkiksi luvun —8 kuutiojuurella on kolme arvoa: —2, 1 +iv3 jal —iV/3.
Koska luvun —8 napakulma on 7 ja juurten napakulmat ovat =, 7/3 ja
—7/3, on niistd valittava keskimméainen: &/—8 = 1 + iv/3.

Samaan tapaan myos /—i = (1 —1).
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Polynomit 1/4
ESITIEDOT: summa ja tulo

binomi- ja multinomikertoimet, reaalifunktiot

Polynomi
Yhden muuttujan — téssd x — polynomiksi kutsutaan lauseketta

n

nT" + a1 4.+ ax +ag = E apzt.

Muuttujasta x esiintyy siis vain ei-negatiivisia kokonaislukupotensseja. Lu-
vut ay ovat polynomin kertoimet. Jos ne ovat kaikki reaalisia, puhutaan reaa-
likertoimisesta polynomista; jos joukossa on myos imaginaarilukuja, polyno-
mi on kompleksikertoiminen. (Reaalikertoiminen polynomi on siis komplek-
sikertoimisen erikoistapaus, ts. vaikka kaikki kertoimet olisivatkin reaalisia,
voidaan polynomia ajatella kompleksikertoimisena.)

Muuttujan korkein esiintyvé potenssi on polynomin asteluku. Eo. polynomin

asteluku on siis n, jos a, # 0.

Yksinkertaisia esimerkkejd muuttujan  polynomeista ovat z?+z+1, 2" —a",

3. Néiden asteluvut ovat 2, n ja 0.
Puhutaan myo6s usean muuttujan polynomeista. Téallaisia ovat esimerkiksi

" =yt wyt 2+ 20 3 +y 45 ja afytt + 50+ 2T,

joissa muuttujia ovat x, y ja z.
Yhté ainoata luonnollista tapaa jarjestdd usean muuttujan polynomin ter-
mit ei ole. Esimerkeistad keskimméinen voidaan esittdd mm. muodoissa

oyt + 2ty + (202 + 32 +5) ja 242024+ (P + 3z + (y+5)

riippuen siitd kumman muuttujan mukaan potenssit ensisijaisesti jéarjeste-
tddn. Ensimméinen esimerkki voidaan katsoa myo6s yhden muuttujan x po-
lynomiksi, jos symbolin y katsotaan olevan vakio.

Polynomi, jossa on vain yksi termi, on monomi, esimerkiksi zyz. Kahden
termin polynomi on binomi, kolmen termin trinomsi; esimerkkeja ovat 2x +
19y ja 2? + o + 1. Jos termejé on useampia, puhutaan multinomeista.
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Polynomit 2/4
ESITIEDOT: summa ja tulo

binomi- ja multinomikertoimet, reaalifunktiot

Binomikaava

Binomikaava antaa binomin x + y potenssin kehitettyné:

(x4 y)" = Z (Z)x”kyk n=123,....

k=0
Lausekkeen kertoimia
n\ n!
k) kl(n—k)!
kutsutaan binomikertoimiksi; tédssia n! = 1-2 -3 - ... n on n-kertoma.

Binomikertoimet saadaan my6s Pascalin kolmiosta.

Binomikaava antaa esimerkiksi

(x+y)* = o +2zy+y°,
(z+y) = 27+ 3%y +30y” + ¢,
(x—y)® = 25— 62"y + 150%y* — 202%y® + 152%y* — 62y® + ¢/°.

Viimeisessi tapauksessa lauseke on ensin ajateltava muotoon (z + (—y))°.

Binomikaavan yleistyksend on multinomikaava

n!

I e D I S
(@ ? ) Z pilpa! . pm!

p1+p2+...+pm=m

joka antaa vastaavalla tavalla multinomin xy + x5 + ... + z,, potenssit ke-
hitettyina.
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Polynomit 3/4
ESITIEDOT: summa ja tulo

binomi- ja multinomikertoimet, reaalifunktiot

Polynomien jakolasku

Polynomien jakolasku voidaan tehda jakokulmassa. Yleensé ei ole mielekés-
td jakaa alempiasteista polynomia korkeampiasteisella. Lahtokohtana on siis
seuraava: Olkoon annettuna yhden muuttujan polynomit p(z) ja g(z), missé
p(x) on vihintdédn samaa astetta kuin ¢(z). On etsittdva osamédrdpolynomi
u(z) ja jakojaannospolynomi v(x) siten, etté

ts. ’jakolaskun tulos on osaméaéra plus jakojaannos jaettuna jakajalla’. Sama
voidaan kirjoittaa my6s muotoon

p(x) = q(z)u(z) + v(z),
ts. 'jaettava on jakaja kertaa osamaéaré plus jakojadnnos’.

Jakolaskua yleensé jatketaan niin pitkille, etté jakojddnnos on alhaisempaa
astetta kuin jakaja.

Olkoon esimerkiksi p(x) = z* — 323 — 22 — 1 ja g(z) = 2? + 1. Jakolasku
nayttad téalloin seuraavalta:

x? —3x—2

x2+1‘x4—3x3—x2 —1
x? + 2
—323 — 222 -1
—323 —3x
—22% +3x — 1
—222 -2
3r+1

Osamééri on siis u(z) = 22 — 3z — 2 ja jakojddnnds v(z) = 3z + 1.
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Polynomit 4/4
ESITIEDOT: summa ja tulo

binomi- ja multinomikertoimet, reaalifunktiot

Polynomifunktio

Reaalialueen polynomifunktion funktio
p(.fl?) = anl_n + &n—1$n_1 + ...+ a1xr+ ag

kuvaajalla on erdité sille luonteenomaisia piirteité.

Jos polynomi on ensimmaisté astetta, sen kuvaaja on suora. Toisen asteen suora
polynomin kuvaaja on paraabeli, joka aukeaa ylospéin, jos toisen asteen ter- suora (yhtils)
min kerroin on positiivinen, ja alaspéin, jos se on negatiivinen. Kolmannen paraabeli (kar-
asteen polynomin kuvaajaa kutsutaan usein kuutioparaabeliksi. tioleikkauksena)

Yleisesti polynomifunktion kuvaajalla on seuraavat ominaisuudet: paraabeli (xy-
koordinaateissa)

Jos polynomi on parillista astetta ja korkeimman asteen termin kerroin a,, on
positiivinen, kayra katoaa dédrettomyyteen positiivisen y-akselin suunnassa,

kun argumentti x etdéntyy origosta riittdvan pitkille; raja-arvojen avulla E?i—lftri\c/;)
ilmaistuna: lim, 4., p(z) = +oo. Jos a, on negatiivinen, on vastaavasti
lim, 4o p(z) = —00.

Jos polynomi on paritonta astetta ja a,, > 0, argumentin = kasvaessa kuvaa-
ja tulee negatiivisen y-akselin suunnasta ja jollakin tavoin heilahdeltuaan ka-
toaa positiivisen y-akselin suuntaan: lim,_,_ ., p(z) = —o0, lim, .« p(z) =
+o00. Jos a, < 0, raja-arvot kdantyvat toisinpdin. Kummassakin tapaukses-
sa funktio saa kaikki reaaliarvot.

Funktion kuvaaja mutkittelee dédrettémyyteen menojen vilissié — jonkin-
laisella keskialueella — siten, ettéd suora voi leikata sitd enintdén asteluvun
osoittamassa méadrissa pisteité.

Viidennen ja neljannen asteen polynomien kuvaajat:
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Polynomien tekijoéihin jako 1/4
ESITIEDOT: polynomit, reaaliluvut, kompleksiluvut
KATSO MYOS: polynomiyhtalot

Polynomien alkeellinen tekijéihin jako

kaavoja ovat seuraavat:

2=yt = (—ylr+y),
n n o n—1 n—2 n—3,,2 n—2 n—1
"=y = (z—y)@" "y 2"y Yy YY)

seké parittomilla arvoilla n

" +yn — (ZL‘ + y>(xn—1 _ xn—Qy _’_:En—3y2 S :L,yn—2 _}_yn—l)'

Télloin eo. kaavoja joudutaan kiayttdméaan molempiin suuntiin. Sieventami-
sen tavoite ei yleensé ole itsestdén selvd, vaan se riippuu yhteydesté: mité
lausekkeelle on seuraavaksi tarkoitus tehda. Esimerkiksi ei ole selvad, kum-
paa seuraavista muodoista on pidettava sievempéana:

14+ 2!
1+=z

4

—l—a+a22—3 42—+ 25— 2"+ 28— 2% + 21
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Polynomien tekijoéihin jako 2/4
ESITIEDOT: polynomit, reaaliluvut, kompleksiluvut
KATSO MYOS: polynomiyhtalot

.....

nimittéin riippuu siité, millaiset luvut sallitaan tekijoiden kertoimiksi.

Jos annettuna on kokonaislukukertoiminen polynomi, on yleensd luonnol-

Aina tdmé ei tietenkdidn ole mahdollista; esimerkkind on vaikkapa toisen
asteen polynomi 2% — 22 — 1. Jos kuitenkin sallitaan, etté kertoimet saavat

2 =22 —1=[r—(1+V2)[z - (1-V2)

Reaalilukujen salliminenkaan ei aina riitd. Polynomia 2% + 1 ei voida reaa-

(x +1i)(x —1).

Reaalistenkaan tekijoiden loytdminen ei valttaméatta ole yksinkertaista. Esi-
merkiksi:

% +1=(22+ 1) (2 +V3zx + 1) (2% — V3z +1).

set kylla ovat olemassa.
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Polynomien tekijéihin jako 3/4
ESITIEDOT: polynomit, reaaliluvut, kompleksiluvut
KATSO MYOS: polynomiyhtalot

.....

polynomiyhtéldiden teorian avulla. Jos nimittédin
p(.fl?) = anl_n + &n—1$n_1 + ...+ a1xr+ ag

on astetta n oleva polynomi, jonka nollakohdat, so. polynomiyhtélon p(z) =
0 ratkaisut ovat zy, xs, ..., x,, voidaan kirjoittaa
p(z) = ap(z — x1) (2 — x2) ... (T — Ty),

jos joukossa on kompleksilukuja, jako on mahdollinen vain kompleksialueel-
la.

Esimerkiksi: Toisen asteen yhtilon 22—2z—1 = 0 juuret ovat z; = 1++v/2 ja
Ty = 1 —+/2. Nimé ovat siis polynomin 22 — 2z — 1 nollakohdat ja tekijsihin
jaoksi saadaan

=2 —1=(z—2)(x—22) =[x — (1 +V2)][z — (1 — V2)].

Kuudennen asteen polynomin z% + 1 kaikki nollakohdat ovat

I =5 +§, T2 = 1, T3 = ——5 +§,
V3 7 ; V3 i
Ty = 3 9 Ty = —1, Lo = 75 5

P +l=(@ =i+t P -+ - F+3)

kijaa keskenédén:
2 +1= (224 1)(2*+V3z+1)(2®> —V3z +1).

Menettely patee kaikille reaalikertoimisille polynomeille, koska néiden
kompleksiset nollakohdat muodostavat aina liittolukupareja.
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Polynomien tekijoéihin jako 4/4
ESITIEDOT: polynomit, reaaliluvut, kompleksiluvut
KATSO MYOS: polynomiyhtalot

Polynomin nollakohdat ja kertoimet

Suorittamalla kertolaskut polynomin tekijdesityksessd padadytdan toisen ja
kolmannen asteen polynomien tapauksessa seuraavaan, kun oletetaan, etté
korkeimman potenssin kerroin on = 1:

p2(z) = (z—z1)(z — 22)
=122 — (11 + 22)x + T179;
p3(x) = (2 —z1)(x — 22)(2 — 23)
= — (x1 + 22 + x3)m2 + (z129 + o3 + T311)T — T1T2T3.

Vastaava lasku voidaan suorittaa korkeammankin asteen polynomeille.

Télloin paddytddn seuraaviin tuloksiin (missé edellytyksend siis on, ettéd
korkeimman potenssin kerroin on = 1):

e Polynomin toiseksi korkeinta astetta olevan potenssin kerroin on nol-
lakohtien summan vastaluku.

e Polynomin vakiotermi on nollakohtien tulo sellaisenaan, jos polynomi
on parillista astetta, ja tulon vastaluku, jos polynomi on paritonta
astetta.

Muillekin kertoimille saadaan vastaavantyyppiset lausekkeet, mutta nadma
eivit ole aivan yhtéd yksinkertaisia. Kaikilla lausekkeilla on symmetriaomi-
naisuus: Jos mitké tahansa juuret vaihdetaan keskendén, lauseke ei muutu.
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Yhtlst 1/3
ESITIEDOT:

KATSO MYOs: polynomiyhtéalot, juuriyhtalot, itseisarvoyhtélot, transken-
denttiyhtélot, trigonometrian kaavat, logaritmifunktio, Newtonin iteraatio,
yhtéaloryhmét

Yhtalo

Yhtéloksi kutsutaan kahden lausekkeen merkittyd yhtdsuuruutta, joka si-
saltdd vahintddn yhden symbolin (tuntemattoman). Tdmén arvo pyritdan
méadradamadn siten, ettd yhtalo toteutuu, so. lausekkeet ovat yhtéd suuret.
Yhtélolla voi olla yksi tai useampia ratkaisuja — juuria — tai mahdollisesti
ei lainkaan. Ratkaisujen lukumaéaaradn vaikuttaa myos se, mista lukujoukos-
ta niitéd etsitdén. Tavallisinta on etsid reaalisia ratkaisuja, mutta niitd voi-
daan etsid myos kompleksilukujoukosta, luonnollisten lukujen joukosta tai
jostakin néiden osajoukosta.

Esimerkkeja yhtéloistda ovat seuraavat:

a) Tr? +8 =0, b) sinx =e™%,
)z +y*+2r—4y+5=0, d) 2% + ¢y = 22

Kohtien a ja b yhtéloilla on yksi tuntematon, z. Edellisella yhtalolla ei ole
reaalisia juuria, kompleksisia on kaksi; jalkimmaéiselld on ddrettomén monta
reaalista ratkaisua.

Kohdan c yhtilolla on reaalialueella tédsmélleen yksi ratkaisu kahdesta tun-
temattomasta x, y huolimatta: x = —1, y = 2. Yht&lo voidaan nimittain
saattaa muotoon (z + 1)? + (y — 2)? = 0. Kompleksialueella ratkaisuja on
adrettoman paljon: toinen tuntematon voidaan valita vapaasti ja sen jidlkeen
ratkaista toinen.

Kohdan d yhtéalosséd on kolme tuntematonta: x, y, z. Kompleksisia ratkai-
suja on ilmeisestikin ddrettoméan paljon; itse asiassa mitkéd tahansa kaksi
tuntematonta voidaan valita vapaasti ja tdmén jédlkeen ratkaista kolmas.
Reaalisia ratkaisuja on myos ddrettomén paljon, mutta téalloin ei mitéd ta-
hansa kahta tuntematonta vélttamatta voida valita aivan vapaasti. Mielen-
kiintoinen on tilanne, missd haetaan vain kokonaislukuratkaisuja; naitdkin
on ddrettomén paljon, ns. Pythagoraan luvut.

Kiveld, 9t niinkuin matematiikka, versio 1.12

Pythagoras

Pythagoraan
lause



Yhtilst 2/3
ESITIEDOT:

KATSO MYOs: polynomiyhtéalot, juuriyhtalot, itseisarvoyhtélot, transken-
denttiyhtélot, trigonometrian kaavat, logaritmifunktio, Newtonin iteraatio,
yhtéaloryhmét

Yhtiloiden sieventidminen

Yhtéloiden sieventdminen tapahtuu siirtdmalld termejé puolelta toiselle (jol-
loin termin merkki muuttuu) ja kertomalla tai jakamalla yht&lon molemmat
puolet samalla luvulla tai lausekkeella. Jos lauseke on = 0 joillakin tunte-
mattoman arvoilla, ndiden merkitys yhtédlon ratkaisun kannalta on tutkit-
tava erikseen.

Yhtélon molempiin puoliin voidaan kohdistaa myos sama funktio ja saa-
daan uusi yhtélo, jolla on ratkaisuina ainakin samat tuntemattoman arvot
kuin alkuperéiselld yhtélolla. Jos siis zp toteuttaa yhtédlon f(z) = g(x), se
toteuttaa myos yhtalon h(f(x)) = h(g(x)). Juuria voi kuitenkin tulla lisdé.
Esimerkiksi yht&lon /o = x—2 ainoa juuri on x = 4, mutta jos yht&lon kum-
pikin puoli korotetaan neliéén (so. niihin kohdistetaan funktio h(u) = u?),
saadaan x = 22 — 4z + 4, jolla on kaksijuurta, z = 4 ja 2 = 1. Samoin:
Yhtélon ¢ = —x ainoa ratkaisu on z = 0, mutta yhtélon cosx = cos(—z)
ratkaisuksi kelpaa miké luku tahansa!

Jos funktio h on aidosti kasvava (tai aidosti viheneva), ovat yhtélot f(x) =
g(x) ja h(f(z)) = h(g(x)) yhtépitavia, ts. niilla on samat juuret. TAmé& seu-
raa siitd, ettéd téllsin on myos olemassa kédnteisfunktio A~! ja toiseen suun-
taan siirtyminen on itse asiassa tdmén kohdistamista jalkimmaéisen yhtalon
kumpaankin puoleen. Siten esimerkiksi yhtl6illé In(z2+1) = In(z*+ 2z +2)
ja 22 + 1 = 2% + 22 + 2 on samat juuret.
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Yhtalot
ESITIEDOT:
KATSO MYOs: polynomiyhtéalot, juuriyhtalot, itseisarvoyhtélot, transken-
denttiyhtélot, trigonometrian kaavat, logaritmifunktio, Newtonin iteraatio,
yhtéaloryhmét

3/3

Eri tyyppisid yhtiloita

Jos yhtélo voidaan saattaa muotoon p(x) = 0, missd p(z) on polynomi,
puhutaan polynomiyhtaldstd.

Jos yhtélossa lisdksi esiintyy juurilausekkeita, kyseessé on juuriyhtdlo.

Jos yhtélossd esiintyy muitakin funktioita, esimerkiksi trigonometrisia funk-
tioita, eksponentti- tai logaritmifunktioita, kyseessd on transkendenttiyhtd-
l6.

Itseisarvoyhtdildistd puhutaan, jos yhtalossé esiintyy itseisarvoja.

Yleispétevad menettelyd minké tahansa yhtalon ratkaisemiseen ei ole. Muo-
toon f(x) = 0 kirjoitettua reaalista yht#lod voidaan aina tutkia tarkaste-
lemalla funktion f(x) kdyttaytymistéd: piirtdmélld sen kuvaaja, tutkimal-
la funktion merkin muuttumista, jne. Tarkkoja ratkaisuja ei télla tavoin
yleensé saada, mutta usein on mahdollista saada késitys esimerkiksi niiden
lukumé&arasta.

Edellytyksené graafisille tarkasteluille yleensé on, etté funktio f on reaaliar-
voinen ja etsitddn reaalista juurta x. Kompleksisten juurten havainnollis-
taminen edellyttiisi useimmiten useampiulotteista kuvittelukykyé, samoin
graafisten esitysten tekeminen usean tuntemattoman yhtéldista. Kolmiulot-
teinen havainnollistaminen on vield helppoa, mutta ulotteisuuden kasvaessa
joudutaan vaikeuksiin.

Menetelmét yhtaloiden ratkaisemiseksi voidaan jakaa algebrallisiin, joilla
pyritdéan tarkkaan ratkaisuun, numeerisiin, joissa tavoitteena on konstruoi-
da ratkaisua kohden suppeneva lukujono, ja graafisiin, joissa joudutaan tyy-
tyméan melko karkeisiin likiarvoihin.

Ajatukseltaan yksinkertaisin numeerinen menettely on Newtonin iteraatio.
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Polynomiyhtilot 1/3
ESITIEDOT: yhtilot, polynomit, juuret

luvut

Ensimmaéisen ja toisen asteen yhtilot
Polynomiyhtdlot jaotellaan polynomin asteluvun mukaan.

Ensimmaisen asteen polynomiyhtélo, lyhyemmin ensimmdisen asteen yhtdlo
on muotoa ax + b = 0, missd a # 0. Ratkaisuja on yksi: z = —b/a.

Toisen asteen yhtilé on muotoa az® + bxr + ¢ = 0, missid a # 0. Yhtilo
ratkaistaan yleensé ulkoa opituilla ratkaisukaavoilla:

b= Vb2 — 4dac
a 2a )

T

Jos yhtilo jaetaan kertoimella a, se saa periaatteessa muodon 22 4pz+q = 0.
Ratkaisukaavat esitetddn usein myos téata tapausta varten:

Vastaten ratkaisukaavojen £-merkkié, juuria on yleensé kaksi. Nédiden luon-
teen ratkaisee diskriminantti, so. neliGjuurimerkin alla oleva lauseke D =
b — 4ac.

Jos yhtélo on reaalikertoiminen, saadaan seuraavat tapaukset: Jos D > 0,
yhtalolld on kaksi eri suurta reaalista juurta. Jos D = 0, sanotaan juurien
yhtyvén, ts. on vain yksi reaalijuuri x = —b/(2a). Jos D < 0, juurina on
kompleksinen liittolukupari.

Toisen asteen yhtélo voi olla myos kompleksikertoiminen, so. kertoimet a,
b ja c tai jotkut niistd voivat olla kompleksilukuja. Samat ratkaisukaavat
ovat téalloinkin kaytettavissd, mutta nelijuurimerkin alle saadaan yleensé
kompleksiluku ja juuren laskeminen edellyttda laajempaa perehtyneisyytté
kompleksilukuihin.
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Polynomiyhtilot 2/3
ESITIEDOT: yhtilot, polynomit, juuret

luvut

Korkeampien asteiden yhtalot

Toista astetta korkeampien asteiden yhtéldiden ratkaiseminen on oleellisesti
vaikeampaa. Kolmannen ja neljinnen asteen yhtdaldlle on olemassa ratkai-
sukaavat ns. Cardanon kaavat (italialaisen Geronimo Cardanon julkaisemat
vuonna 1545, mutta eivit hinen itsensi keksimét; kolmannen asteen kaa-
van on jo aiemmin tuntenut ainakin Niccolo Tartaglia, neljinnen asteen on
16ytanyt Ludovico Ferrari). Namé ovat kuitenkin siind méérin mutkikkaat,
ettd niitd harvoin todella kaytetdaan.

Viidennen ja sitd korkeampien asteiden yhtdldille ei yleisid ratkaisukaavo-
ja juurilausekkeiden avulla esitettyiné ole. Tuloksen ovat toisistaan riippu-
matta todistaneet norjalainen matemaatikko Niels Henrik Abel (1824) ja
italialainen fyysikko Paolo Ruffini (1813).

Korkea-asteiset polynomiyhtélot ratkaistaankin useimmiten numeerisesti
Newtonin iteraatiolla tai jollakin sen muunnelmalla, jolloin taytyy tun-
tea approksimaatio juurelle ja laskennan tuloksena saadaan vain tdméa
juuri. Muunkintyyppisid numeerisia menetelmid on olemassa. Newtonin
iteraatio saattaa jo kolmannen asteen tapauksessa olla Cardanon kaavoja
tehokkaampi.
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Polynomiyhtalot
ESITIEDOT: yhtilot, polynomit, juuret

3/3

luvut

Algebran peruslause

Algebran peruslauseen mukaan jokaisella reaali- tai kompleksikertoimisel-
la polynomiyht&lolla (jonka asteluku on > 1) on ainakin yksi (reaalinen tai
kompleksinen) juuri. Tuloksen todisti matemaatikkojen kuninkaaksi kutsut-
tu saksalainen Carl Friedrich Gauss véitoskirjassaan 1799.

Lauseen seurauksena saadaan suhteellisen helposti astetta n olevalle poly-
nomille p(x) esitys

p(z) = ap(z — x1)(x — x2) ... (T — Ty,),

missd a, on polynomin korkeimman asteen termin kerroin. Reaali- tai
kompleksiluvut =y, zs, ..., x, ovat ilmeisestikin polynomin nollakohdat,
ts. polynomiyhtilén p(x) = 0 juuret. Néiden ei kuitenkaan tarvitse olla
eri suuria. Eo. tekijoihinjaon mielessd astetta n olevalla polynomilla on siis
aina n juurta, mutta jotkut néistd voivat olla yhté suuria.

Jos polynomi on reaalikertoiminen ja paritonta astetta, ainakin yksi juuris-
ta on reaalinen. Reaalikertoimisella polynomilla kompleksijuuria on parilli-
nen maara; ndmé muodostavat kompleksiset liittolukuparit. Vrt. polynomin

Polynomin tekijaesitys antaa mahdollisuuden polynomiyhtélon redusointiin
alhaisempaan astelukuun, jos yksi juuri pystytddn jotenkin l6ytaméasn:

Jos x; on astetta n olevan polynomiyhtilon p(x) = 0 juuri, voidaan suo-
rittaa jakolasku p(x)/(z — 1), joka menee tasan. Osaméédra on polynomi,
jonka asteluku on n—1 ja jolla on samat nollakohdat kuin alkuperaisella po-
lynomilla p(z) lukuunottamatta jo 16ydettyd nollakohtaa 1. Yhden juuren
16ytdminen yksinkertaistaa siis muiden etsimisté.

Esimerkiksi polynomiyhtilostd 2 — 1023 + 3522 — 502 + 24 = 0 nihdiin
melko helposti, ettd yhtené juurena on x; = 1. Jaettaessa polynomi tekijalla
x — 1 menee jako tasan, jolloin voidaan kirjoittaa

x* —102° + 352% — 502 + 24 = (z — 1)(2® — 92% 4 262 — 24) = 0.

Polynomiyhtalon muiden juurten etsimistéd voidaan siis jatkaa tarkastele-
malla yhtilod 23 — 922 + 262 — 24 = 0.

Menettely edellyttdd yhden juuren arvaamista. Talloin on usein apua tie-
dosta, ettd jos polynomin korkeimman asteen termin kerroin on = 1, niin
vakiotermi on juurten tulo tai sen vastaluku.
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Juuriyhtalst 1/2
EsiTiEDOT: yhtdlot, juuret
KATSO MYOS: polynomiyhtalot

Juuriyhtilon ratkaiseminen

Juuriyhtdloksi kutsutaan yhtaloa, joka sisialtda juurilausekkeita, useimmiten
neligjuuria. Luonnollista on rajoittaa tarkastelu reaalialueelle, ts. yhtéloiden
kertoimet ovat reaalisia ja etsitddn vain reaalisia ratkaisuja.

Juuriyhtélon ratkaisemisessa pyrkimyksené on yleensé korottaa yhtalon mo-
lemmat puolet potenssiin siten, ettd juuret katoavat. Valttamatta tdma ei
onnistu yhdessé vaiheessa, vaan ensimmaéisen korotuksen ja tuloksen sieven-
tdmisen jalkeen voidaan tarvita uusia.

Yhtélon puolittainen potenssiin korottaminen johtaa usein uuteen yhtéléon,
jolla on muitakin juuria kuin alkuperéiselld. Tamén johdosta on valttama-
tontd lopuksi tarkistaa, toteuttavatko saadut tuntemattoman arvot todella
myo6s alkuperéisen yhtalon.
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Juuriyhtalst 2/2
EsiTiEDOT: yhtdlot, juuret
KATSO MYOS: polynomiyhtalot

Esimerkki juuriyhtédlon ratkaisusta

Esimerkkiné olkoon yhtélén

Ve=vVr+1+vVr+2

reaalisten juurten ratkaiseminen. Puolittainen nelioon korotus antaa

r=x+1+x+24+2/(z+1)(z+2).

sieventaminen

Sieventamaélla siten, ettd jaljelld oleva nelijuuri jaa yksinédén toiselle puo- (yht3lon)

lelle, saadaan

nelidjuuri

—x—3=2/(z+ 1)(z +2).

Uuden neliodn korotuksen jélkeen ei juurta endé esiinny:

22+ 94 62 = 4(x + 1)(x + 2)

yht3lo (toisen

ja on paadytty toisen asteen yhtéloon asteen)

3224+ 6x—1=0,

jonka juuret ovat x = —1 + §\/§ Likiarvot ovat x; ~ 0.15470 ja xzo =~
—2.15470.

Naista jalkimmaéainen ei kelpaa, koska ratkaisun tulee olla > 0; alkuperéi-
sen yhtélon vasen puoli ei ole muuten reaalinen. Edellinen antaa yhtélon
termeille likiarvot

VI~ 039332, Vr+1~1.07457, x + 2~ 1.46789,

joten on ilmeista, ettd myoskddan xq ei ole alkuperéisen yhtalon ratkaisu.

Yhtalolla ei ole siten ratkaisuja lainkaan, miké olisi ollut melko helpos-
ti nadhtavissa jo alkuperdisestd yhtalostdkin: Koska z < x + 1, on myos
VT < V/x +1 jasitikin suuremmalla syylld /z < o + 1+ vz + 2. Sama
tulos olisi ollut helposti ndhtavissa piirtamalld yhtalon kummankin puolen
kuvaajat. kuvaaja

Saaduille likiarvoille pétee 0.39332 = —1.07457 + 1.46789, jolloin x; on
yhtdlon /r = —v/x + 1 4+ v/x + 2 ratkaisu. Tadmé on luonnollistakin, koska
tastd yhtalostd padadytadn nelioon korotusten jélkeen juuri samaan toisen
asteen yhtaloon kuin edella.
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Itseisarvoyhtilot 1/4
ESITIEDOT: yhtilot
KATSO MYOS: polynomiyhtalot

Itseisarvoyhtilon ratkaiseminen

Itseisarvoyhtdloks: kutsutaan yhtalod, joka sisaltad reaalilukujen itseisarvo-
lausekkeita. Tarkastelu rajoittuu siis reaalisiin yhtéloihin ja nédiden reaalis-
ten ratkaisujen etsimiseen.

Léhestymistapoja on periaatteessa kaksi:

1) Reaalilukujoukko, josta ratkaisuja etsitéiéin, jaetaan osiin sen mukaisesti,
ettd jokaisesta itseisarvolausekkeesta kussakin osa-alueessa tiedetddn merk-
ki. T&lloin saadaan itseisarvomerkit poistetuiksi ja joudutaan ratkaisemaan
tavallinen yhtéalo erikseen jokaisessa osa-alueessa. Esimerkiksi jos yhtéalossa
esiintyy lauseke |z + 3|, tarvitaan kaksi osa-aluetta, joissa itseisarvot pois-
tuvat seuraavasti:

3: |x+3=2+3,
3 |z + 3| = —(z + 3).

IN IV

€T
X

2) Korotetaan yhtélo sopivasti toiseen potenssiin tavoitteena saada itseisar-
volausekkeet poistetuiksi: onhan esimerkiksi |z + 3| = (z + 3)?. Uudella
yhtalolla on ainakin samat juuret kuin vanhalla, mutta silld saattaa olla
muitakin. Ks. yhtéléiden sieventédminen.

Kummallakin menettelylld on haittansa. Edellisessd joudutaan ratkaise-
maan useita yhtéloitd, yksi jokaista osa-aluetta kohden. Liséksi osa-alueiden
médrittdminen johtaa ainakin periaatteessa epayhtéldiden ratkaisemiseen
(esimerkisséd x + 3 > 0). Jélkimmaéisesséd nelioon korottaminen johtaa al-
kuperéistd korkeampiasteiseen yhtédloon, jonka ratkaiseminen saattaa olla
hankalaa. Liséksi on tutkittava, ovatko saadut juuret todella my6s alkupe-
réisen yhtélon juuria.
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Itseisarvoyhtilot 2/4
ESITIEDOT: yhtilot
KATSO MYOS: polynomiyhtalot

Itseisarvoyhtilon ratkaiseminen: tapa 1
Esimerkkini ratkaistakoon yhtils |z + 3| = |22 — 1| + 2z + 2.

Tarkasteltavien osa-alueiden rajoiksi saadaan kohdat, missi lausekkeet x4+ 3
ja 22 — 1 vaihtavat merkkidin. Nami ovat ¢ = —3, 2 = —1 ja o = 1.
Osa-alueet, yhtdlon muoto kussakin alueessa ja ratkaisut ko. alueessa ovat
seuraavat:

r< =3¢ —r—-3=22-1+22+2, ei ratkaisuja,
B3 <r< -1 w—|—3:x2—1+2x+2, T = —2,
—1<2<1 r+3=—-2>+14+22+2, 2=0, x=1,
x>1 r+3=a2—-1+2z+2, x=1.

Ratkaisuja 16ytyy siis kolme: v = =2, =0 ja x = 1.
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Itseisarvoyht#lot 3/4
ESITIEDOT: yhtilot
KATSO MYOS: polynomiyhtalot

Itseisarvoyhtilon ratkaiseminen: tapa 2

Saman yht#lon |z + 3| = |22 — 1|+ 2z + 2 ratkaiseminen voidaan tehdd myos
seuraavasti:

Korottamalla yhtalo puolittain toiseen potenssiin saadaan

22+ 62 +9=(2°—1)*+ (2 + 2)* + 2(27 + 2)|2* — 1],

oo . . sieventaminen
mikéa voidaan sieventiid muotoon

(yht&lon)
—xt —2? — 20 + 4 =222 + 2)|2* - 1].
Jotta itseisarvomerkit saataisiin poistetuiksi, on korotettava uudelleen neli-
00n, jolloin sievennysten jialkeen saadaan kahdeksannen asteen yhtélo
z® — 142° — 282° + 92 + 682° + 122% — 48z = 0.
T4lla on juuret (ks. polynomiyhtalot) {Sjﬁomi-)

T = —2, To = O, T34 — 1, Tr — %(3:‘: \/33), Trg = %(—3 + Zﬁ)
Kaksi viimeisté, x7, xg, eivit kompleksisina tule kysymykseen ja juuret xs,

xg eivit toteuta alkuperdistd yhtédlod, kuten sijoittamalla voidaan todeta.
Ratkaisut ovat siis samat kuin tavan 1 antamat: © = —2, x =0 ja x = 1.
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Itseisarvoyhtilot 4/4
ESITIEDOT: yhtilot
KATSO MYOS: polynomiyhtalot

Graafinen esitys itseisarvoyhtilon ratkaisemisessa

Esimerkkiyhtélon ratkaisua helpottaa oleellisesti kuvaajan piirtdminen en-
nen laskuja esimerkiksi graafista laskinta tai jotakin ohjelmistoa kayttéen.
Kun kaikki termit siirretédén yhtéldisyysmerkin vasemmalle puolelle on tar-
kasteltavana funktio

flx)=|z+3| - |2* = 1] — 22 — 2.

Lukija piirtdkoon tdmén ja nelioon korotuksilla saadun kahdeksannen asteen
polynomin

p(z) = 2® — 142° — 282° + 92 + 682° + 122% — 482

kuvaajat!
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Transkendenttiyhtilot 1/1
ESITIEDOT: yhtdlot, trigonometriset funktiot, eksponenttifunktio, logarit-
mifunktio

KATSO MYOS: arcus-funktiot, Newtonin iteraatio

Transkendenttiyhtilot

Transkendenttiyhtdlot ovat yhtéloita, jotka siséltdvit muitakin funktioita
kuin potensseja (polynomeja, juuria) ja itseisarvoja. Tyypillisesti transken-
denttiyhtédloissa esiintyy trigonometrisia funktioita, ndiden kdanteisfunktioi-
ta (arcus-funktioita), eksponentti- ja logaritmifunktioita.

Yleistd menettelyé transkendenttiyhtéloiden ratkaisemiseen ei ole. Trigono-
metrisia kaavoja kédyttden voidaan usein ratkaista trigonometrisia yhtaloita.
Vastaavasti logaritmifunktiota ja eksponenttifunktiota koskevista kaavoista
saattaa olla hyotyé, jos yhtalo sisédltdd néitd funktioita.

Erilaisia menettelyja voidaan kéyttaéd yhtiloiden sieventdmiseen. Usein tél-
laiset keinot eivat kuitenkaan auta, vaan ainoaksi mahdollisuudeksi jad nu-
meeristen menetelmien, esim. Newtonin iteraation kiyttdminen. Esimerkiksi
yhtéld sinz = e~ on téllainen.

Graafisen esityksen, esimerkiksi muotoon f(z) = 0 kirjoitetussa yhtalossé
kuvaajan y = f(x) piirtdminen usein helpottaa tilanteen hahmottamista.
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Yhtiloryhmit 1/6
ESITIEDOT: yhtilot
KATSO MYOs:

Yhtédloryhma

Yhtdloryhmdassd on useita yhtéloitéd ja yleensd myos useita tuntemattomia.
Tavoitteena on 16ytdd tuntemattomille sellaiset arvot, ettd kaikki yhtalot
toteutuvat samanaikaisesti. Useimmiten tuntemattomia on yhtéa paljon kuin
yhtaloita. Valttaméatontd tdmé ei kuitenkaan ole.

Ryhmaélle voidaan etsié ratkaisuja erilaisista lukujoukoista: reaalisia ratkai-
suja, kaikkia kompleksisia ratkaisuja tai ratkaisuja jostakin rajoitetummasta
lukujoukosta. Vrt. yhtaloon.

Esimerkkeja yhtaloryhmistéd ovat seuraavat, missé tuntemattomia on mer-
kitty =, y, z:

r+y+2z2=-1

){2x+3y—17 D) { —rty=1 :

Sr+2y=37 Sr—y+ 2= -3
0 >+t =1 _ Q) 2 +y?—22=0
e’ +siny =1 ’ r+y—z=1

Kohdan a yhtaléryhmaélla on yksi ainoa ratkaisu, x =7, y = 1.

Kohdassa b ratkaisuja on ddrettoméan monta, mutta miké tahansa lukukol-
mikko ei kuitenkaan ole ratkaisu; kysymykseen tulevat muotoa r = —1 — ¢,
y = —t, z = t olevat luvut, misséd ¢ voidaan valita vapaasti. Jos etsitddn
reaalisia ratkaisuja, on luonnollisesti ¢ valittava reaaliseksi; kompleksisten
ratkaisujen tapauksessa t voi olla miké tahansa kompleksiluku.

Kohdassa c¢ reaalisia ratkaisuja on kaksi; ndiden likiarvot ovat x =
—0.808901, y = 0.587945 ja x = 0.553738, y = —0.832691.

Kohdassa d on vain yksi reaalinen ratkaisu huolimatta siité, ettd yhtaloita
(ehtoja) on vihemmén kuin tuntemattomia: z =y = z = 1.

Kaksi ensimméistd esimerkkid ovat lineaarisia yhtdloryhmid. Taméa ilme-
nee siten, ettd yhtdlot ovat ensimmaéisen asteen tuntemattomien suhteen,
ts. tuntemattomat esiintyvit vain ensimméisessid potenssissa eivatka ker-
rottuina keskendédn. Kolmas ja neljds esimerkki ovat epdlineaarisia yhtdlo-
ryhmid.
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Yhtiloryhmit 2/6
ESITIEDOT: yhtilot
KATSO MYOs:

Yhtédloryhmén ratkaiseminen

Yksinkertaisin tapa yrittdd ratkaista yhtdloryhmé on ratkaista ensin jokin
yhtéloista yhden tuntemattoman suhteen, jolloin tdma tulee lausutuksi mui-
den tuntemattomien avulla, ja sijoittaa tulos muihin yhtaléihin. T&ll6in yk-
si tuntemattomista tulee eliminoiduksi ja samalla yhtédloiden méaéra vahe-
nee yhdelld. Tamén jélkeen eliminoidaan samalla tavoin toinen tuntematon.
Menettelya jatketaan, kunnes jéljelld on vain yksi yhtalo.

Jos viimeisessé yhtélossa on jéljelld vain yksi tuntematon, on paddytty yh-
den yhtélon tapaukseen; ks. yhtdlot. Jos jéljella on useampia tuntemat-
tomia, on yhtaloa tutkittava lihemmin jollakin sopivalla tavalla; usein —
mutta ei aina — ratkaisuja on télloin ddrettomén paljon.

Edempéna olevat esimerkit havainnollistavat menettelya.

Esitetty menettely ei toimi, jos jossakin vaiheessa ei jéljella olevassa ryh-
méssd ole ainoatakaan sellaista yhtdloa, ettd jokin tuntematon saataisiin
ratkaistuksi muiden avulla. Néin voi aivan hyvin kdyda esimerkiksi riitté-
véin korkea-asteisten polynomiyhtéaldiden tai transkendenttiyhtéloiden ta-
pauksessa. Mitdan yleispatevid menettelyd yhtaloryhmén ratkaisemiseen ei
olekaan olemassa.

Toisaalta edelld kuvattu eliminointimenettely voidaan usein jarjestéd lasken-
nan kannalta tehokkaampaankin muotoon. Téllainen jarjestely on esimer-
kiksi lineaarisiin yhtéloryhmiin soveltuva Gaussin algoritmi, jota ei tésséi
ldhemmin késitella.

Vaikka tuntemattomien eliminointi ei onnistuisikaan, voidaan yhtaléryhméa
silti pyrkid ratkaisemaan numeerisesti, jolloin taytyy tuntea lahtoapproksi-
maatio kaikille tutntemattomille ja kerralla saadaan vain yksi ratkaisu (so.
yhdet arvot tuntemattomille) samaan tapaan kuin yhden yht&lon Newtonin
iteraatiossa. Menettelyd kutsutaan télloinkin Newtonin iteraatioksi.
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Yhtiloryhmét 3/6
ESITIEDOT: yhtilot
KATSO MYOs:

Esimerkki 1 yhtédloryhmén ratkaisemisesta
Yhtéloryhma

2+ 3y = 17
ox + 2y = 37

on lineaarinen. Ensimmaéisestd yhtalostd saadaan x = %(17 — 3y) ja kun
tamaé sijoitetaan jalkimmaéiseen yhtéaloon, se saa muodon

S(17—3y) +2y =37 eli 85— 15y + 4y = 74.

Téstd seuraa y = 1, jolloin z = 1(17 - 3-1) = 7.

Yhtélo voidaan myos ratkaista kertomalla kumpikin yhtélo sopivalla vakiol-
la ja laskemalla sen jélkeen puolittain yhteen tavoitteena toisen tuntemat-
toman eliminoiminen. Jos halutaan eliminoida z, valitaan kertoimiksi 5 ja
—2, jolloin ryhmé saa muodon

10z + 15y = 85
—10x — 4y = —74.

Puolittainen yhteenlasku antaa 11y = 11, mistd paadytdan samaan ratkai-
suun kuin edella. Itse asiassa eliminointi tapahtuu tdsmélleen samoin kuin
edelld; laskut on vain jarjestetty hieman eri tavoin.
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Yhtiloryhmit 4/6
ESITIEDOT: yhtilot
KATSO MYOs:

Esimerkki 2 yhtédloryhmén ratkaisemisesta

Ratkaistaan yhtéloryhma

r+y+2z=-1
—r+y=1
3v—y+2z=-3

eliminoimalla ensin x. Jos ensimmaéisestd yhtélosté ratkaistaan z, saadaan

xr = —y — 2z — 1, ja tdmén sijoittaminen kahteen muuhun yhtéloén antaa
204+22=0
-4y —4z=0
ts. on saatu kahteen kertaan sama yhtélé: y + 2z = 0. Témé& onkin ainoa
tuntemattomille y ja z saatava ehto. On siis oltava y = —z, mutta z:n arvo
voidaan valita vapaasti. Merkitdan téata t:114, jolloin siis z = ¢, y = —t
jaxr =—y—2z—1= —t — 1. Yhtédloryhmalld on siis ddrettémén monia
ratkaisuja.
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Yhtiloryhmét 5/6
ESITIEDOT: yhtilot
KATSO MYOs:

Esimerkki 3 yhtédloryhmén ratkaisemisesta

Yhtaloryhméssa
e’ +siny =1

voidaan jalkimmaéisestéd yhtalosta ratkaista x = In(1—siny) ja sijoittaa tima
edelliseen, jolloin saadaan yhtalo

[In(1 —siny)]> +y*> — 1 =0.

Newtonin

Yhtélo on tdmén jilkeen ratkaistavissa Newtonin iteraatiolla. Alkuarvot teraatio

saadaan helpoimmin graafisesti.

Mikali aluksi ratkaistaan y jalkimméisesta yhtélosta tai kumpi tahansa tun-

tematon edellisestéd, joudutaan funktioihin, joilla on useita haaroja: y = funktio
arcsin(l—e”), x = /1 — 3% tai y = £/ 1 — 22. (Ks. juuri, arcus-funktiot.) juuri
Sijoitettaessa jiljelld olevaan yht#loon on jokainen haara otettava erikseen —(murtopotenssi)
huomioon, jolloin tehtdva jakautuu osiin. Aluksi esitetty tapa lienee siten juurifunktio
yksinkertaisin. arcus-funktio

Yhtaloryhmé voidaan myos ratkaista kaksiulotteisella Newtonin iteraatiolla,
jota ei kuitenkaan ldhemmin kasitella.
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Yhtiloryhmét 6/6
ESITIEDOT: yhtilot
KATSO MYOs:

Esimerkki 4 yhtédloryhmén ratkaisemisesta

Yhtéloryhma
22+ 9> —22=0
r+y—z=1

ratkeaa helpoimmin sijoittamalla jalkimméisestd yhtalostd z = x +y — 1
edelliseen:

4yt =22 -2y+2=0 eli (x—1)*+(y—1)*=0,

minké ainoa reaalinen ratkaisu on x = y = 1, jolloin myo6s z = 1. Komplek-
sisia ratkaisuja etsittéessd voidaan esimerkiksi y valita vapaasti, minka jal-
keen x voi saada kaksi eri arvoa, vastaavasti z.
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Epiyhtalot 1/7
ESITIEDOT: yhtilot
KATSO MYOs:

Epayhtalo

Epayhtalolla tarkoitetaan ehtoa, missé kahdesta lausekkeesta toinen on suu-
rempi tai mahdollisesti yhtd suuri kuin toinen: f(z) < g(x), f(z) < g(x).
Merkit voidaan luonnollisesti kirjoittaa myos toisinpédin: g(x) > f(z),
g(z) > f(x). Tuntemattomia on vahintddn yksi (kuten edelld), mutta voi
olla useampiakin. Naméa on luonnollisimmin ajateltava reaalisiksi, koska
kompleksilukuja ei voida jérjestdéd suuruusjérjestykseen. kompleksiluku

Esimerkkejé:

20 — 3 > 0; =22 <zx—2 vyt > 2.
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Epiyhtalot 2/7
ESITIEDOT: yhtilot
KATSO MYOs:

Epayhtaloiden ratkaiseminen
Epéayhtéloiden ratkaisumenettelyt ovat kahta tyyppia:

1) Epayhtélod kasitelladn kuten vastaavaa yhtalod: Siirretédén termejd puo-
lelta toiselle, kerrotaan tai jaetaan puolittain vakiolla tai lausekkeella. Ero-
na yhtéaloon ndhden on talloin, ettd kertominen tai jakaminen negatiivisella
luvulla tai lausekkeella kdéntéaé erisuuruusmerkin suunnan. Esimerkiksi

—2r <10 =— x> —5.

Erityisesti tdmé& on huomattava lausekkeella kerrottaessa: Jos lausekkeen
merkkié ei tunneta — esimerkiksi se sisédltdd tuntemattoman — silld ei
yleensd kannata kertoa. Jos tdmé kuitenkin tuntuu tarpeelliselta, joudu-
taan lasku jakamaan kahtia: positiiviseen ja negatiiviseen tapaukseen. Esi-
merkkejd edempéné.

2) Toisena menettelynd on saattaa epayhtdlé ensin muotoon f(x) > 0 ja
tutkia sitten funktion f(x) kdyttaytymistd, erityisesti merkinvaihtoja. T&l-
16in joudutaan aluksi etsiméén funktion nollakohdat, ts. ratkaisemaan vas-
taava yhtalo f(z) = 0. Lisdksi merkinvaihto on mahdollinen funktion f
epéjatkuvuuskohdissa.

Merkinvaihtoja tutkittaessa on funktion f lauseke pyrittdva sopivasti pa-
loittelemaan. Jos esimerkiksi funktio on muotoa

_ 0@)p(@)
o) = SR,

on yleensi helpointa tutkia erikseen funktioiden g1, go ja h merkkeja eiké
niinkdan koko funktiota f. Graafisten esitysten piirtdminen auttaa hahmot-
tamaan tilannetta.
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Epiyhtalot 3/7
ESITIEDOT: yhtilot
KATSO MYOs:

Esimerkki 1 epayhtaloista

Olkoon ratkaistavana epayhtalo

x2—|—3:c—7>1
x2+2 '

Koska nimittiji 22 + 2 on kaikilla arvoilla  positiivinen, epiyhtilé voidaan
kertoa silld puolittain, jolloin saadaan 2% + 3z — 7 > 22 + 2 eli 3z > 9.
Jakamalla positiiviluvulla 3 saadaan x > 3.

Samaan tulokseen padstéaédn siirtamalla kaikki termit ensin yhtéldisyysmer-
kin vasemmalle puolelle ja sieventdmaéllé, jolloin epédyhtalé saa muodon
3r —9
—— > 0.
x? 42

Koska nimittdja on aina positiivinen, riippuu lausekkeen merkki vain osoit-
tajasta. Taméa on positiivinen, jos z > 3.
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Epiyhtalot 4/7
ESITIEDOT: yhtilot
KATSO MYOs:

Esimerkki 2 epayhtaloista

Epéayhtélo

22—t <ax—2
voidaan kirjoittaa 22 —22% — 242 < 0, jolloin joudutaan tutkimaan polyno-
mifunktion f(z) = x®—22? —z+2 kilyttdytymistd. TAmin nollakohdat ovat
r1 = —1, o = 1 ja x3 = 2. Koska polynomifunktio on kaikkialla jatkuva, ei
muita merkinvaihtokohtia voi olla.

Piirtdmalla kuvaaja, sijoittamalla funktioon nollakohtien vélissé olevia ar-
voja tai polynomifunktioiden yleisten ominaisuuksien perusteella voidaan
paatelld, ettd funktio saa negatiivisia arvoja, kun r < —1jal < x < 2.
Epéayhtélon ratkaisu on siten x < —1 tai 1 < x < 2.

Toisena ratkaisuvaihtoehtona on jakaa alkuperédinen epéayhtélod aluksi teki-
jalla © — 2. Jos jakaja on positiivinen, ts. x > 2, paddytddn epayhtaloon
2? < 1; jos x < 2, epéyhtéld on 22 > 1.

Edellisessé tapauksessa olisi —1 < x < 1, mutta tdmaé ei tayta ehtoa z > 2,
eiké ratkaisuja siis ole.

Jalkimmaisessa tapauksessa tulee olla x < —1 tai x > 1. Kun tdmé yhdiste-
tadn rajoitukseen r < 2, saadaan x < —1 tai 1 < x < 2. Liséksi epayhtélo
toteutuu yhtalona, jos x = 2.
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Epiyhtalot 5/7
ESITIEDOT: yhtilot
KATSO MYOs:

Esimerkki 3 epayhtaloista
Murtoepéayht&lo ,
x - jxx—l— 10 >0
voidaan ratkaista tutkimalla erikseen osoittajan ja nimittdjan merkkeja.

Osoittajan nollakohdat ovat x7; = 2 ja x9 = 5. Kyseessi on toisen asteen
polynomi, jonka kuvaaja on ylospéin aukeava paraabeli. Nollakohtien vilissa
arvot ovat siis negatiivisia, ulkopuolella positiivisia.

Nimittdjan nollakohdat ovat vastaavasti x3 = —3 ja x4, = 3. Kuvaaja on
alaspéin aukeava paraabeli, jolloin arvot nollakohtien vélissa ovat positiivi-
sia, ulkopuolella negatiivisia.

Osoittajan ja nimittdjin merkeistd saadaan seuraava kuvio:

Nk
_|____
[—[+ +]-
23 5

osoittaja +
nimittaja —
murtolauseke —

A+
|+
|+

+
+
_|_

[+

Epéayhtéalon ratkaisu on télloin —3 < x < 2 tai 3 < x < 5. Yhtasuuruus
ei luonnollisestikaan saa olla mukana niissé pisteissé, jotka ovat nimittdjan
nollakohtia.

Esimerkin epayhtélé voidaan myos ratkaista kertomalla se puolittain nimit-
tajalla. Talloin on otettava huomioon nimittdjan merkki. Koska nimittaja
on positiivinen alueessa —3 < x < 3, saadaan kertomisen jélkeen epayhtalo
2?2 — 7z 4+ 10 > 0. Sen ratkaisuna on —3 < x < 2, kun otetaan huomioon
rajoitus —3 <z < 3.

Alueessa © < —3 tai x > 3 kdantdd nimittdjalla kertominen epayhtilon
erisuuruusmerkin ja saadaan 2% — 7z + 10 < 0. Témén ratkaisuna tarkastel-
tavana olevassa alueessa on 3 < z < 5.

Kaikkiaan paadytédan siis samaan tulokseen kuin edellé.
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Epéayhtilot
ESITIEDOT: yhtilot
KATSO MYOs:

6/7

Esimerkki 4 epayhtaloista

Trigonometrinen epéyht&lo
cos’ x —sin®x > 0

voidaan ratkaista kahdellakin tavalla.

Vasen puoli voidaan hajottaa kahden tekijan tuloksi, jolloin saadaan (cos z+
sinx)(cos z — sinz). Tekijoiden merkkien tutkimiseksi on ensin ratkaistava
trigonometriset yhtélét cosx + sinx = 0 ja cosz — sinz = 0. Trigono-
metrian kaavojen perusteella ndmé saadaan muotoon cosz = cos(§ + )
ja cosx = cos(§ — x), joista seuraa nollakohdiksi x = £m/4 + nm, missé
n on kokonaisluku. Tutkimalla kummankin tekijan merkit alueella [—m, 7],
saadaan seuraava kuvio:

cosx +sinx

cosx —sinx

cos? x — sin’z

Ottamalla lisdksi huomioon sini- ja kosinifunktioiden jaksollisuus (jaksona
27) saadaan epdyhtidlon ratkaisuksi —7/4 4+ nr < x < 7/4+nmw, n € Z.

Toisena vaihtoehtona on kirjoittaa epdyhtéalon vasen puoli kaksinkertaisen
kulman kosinin kaavan avulla uuteen muotoon: cos2x > 0. T&lloin tulee
olla —7/2 4+ 2nm < 2z < 7/2 4 2n7, mistd kakkosella jakamalla péasstaan
samaan ratkaisuun kuin edelli.

Kumpaa tahansa tapaa kéytettidessd on funktioiden kuvaajien piirtdmisesté
suurta apua.
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Epiyhtalot T/7
ESITIEDOT: yhtilot
KATSO MYOs:

Esimerkki 5 epayhtaloista

Epdyhtilod x? + y* > 2 eli f(z,y) = 22 + y*> — 2 > 0 vastaava yht#lo on
22 4+ y> — 2 = 0. Téami esittdi origokeskistd ympyrid, jonka side on v/2.
Jatkuva kahden muuttujan f(z,y) vaihtaa merkkinsd tdtd ympyriviivaa
ylitettdessd. On ilmeisté, ettd ympyran sisédpuolella funktio saa negatiivisia
arvoja, ulkopuolella positiivisia. Epdyhtalon ratkaisun muodostavat siis ne
pisteet (z,y), jotka sijaitsevat ympyraviivalla tai sen ulkopuolella.
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Funktiokisite 1/6
ESITIEDOT:
KATSO My0s: reaalifunktiot, joukko-oppi

Funktiokisitteen méairittely

Funktio f joukosta A joukkoon B tarkoittaa sidéantod, joka jokaiseen joukon
A alkioon liittd4 jonkin alkion joukosta B. Yleensd merkitdéan f: A — B.

Jos x on joukon A alkio (merkitdén x € A) ja y tdhédn liittyva joukon B
alkio (y € B), merkitddn y = f(z) ja sanotaan, ettd funktio f kuvaa alkion
x alkiolle y tai ettd y on alkion x kuwva funktiossa f.

Joukko A on funktion f ldhtdjoukko eli madrittelyjoukko ja B sen maali-
joukko.

Joskus kdytetadn sanaa kuvaus synonyymina funktiolle. (Toisinaan silla voi
kylld olla myos hieman funktion késitteestd poikkeava merkitys.)

A f B

Funktion 14ht6- tai maalijoukon ei tarvitse olla lukujoukko. Varsin luon-
nollinen joukkotyyppi on vaikkapa vektorijoukko. Varsinkin lukujoukkojen
tapauksessa funktio annetaan usein ilmoittamalla sen lauseke, mutta mui-
takin mahdollisuuksia on.
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Funktiokisite 2/6
ESITIEDOT:
KATSO My0s: reaalifunktiot, joukko-oppi

Esimerkkeji funktioista

1) Olkoon A kaikkien Suomen kansalaisten joukko ja B sellaisten 11 merkin
jonojen joukko, jotka ovat muodollisesti oikeita henkilotunnuksia. Saanto,
joka jokaiseen Suomen kansalaiseen liittd4 hénen henkil6tunnuksensa, on
funktio.

2) Olkoon A = B = R (reaalilukujoukko). Funktio f : A — B voidaan
midritelld asettamalla f(x) = 22, jolloin jokaiseen reaalilukuun z liitetdin
sen nelio.

3) Olkoon A reaalilukujoukko kuten edelld, mutta B ei-negatiivisten reaali-
lukujen joukko (merkitdan usein B = R, ). Funktio f : A — B mééritellaéin
samoin kuin edelld: f(z) = z%. Vaikka sdénto onkin sama, pidetiifin titi eri
funktiona kuin edellisessé kohdassa, koska maalijoukko on valittu eri tavoin.

4) Olkoon A = B = N (luonnollisten lukujen joukko). Funktio f : A — B
voidaan méaéritelld myos seuraavasti:

L,
f(2) =1,
f(n)=f(n—1)+ f(n—2), kunn > 3.

Madrittelyd kutsutaan rekursiiviseksi, koska esimerkiksi f(5) on mééritelty
arvojen f(4) ja f(3) avulla ja ndmé& on edelleen palautettava arvoihin f(2)
ja f(1). (Funktion f arvoja kutsutaan Fibonacci'n luvuiksi.)

5) Olkoon laht6joukkona xy-taso, ts. reaalilukuparien joukko. Tdll6in merki-
tain A = R% Maalijoukko olkoon B = R. Midritell#éin funktio f : A — B,
joka jokaiseen xy-tason pisteeseen liittii eréifin lukuarvon: f(z,y) = 22 — 1>
Tamé on esimerkki kahden muuttujan funktiosta.

6) Vastaavaan tapaan voidaan madritelld usean muuttujan funktio f : R" —
R asettamalla vaikkapa f(z1, 22, ..., 2,) = 23+23+- - -+22. Téssionn > 1.

7) Olkoon A = R ja olkoon B kolmiulotteisten vektoreiden joukko. Yhtélo
r(t) =costi+sintj+tk

madrittelee téalloin vektoriarvoisen funktion r : A — B. Funktion voidaan
katsoa esittdvan ruuviviivaksi kutsuttua avaruuskayraé.
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Funktiokiisite 3/6
ESITIEDOT:
KATSO My0s: reaalifunktiot, joukko-oppi

Surjektio, injektio, bijektio

Funktion f : A — B maalijoukon B jokaisen alkion ei tarvitse olla 1dhto-
joukon jonkin alkion kuva. Ne maalijoukon alkiot, jotka todella ovat kuvia,
muodostavat kuvajoukon; tata merkitddn f(A). Samalle kuvajoukon alkiolle
voi kuvautua useampiakin ldhtojoukon alkioita.

Jos kuvajoukko on sama kuin maalijoukko, ts. jokainen maalijoukon alkio
on ainakin yhden alkion kuva, sanotaan, ettd funktio on surjektio.

Jos jokainen maalijoukon alkio on enintdén yhden alkion kuva, funktiota
sanotaan injektioksi.

Jos jokainen maalijoukon alkio on tédsmaélleen yhden alkion kuva, ts. funktio
on seké surjektio ettd injektio, sanotaan, ettd se on bijektio. Bijektiossa siis
jokaista lahtojoukon alkiota vastaa yksi maalijoukon alkio ja ka#dntéen.

Esimerkiksi: Olkoon R reaalilukujoukko ja R ei-negatiivisten reaalilukujen
joukko. Jos f(x) = x?, niin

f : R — R ei ole surjektio eikd injektio,

f R — R, on surjektio, mutta ei injektio,

f Ry — R ei ole surjektio, mutta on injektio,

f Ry — R, on seké surjektio ettd injektio, ts. bijektio.
A B A B A B
o © o——>o o——f>o
O o] o (@) (o] o
e} (e} o [¢] O (e]
o) e} O 0] O
o ° o o o

O

injektio, surjektio, bijektio
ei surjektio ei injektio
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Funktiokisite 4/6
ESITIEDOT:
KATSO My0s: reaalifunktiot, joukko-oppi

Yhdistetty funktio

Olkoon funktion f maalijoukko sama kuin funktion g lahtéjoukko: f: A —  joukko
B, g : B — C'. Talloin voidaan muodostaa naistéa yhdistetty funktio h : A —

C' asettamalla h(z) = g(f(z)) kaikilla z € A. Alkio € A siis kuvataan alkio
ensin funktiolla f joukkoon B alkiolle f(z) ja tdmé edelleen joukkoon C'
funktiolla g.

Yhdistettya funktiota merkitéddn h = g o f.

Olkoon esimerkiksi yhdistettavané funktiot f ja g, f(z) = 2z + 1, g(x) =
23; kummankin 1iht6- ja maalijoukko olkoon R. Nimi voidaan yhdistid
kahdella tavalla: h = go f, k = f o g. T&lléin on

W) = g(f(x) = 920 +1) = 22+ 1)° ja
k() = fg(0) = f(a?) = 2% + 1.

Tulokset eivat siis ole samat.
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Funktiokiisite 5/6
ESITIEDOT:
KATSO My0s: reaalifunktiot, joukko-oppi

Kéaanteisfunktio

Jos funktio f : A — B on bijektio, kuvautuu jokaiselle joukon B alkiolle
tasmaélleen yksi joukon A alkio. Télloin voidaan mééritelld funktio g : B —
A asettamalla alkion y € B kuvaksi télle kuvautuva joukon A alkio.

Funktiota ¢ kutsutaan funktion f kddnteisfunktioksi. Merkitisn g = f=1,
jolloin myds g~! = f. Jos siis f ja g muodostavat funktio-kiinteisfunktio
-parin, on y = f(x), jos ja vain jos x = g(y).

Joukon A identtiseksi funktioksi kutsutaan funktiota i : A — A, joka kuvaa
jokaisen alkion itselleen: i(z) = x kaikilla z € A. Jos i4 on joukon A ident-
tinen funktio ja 1 vastaavasti joukon B, pétee em. funktio-kédnteisfunktio
-parista yhdistetyille funktioille g(f(z)) =z eli go f =i ja f(g(y)) = y eli
fog=ig.

Esimerkiksi funktion f(x) = x? kéifinteisfunktio on g(x) = /z, jolloin seki
1aht6- ettd maalijoukkona on ei-negatiiviset reaaliluvut R .
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Funktiokisite
ESITIEDOT:
KATSO My0s: reaalifunktiot, joukko-oppi

6/6

Funktion kuvaaja
Olkoot A ja B reaalilukujoukon osajoukkoja.

Funktion f : A — B kuvaaja muodostuu niistd xy-tason pisteisté, joiden
koordinaatit toteuttavat yhtélon y = f(x), z € A.

Koska jokaista x € A vastaa yksi funktion arvo, sijaitsee jokaisella y-akselin
suuntaisella suoralla (joukon A kohdalla) tdsmélleen yksi kuvaajan piste.
Jos funktio f on jatkuva, muodostuu kuvaajasta yhtendinen kéyra.

Samalla tavoin voidaan muodostaa kahden reaalimuuttujan funktion ku-
vaaja: ne xyz-avaruuden pisteet, jotka toteuttavat yhtélon z = f(x,y). Jos
funktio on jatkuva, kyseessd on kolmiulotteisen avaruuden pinta.
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Reaalifunktiot
EsSITIEDOT: funktiokisite
KATSO MYOS: potenssi, juuret, polynomit, rationaalifunktiot, eksponentti-
funktio, logaritmifunktio, trigonometriset funktiot, arcus-funktiot, hyperbe-
lifunktiot, area-funktiot

1/5

Reaalifunktion kisite; alkeisfunktiot

Reaalifunktioilla tarkoitetaan funktioita, joiden ldhtojoukkona on reaalilu-
kujoukko R tai jokin sen osavili ja jotka ovat reaaliarvoisia, ts. myos maa-
lijoukko on R.

Alkeisfunktioiksi kutsutaan tavallisia koulukurssissa ja yliopistollisissa pe-
ruskursseissa kisiteltyjé reaalifunktioita. Ei ole taysin yksiselitteistéd, mita
niihin eri yhteyksissé luetaan. Varsin luonnollisena voidaan pitda seuraavaa
listaa:

itseisarvofunktio,

potenssifunktiot,

polynomit,

rationaalifunktiot,

eksponenttifunktiot,

logaritmifunktiot,

trigonometriset funktiot,

ndiden kddnteisfunktiot (arcus-funktiot),
hyperbelifunktiot,

néiden kddnteisfunktiot (area-funktiot),
edellisistd yhdistettyinéd funktioina saatavat funktiot.

Funktioita, joita yleensi ei pidetéd alkeisfunktioina, ovat esimerkiksi funk-
tiot, jotka madritelldan jonkin differentiaaliyhtdlon ratkaisuna tai sarjakehi-
telmdn summana. Monia muitakin, jollakin tavoin epédsuoria tapoja voidaan
kayttad funktioiden méaarittelemiseen.
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Reaalifunktiot 2/5
EsSITIEDOT: funktiokisite

KATSO MYOS: potenssi, juuret, polynomit, rationaalifunktiot, eksponentti-
funktio, logaritmifunktio, trigonometriset funktiot, arcus-funktiot, hyperbe-
lifunktiot, area-funktiot

Funktion kasvavuus ja vidhenevyys

Reaalimuuttujan reaaliarvoista funktiota kutsutaan kasvavaksi, jos kaikilla
tarkastelujoukkoon kuuluvilla arvoilla x, x5 péitee

T < Ty — f(.Tl) < f(IEQ)

Jos funktionarvojen vililld ei sallita yhtdsuuruutta, funktio on aidosti kas-
vava:
1 <wy = f(21) < f22).

Ehdot
r1 < Ty = f(x1) > f(z2) ja
r1 <y = f(x1) > f(x2)

merkitsevit vastaavasti, ettd funktio on vihenevd ja aidosti vihenevd.

Terminologia ei ole aivan vakiintunutta. Eri yhteyksissd saatetaan (aidolle)
kasvavuudelle ja (aidolle) vihenevyydelle antaa hieman edellisestd poikkea-
viakin médrittelyja. Voidaan myos kéyttdéd toisenlaisia nimityksié, esimer-
kiksi ei-kasvava, ei-viilheneva. Syy on edelld olevien mééritelmien hieman
erikoisessa piirteessé: Jos funktion arvo on vakio, kyseessd on seké kasvava
ettd viheneva funktio!

Esimerkkeji: Funktio f(z) = z® on aidosti kasvava kaikkialla. Funktio
f(z) = 22 + |x — 1| — |z + 1| + 1 on kaikkialla kasvava, mutta ei aidosti
kasvava, koska se saa vililla [—1, 1] vakioarvon 1.

YA

j:2x+|$—1]—|x+1|+1

>
X
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Reaalifunktiot 3/5
EsSITIEDOT: funktiokisite

KATSO MYOS: potenssi, juuret, polynomit, rationaalifunktiot, eksponentti-
funktio, logaritmifunktio, trigonometriset funktiot, arcus-funktiot, hyperbe-
lifunktiot, area-funktiot

Funktion jaksollisuus; parillisuus ja parittomuus

Reaalifunktio f on jaksollinen, jaksona L # 0, jos kaikilla x on voimassa
flz+ L) = f(x).
Tunnettuja esimerkkejd jaksollisista funktioista ovat trigonometriset funk-

tiot sin x ja cosx, joiden jakso on 27, seké esimerkiksi tan x, jonka jakso on
TT.

Jos funktion jakso on L, silld on jaksona myos jokainen nl, missid n on
kokonaisluku.

Reaalifunktio f parillinen, jos kaikilla = patee f(—z) = f(x), ja pariton, jos
f(=z) = —f(x).
3

Parillisia funktioita ovat esimerkiksi cosx ja |z|, parittomia sin x ja z°.

Ao A g A g A
AT

y YA
VAN
gl ~ >
Rt g S~
parillinen funktio pariton funktio
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Reaalifunktiot 4/5
EsSITIEDOT: funktiokisite

KATSO MYOS: potenssi, juuret, polynomit, rationaalifunktiot, eksponentti-
funktio, logaritmifunktio, trigonometriset funktiot, arcus-funktiot, hyperbe-
lifunktiot, area-funktiot

Reaalifunktion kiaanteisfunktio

Tunnetun funktion f kéénteisfunktio g voidaan usein 16ytéid ratkaisemalla
yhtdlo y = f(z) muuttujan = suhteen. Jos ratkaisu on yksikésitteinen tie-
tyilld arvoilla y, saadaan téstd kddnteisfunktion lauseke muodossa = = g(y).
Esimerkiksi funktio

=2

fla) =T

on maaritelty, kun x # 3. Kaénteisfunktio saadaan ratkaisemalla x yhtélosta

y = f(z):

T —2 3y — 2

Y r—3 v y—1

Ratkaisu on mahdollinen ja tulos yksikésitteinen, jos y # 1. Kaénteisfunktio
on siis médritelty, kun sen argumentti on # 1. Kun tavanomaiseen tapaan
merkitddn funktion argumenttia x, on kdanteisfunktion lauseke

_393—2
-1

g(x) x # 1.

Vaikka ké#nteisfunktio olisi olemassa, ei sille valttamétta saada lauseketta
edelld esitetylld menettelylld. Esimerkiksi funktion

tapauksessa jouduttaisiin ratkaisemaan viidennen asteen polynomiyhtélo
25 — y2? — y = 0, miki ei ole juurilausekkeiden avulla mahdollista. Tis-
td huolimatta ka#dnteisfunktio on olemassa, miké voidaan péételld osoitta-
malla funktio f derivaatan avulla aidosti kasvavaksi. Télloin f on bijektio
R — R ja kéédnteisfunktio siis olemassa. Alkeisfunktioiden avulla muodos-
tettua lauseketta sille ei kuitenkaan saada.
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Reaalifunktiot 5/5
EsSITIEDOT: funktiokisite

KATSO MYOS: potenssi, juuret, polynomit, rationaalifunktiot, eksponentti-
funktio, logaritmifunktio, trigonometriset funktiot, arcus-funktiot, hyperbe-
lifunktiot, area-funktiot

Kaidnteisfunktion kuvaaja

Funktion f kuvaaja muodostuu niisté xy-tason pisteisté (x,y), jotka toteut-
tavat yhtdlon y = f(z). Jos g on funktion f kddnteisfunktio, ovat yhtalot
y = f(x) ja x = g(y) yhtapitavia, jolloin samat pisteet (x,y) toteuttavat
ne.

Kadnteisfunktion kuvaajaa piirrettdessid merkitdin kuitenkin argumentiksi
x ja funktion arvoksi y, jolloin piirrettdvina ovat ne pisteet, jotka toteut-
tavat yhtéalon y = g(x). TAmé poikkeaa edellisesti siten, ettd x ja y ovat
vaihtaneet rooleja, jolloin ka#dnteisfunktion g kuvaaja saadaan peilaamalla
funktion f kuvaaja suorassa y = x.

5

yn o y=[fle) =1

SY=21x
s

2 oy =fN2)
57
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Rationaalifunktiot 1/2
ESITIEDOT: reaalifunktiot, polynomit
KATSO MYOs:

Rationaalifunktion lauseke

Rationaalifunktiot ovat muotoa

missd p(x) ja g(x) ovat polynomeja. Rationaalifunktio ei valttaméatta ole
médritelty kaikilla arvoilla z; pois on jatettdva nimittdjin mahdolliset nol-
lakohdat.

Jos seké osoittajalla ettd nimittdjalla on sama nollakohta x = a, voidaan
lauseke supistaa tekijilld = — a (tai mahdollisesti tdmén korkeammalla po-
ole nimittdjan nollakohta, saadaan méérittelyalue laajennetuksi myos pis-
teeseen z = a. (Jos a supistamisen jilkeen on nimittdjan, mutta ei osoittajan
nollakohta, ei laajennusta saada aikaan. T&lloin seké osoittajalla ettd nimit-
tajalla oli tekijana lausekkeen x — a potenssi, mutta tdmé oli korkeampaa
astetta nimittdjassi.)

Jos rationaalifunktion osoittaja on samaa tai korkeampaa astetta kuin ni-
mittdjé, voidaan suorittaa polynomien jakolasku. Télloin rationaalifunktio
saadaan muotoon () ()
x v(x
r(z) = nr) _ u(z) + —=,
q() q(z)

missid u(x) ja v(z) ovat polynomeja ja v(x) on alempaa astetta kuin jakaja
q(z).
Jos alkuperédisen rationaalifunktion osoittaja on alempaa astetta kuin ni-

mittdjd, on rationaalifunktio jo valmiiksi tédllaisessa muodossa; talloin siis
u(z) = 0 kaikilla z.
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Rationaalifunktiot 2/2
ESITIEDOT: reaalifunktiot, polynomit
KATSO MYOs:

Asymptootit

Rationaalifunktion r(x) = p(z)/q(x) (missd p(x) ja q(z) polynomeja)
asymptootti on suora tai kiyra, jota kuvaaja y = r(z) rajatta lahestyy, kun
xy-tasossa jollakin tavoin siirrytdan ddrettomyyteen.

Nimittdjan ¢(x) nollakohdat ay antavat kuvaajan pystysuorat asymptootit
x = ag. Naissd kohdissa funktion r(x) raja-arvo on 400 tai —oo; mahdolli-
sesti eri puolilta ldhestyttéessa erilainen.

Jos rationaalifunktio r(z) kirjoitetaan muotoon r(x) = u(x) + v(z)/q(x),

(
missé polynomi v(z) on alempaa astetta kuin polynomi ¢(z), on

lim [r(z) —u(z)] = lim v(z)/q(xz)=0.

r—F00 r—+o00
T#lloin rationaalifunktion kuvaaja y = r(z) lahestyy kdyrad y = u(z), kun
r — Fo0.

Jos polynomi u(x) on astetta 0, ts. u(x) = ¢y = vakio, on rationaalifunktion
kuvaajalla vaakasuora asymptootti y = co.

Jos asteluku on 1, on u(z) = c1x + ¢y ja rationaalifunktiolla on vino asymp-
tootti y = c1x + ¢g.

Jos u(x) on korkeampaa astetta, sanotaan, etta rationaalifunktiolla on kdy-
raviivainen asymptootti y = u(x).

Esimerkki: Rationaalifunktiolla

(z) xt =223 + 2%+ 22+ 3 2, 2x +3
r(r) = =2+ ——
22 —2x+1 (x —1)2

on pystysuora asymptootti x = 1 ja kéyrédviivainen asymptootti y = 2.
Kuvaaja:
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Eksponenttifunktio 1/3
ESITIEDOT: reaalifunktiot, potenssi
KATSO MmyOs: logaritmifunktio

Eksponenttifunktion méairittely ja perusominaisuudet
Yleinen eksponenttifunktio exp, : R — R mééritelldan asettamalla

exp,(z) = a”.

Luku a on eksponenttifunktion kantaluku, jonka tulee olla > 0, koska po-
tenssi ei muutoin ole — ongelmitta — maéaéritelty kaikilla reaalisilla ekspo-
nenteilla . Tapaus a = 1 antaa vakiofunktion (= 1) eiké ole mielenkiintoi-
nen.

Usein eksponenttifunktiolla tarkoitetaan tapausta, jossa kantalukuna on Ne-
perin luku e ~ 2.71828. T&ll6in merkitddn e® = exp(x).

Eksponenttifunktion tdrkeimmét ominaisuudet ovat seuraavat:

1. Funktio on méaritelty kaikilla reaalisilla arvoilla x ja se saa arvokseen
kaikki positiiviset reaaliluvut.

2. Funktio on aidosti kasvava, jos a > 1 ja aidosti vdhenevi, jos 0 < a <
1.

3. Potenssin laskusédéntojen perusteella on

a”a® = o™t eli  exp, (1) exp,(we) = exp,(x1 + x2),
(@) = ™ i (expy(a)) = expy(y).

YA YA
y:az y:am
(0,1) .(0,1)
] o> \>
X X
a>1 O<a<l1
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Eksponenttifunktio 2/3
ESITIEDOT: reaalifunktiot, potenssi
KATSO MmyOs: logaritmifunktio

Yleisen eksponenttifunktion lausuminen Neperin luvun avulla

Yleisen a-kantaisen eksponenttifunktion késittely voidaan helposti palaut-
taa e-kantaiseen funktioon logaritmifunktion avulla. Koska e-kantainen eks-
ponenttifunktio ja luonnollinen logaritmi ovat kd#dnteisfunktioita, on a =

e, T4llsin on
a® = (elna>x — ezlna,‘

Taméan avulla voidaan helposti laskea esimerkiksi funktion a” derivaatta,
kun tiedetddn, ettd e-kantaisen eksponenttifunktion derivaatta on se itse:
Yhdistetyn funktion derivoimissdinto antaa

Da* =De*™ =" ng = ¢ Ina.

Samaa ideaa kiyttien voidaan tutkia myos funktiota 2% = e*!»2.
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Eksponenttifunktio 3/3
ESITIEDOT: reaalifunktiot, potenssi
KATSO my0s: logaritmifunktio

Eksponenttifunktio sovelluksissa

Eksponenttifunktion y = e merkitys sovelluksissa perustuu paljolti siihen,
ettéd se toteuttaa differentiaaliyhtélon

y = ky.

Monia ilmi6itd voidaan nimittdin kuvata taméantyyppiselld differentiaaliyh-
talollda. Differentiaaliyhtélod sanotaan ilmion matemaattiseksi malliksi.

Olkoon esimerkiksi p(t) funktio, joka esittdd vdeston suuruutta ajanhet-
kella t. Voidaan ajatella, ettd vieston lisdys Ap lyhyelld aikavililli At on
suoraan verrannollinen olemassaolevan vieston méaéraan ja aikavalin pituu-
teen: Ap = kpAt, missi k on positiivinen verrannollisuuskerroin. Jakamalla
aikavilin pituudella At saadaan

Ap
— = kp.

At P

Koska Ap = p(t+At)—p(t), on vasen puoli vieston suuruutta ajanhetkelld ¢
kuvaavan funktion p(t) erotusosamééré, jolloin saadaan differentiaaliyhtdlo

p'(t) =kpt) eli p =kp,

kun At — 0. Tamé on differentiaaliyhtélo, jonka ratkaisuna on eksponent-
tifunktio p(t) = Ce*’; tiissi C' on miki tahansa vakio.

Eo. differentiaaliyhtéloéa kutsutaan vaestonkasvun eksponentiaaliseksi mal-
liksi. Sellaisena se on luonnollisesti darimmaéisen yksinkertainen, koska esi-
merkiksi kuolleisuuteen ei ole kiinnitetty mitdin huomiota, ei myoskédan po-
pulaation kasvaessa yha rajallisemmiksi muuttuviin ympéaristoresursseihin
kuten saatavilla olevaan ravintoon yms.

Samantyyppiseen malliin paédstééin tarkasteltaessa aineen radioaktiivista ha-
joamista. Hajoavien atomien méard Am on suoraan verrannollinen aineen
madradn kyseiselld hetkelld m(t) ja tarkasteltavan aikavilin pituuteen At.
Siis: Am = —kmAt. Miinusmerkki aiheutuu siité, ettd Am merkitsee aineen
viahenemisté ja on siis negatiivinen; kerroin k oletetaan positiiviseksi.

Samaan tapaan kuin edelld tastd paadytdan differentiaaliyhtédloon m’ =
—km, jonka ratkaisu on m = Ce . Tissda C on vakio, joka riippuu ai-
nemédrasta tarkastelun alkuhetkelld. Verrannollisuuskerroin k on aineelle
ominainen vakio (vastaten puoliintumisaikaa).
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Logaritmifunktio
ESITIEDOT: reaalifunktiot, eksponenttifunktio
KATSO MYOs:

1/4

Logaritmifunktion méiéirittely

Eksponenttifunktio exp,(z) = a®, missd a > 1, on mééritelty kaikilla re-
aaliarvoilla z, on aidosti kasvava ja saa arvoikseen kaikki positiiviset reaa-
liarvot. Talloin kyseessd on bijektio R — R, ja silld on kédénteisfunktio
R, — R. (R = positiiviset reaaliluvut.)

Kéanteisfunktiota kutsutaan a-kantaiseksi logaritmiksi ja merkitdan log,.
Siis

y =exp,(r) =a® < x=log,v.
Jos erityisesti kantalukuna on Neperin luku e, puhutaan [uonnollisesta lo-

garitmista, jota merkitddn In. Jos kantalukuna on 10, kyseessd on Briggsin
logaritmi merkintéané yleensé lg.

Vastaava padttely kuin edelld voidaan tehdd myos tapauksessa 0 < a < 1.
Ainoana erona on, ettd eksponenttifunktio exp, ei talléin ole aidosti kasvava
vaan vihenevéa. Téllaisia logaritmifunktioita ei kuitenkaan yleensé kayteta.

Jos a > 1, on logaritmifunktio aidosti kasvava; jos 0 < a < 1, niin aidosti
viheneva.

Koska a® = 1 ja a! = a, on kantaluvusta a riippumatta
log,1=0 ja log,a=1,

ts. 'ykkosen logaritmi on nolla’ ja kantaluvun logaritmi on yksi’.

(A

= log, x

a>1
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Logaritmifunktio 2/4
ESITIEDOT: reaalifunktiot, eksponenttifunktio
KATSO MYOs:

Logaritmin laskusidinnot

Olkoon y; = a™, yo = a** ja y = a”. Tall6in on x; = log, y1, 2 = log, y> ja
x = log, y. Eksponenttifunktion laskusaannot

amlaxg — amlJra:g ja (aa:)b — abx

saavat talloin muodon yiy, = a'°%a¥1H198av2 ja b = gP1°8a¥  Muodostamalla
kummastakin puolesta a-kantainen logaritmi saadaan logaritmin laskusddn-
not:

log, (192) = log, y1 +1og, v ja log,(y") = blog, y.

Yhdistamélld sdannot saadaan osamédran logaritmille
log,(y1/y2) = log,(y195 ') = log, y1 — log, v

Mika tahansa logaritmi on helposti palautettavissa luonnolliseen logarit-
miin. Koska eksponenttifunktio ja logaritmifunktio ovat kééanteisfunktioita,
on a'°8«? = x, mistd saadaan ottamalla luonnollinen logaritmi kummasta-
kin puolesta

(log, z)(Ina) = Inz. Siis
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Logaritmifunktio 3/4
ESITIEDOT: reaalifunktiot, eksponenttifunktio
KATSO MYOs:

Eksponentti- ja logaritmiyhtilot

Eksponentti- ja logaritmiyhtéloitd saattaa olla mahdollista ratkaista las-
kusdéantoja kayttden. Yleensd ne kuitenkin ovat sellaisia transkendenttiyh-
taloita, joissa ainoa mahdollisuus on numeerinen ratkaiseminen esimerkiksi
Newtonin iteraatiota kayttéen.

1) Yhtdls
4° 4477 =52

voidaan ratkaista kertomalla se ensin tekijalla 4%, jolloin saadaan toisen
asteen yhtalo tuntemattomana 4%:

(4°)* = 24" +1=0.

Talla on juuret 4 = 2 ja 47 = % Ottamalla kummastakin puolesta 2-
kantainen logaritmi saadaan x = % ja xr = —%.
2) Yhtilo

log, 2+ 2 =log,(1 — x)
voidaan logaritmin laskusédéntéjen avulla sieventdd muotoon

l1—=x
2

=2

log,

Jotta esiintyva z-kantainen logaritmifunktio olisi mééritelty, on ilmeisestikin
oltavax >0,z #1jal—x>0.

Ottamalla kummastakin puolesta x-kantainen eksponenttifunktio saadaan
toisen asteen yhtdlo 1(1 — z) = 2. Témén juuret ovat = —1 ja z = 1,

joista vain jalkimmaé&inen tdyttdd madrittelyehdot. Ainoa ratkaisu on siis
r=1/2.
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Logaritmifunktio 4/4
ESITIEDOT: reaalifunktiot, eksponenttifunktio
KATSO MYOs:

Logaritmifunktion historiaa

Logaritmit keksi skotlantilainen kartanonherra John Napier (Neper) 1500-
luvun lopussa. Tulokset hin julkaisi vuonna 1614. Ideoita kehitti edelleen
englantilainen Henry Briggs, jonka kirja logaritmitauluineen ilmestyi 1624.
Samoihin ideoihin johtui myos heidén aikalaisensa alunperin sveitsildinen
kelloseppa Jobst Biirgi.

Tavoitteena oli helpottaa mm. téhtitieteen numerolaskuja, erityisesti kerto-
ja jakolaskuja seké potenssiinkorotuksia.

Idea perustuu kertolaskun muuntamiseen yhteenlaskuksi, jakolaskun vihen-
nyslaskuksi ja potenssiinkorotuksen kertolaskuksi edella esitettyjen kaavojen
avulla:

log(zy) = logz + logy, log(z/y) =logz —logy ja log(z®) = blog .

Téata varten tarvittiin logaritmitaulut, joista voitiin 10ytda annetun luvun
logaritmi ja kdédntden annetun logaritmin perusteella vastaava luku.

Logaritmitauluja kiytettiin numeeristen laskujen suorittamiseen 1970-luvun
alkuun saakka, jolloin elektroniset laskimet syrjayttivit ne. Vield 60-luvulla
jokainen lukiolainen perehtyi logaritmitaulujen kayttoon.

Mikali laskujen tarkkuusvaatimus ei ollut kovin suuri — noin kolme merkit-
sevidd numeroa riitti — kéytettiin logaritmitaulujen sijasta laskuviivainta.
Tamékin perustuu logaritmien kdyttoon, mutta luvun ja sen logaritmin vé-
linen muunnos on korvattu valmiilla asteikolla ja logaritmien yhteen- tai va-
hennyslaskua vastaa laskuviivaimen kielen siirto. Taskulaskimien tulo siirsi
laskuviivaimetkin historiaan.

Ennen logaritmien keksimista oli numeerisissa laskuissa kédytossé toinen sa-
mantyyppinen idea. Trigonometrian kaava

cosacos 3 = %[cos(a + B) + cos(a — 3)]

nimittdin muuntaa myos kertolaskun yhteenlaskuiksi. Tulontekijit on ensin
kosinitaulukon avulla tulkittava kulmien o ja ( kosineiksi, minka jélkeen
saadaan taulukosta kulmien o + § ja o — 3 kosinit. Tulo on puolet néiden
summasta. Tulontekijit on aluksi skaalattava sopivasti. Menettelyd kéay-
tettiin 1500-luvulla tahtitieteessd. Kayttajista merkittdvimpié oli tanskalai-
nen Tycho Brahe, jonka laskumenettelyihin tutustuminen osaltaan johdatti
John Napierin kehittdmaéan logaritmit.
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Trigonometriset funktiot 1/7
ESITIEDOT: reaalifunktiot
KATSO MYOS: trigonometrian kaavat, kolmio, kulma

Trigonometriset funktiot suorakulmaisessa kolmiossa

b

Olkoon « suorakulmaisen kolmion terava kulma, a tdmén vastainen kateetti, kolmio
b viereinen kateetti ja ¢ kolmion hypotenuusa. Kulman « trigonometriset kulma (teriva)

funktiot madritelladn seuraavina sivujen suhteina: kateetti
hypotenuusa
sini: vastaisen kateetin suhde hypotenuusaan eli sina = a/c; funktio
kosini: viereisen kateetin suhde hypotenuusaan eli cosa = b/c;
tangentti: vastaisen kateetin suhde viereiseen eli tan o = a/b;

kotangentti: viereisen kateetin suhde vastaiseen eli cot a« = b/a.

Trigonometrisia funktioita on kaksi muutakin, mutta suorakulmaisen kol-
mion késittelyyn riittavat edelld olevat.

Koska suorakulmaisen kolmion terédva kulma o on vililld 0° < o < 90°,
antaa edelld oleva funktioiden méérittelyn vain talla vélilla.

Pythagoraan

Pythagoraan lauseen mukaan on a? + b* = ¢2, jolloin e

— 4+ —=1 eli sin*a+cos’a=1.

(Yleisesti on tapana kirjoittaa sin® a merkityksessi (sin a)?. Jilkimméinen
tapa saattaisi kylla olla johdonmukaisempi.)

Jos suorakulmaisen kolmion toinen terdvéa kulma on «, niin toinen on 90°—a.
Edelléd kaytetyin merkinnoin on talléin

sin(90° — a) = b/c =cosa ja tan(90° — ) =b/a = cot«

kulma

ts. kulman « kosini on sama kuin komplementtikulman 90° — « sini, samoin .
) (komplementti-)

kotangentti on komplementtikulman tangentti.
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Trigonometriset funktiot 2/7
ESITIEDOT: reaalifunktiot
KATSO MYOS: trigonometrian kaavat, kolmio, kulma

Trigonometristen funktioiden tarkeit arvot

Antamalla kolmion muuntua siten, ettd o — 0° tai a — 90°, saadaan
trigonometrisille funktioille arvot

sin0° = cos90° = 0,
sin90° = cos0®° = 1,
tan0° = cot90° = 0.

Kulmien 30°, 45° ja 60° trigonometristen funktioiden arvot voidaan helposti
laskea nelion ja tasasivuisen kolmion avulla. Pythagoraan lauseen perusteel-
la nelion livistdjan pituus on v/2, jos sivun pituus on 1. Samoin on tasasi-
vuisen kolmion korkeusjana v/3, jos sivun pituus on 2 ja sivun puolikas siis
1.

[¢]
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Trigonometriset funktiot 3/7
ESITIEDOT: reaalifunktiot
KATSO MYOS: trigonometrian kaavat, kolmio, kulma

Trigonometristen funktioiden yleinen maiairittely

Mielivaltaisen kulman o trigonometriset funktiot méaéaritelladn yksikkoym-
pyran avulla.

Yksikkoympyra on origokeskinen ympyré, jonka sdde on = 1. Kulma « si-
jaitsee siten, ettd sen kérki on origossa ja oikea kylki (alkukylki) positii-
visella x-akselilla. Jos vasen kylki (loppukylki) yhtyy oikeaan kylkeen, kul-
man suuruus on = (. Kulma kasvaa, kun loppukylki kiertyy positiiviseen
kiertosuuntaan, so. vastapéivadn. Kylki voi kiertyé useita kierroksia, jolloin
saadaan miten suuria kulmia tahansa. Vastaavasti negatiiviseen suuntaan
(myotapéivadn) kiertyminen merkitsee kulman pienenemisté ja negatiivisia
kulmia.

Kulman « suuruus mitataan yleensé radiaaneissa puhuttaessa yleisisté tri-
gonometrisista funktioista.

Kulman « kiertyvé loppukylki kohdatkoon yksikkéympyran pisteessé (x,y).
Kuuden trigonometrisen funktion mééritelmét ovat téalloin seuraavat:

sini: sina = y; kosini: cosa = x;
) Yy  sina ) T  coso
tangentti: tana === ; kotangentti: cota = — =
r  cosa y sina
. 1 1 . 1 1
sekantti: secax = — = ; kosekantti: csco = — = —
r  cos« y sina

Jos a on ensimmadisen neljinneksen kulma, so. x > 0, y > 0, yhtyvat si-
nin, kosinin, tangentin ja kotangentin mééritelmét suorakulmaisen kolmion
avulla annettuihin. Yleiset méaritelmét ovat siten aiempien yleistyksia.

Funktiot sini, kosini ja tangentti ovat yleisesti kaytettyja. Kotangentti, se-
kantti ja kosekantti ovat harvinaisempia, mutta varsinkin kahta viimeista
néikee melko paljon amerikkalaisissa oppikirjoissa. Myds monet matemaat-
tiset tietokoneohjelmistot kayttavét niité.
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Trigonometriset funktiot 4/7
ESITIEDOT: reaalifunktiot
KATSO MYOS: trigonometrian kaavat, kolmio, kulma

Trigonomteristen funktioiden perusominaisuudet

Koska yksikkdympyréin yhtilo on 22 + y? = 1, on ilmeisestikin kaikilla kul-  yhtals
milla a voimassa kulma (taso-)
sin a + cos® o = 1.

Madéritelmien perusteella on ilmeisté, ettéd trigonometristen funktioiden ar-
vojen vililla vallitsee yksinkertaisia yhteyksid; tarkeimmét ovat seuraavat:

sin(—a) = —sina; sin(m — a) = sin a;
cos(—a) = cos q; cos(m — a) = — cos ;
sin(m/2 — a)) = cos cos(m/2 — ) = sinq;
tan(—a) = —tanq;

cot(—a) = —cot v;

tan(m/2 — a) = cot cot(m/2 — a)) = tan a.

Néiden hahmottaminen on yksinkertaisinta ajattelemalla tilannetta yksik-
kéympyrassa. Ulkoa opiskeluun tuskin on aihetta.

Z Y
/_\ (cos a,sina) / 77777 -\ (cos v, sin v)
(%_ : aga > . § @ \ >
YA (cota, 1)

Sini, tangentti, kotangentti ja kosekantti ovat parittomia funktioita, kosini pariton (funktio)

ja sekantti parillisia. Kaikki trigonometriset funktiot ovat jaksollisia, jaksona parillinen

2m. Tangentilla ja kotangentilla on lyhyempikin jakso, nimittain 7. (funktio)
jaksollinen
(funktio)

pii
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ESITIEDOT: reaalifunktiot
KATSO MYOS: trigonometrian kaavat, kolmio, kulma

Trigonometristen funktioiden merkkikaaviot

Trigonometriset funktiot saavat seuraavat merkit yksikkoympyran eri nel-
janneksissé:

sini kosini tangentti
kosekantti sekantti kotangentti
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ESITIEDOT: reaalifunktiot
KATSO MYOS: trigonometrian kaavat, kolmio, kulma

Trigonometristen funktioiden kuvaajat
Trigonometristen funktioiden kuvaajat nédyttavit seuraavilta:

Y
Y = CoST

Ty =sinx

yn oy =tanx Yyn Yy =-cotwx

I ENNNL
Vi

s
Yn oy =secx Y Y =CSCT
ﬁ\ ﬁ %%ﬂm Wm% i

Sini ja kosini ovat méariteltyjéa kaikilla argumentin x reaaliarvoilla. Muut
funktiot ovat méariteltyja muualla paitsi nimittdjin nollakohdissa. Funk-
tioiden ldhtojoukot ovat siten seuraavat:

sinz, x¢€R; cosx, x€R;
tanz, x# 5+ nm; cotx, x #nm;
secw, T # 5 +nm; cscx, T Fnm.

Funktioiden sini ja kosini arvot ovat vélilld [—1, 1], tangentti ja kotangentti

saavat kaikki reaaliarvot, sekantin ja kosekantin arvot ovat itseisarvoltaan
> 1.
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Trigonometriset funktiot T/7
ESITIEDOT: reaalifunktiot
KATSO MYOS: trigonometrian kaavat, kolmio, kulma

Trigonometristen funktioiden historiaa

Trigonometrian ja trigonometristen kaavojen — funktioita sitovina algebral-
lisina yhtaloind — merkittéava kehitys ajoittuu 1500-luvulle. Huomattavana
nimené kannattaa mainita ranskalainen lakimies Francois Viete, latinalaisit-
tain Franciscus Vieta, jonka harrastuksena oli matematiikka ja joka saavutti
moniakin merkittavid tuloksia.

Trigonometrian historia sindnsé ulottuu paljon kauemmas. Nimitys tarkoit-
taa kolmioiden kulmien mittaamista, jolla on ollut kdyttonsad maanmittauk-
sessa ja téhtitieteessd vanhalta ajalta ldhtien. Trigonometrisina pidettévia
tarkasteluja, joskin ulkon&oltdan meidén trigonometriastamme taysin poik-
keavia, on jo Ptolemaioksen kirjoituksissa 100-luvulla jKr. Lansimaisen tri-
gonometrian ensimméinen merkittéva nimi on Konigsbergissé (nykyadan Ka-
liningrad) syntynyt ja Keski-Euroopassa vaikuttanut Johannes Regiomon-
tanus 1400-luvulla.

Trigonometristen funktioiden teoria kompleksialueelle ulotettuna (mité tés-
sé ei késitelld) on perdisin 1700-luvulta. Kehittdjid ovat ranskalainen Abra-
ham de Moivre ja ennen muuta sveitsildissyntyinen monissa Euroopan mais-
sa tyoskennellyt Leonhard Euler.
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Trigonometrian kaavat 1/6
ESITIEDOT: trigonometriset funktiot
KATSO MYOs:

Ulkoa muistettavat peruskaavat

Trigonometrisia funktioita koskevia kaavoja on paljon. Seuraavassa esite-
tadn tdrkeimmét ja lyhyet ohjeet niiden muistamiseen. Varsinaisesti ulkoa
opeteltavia kaavoja lienee vain kolme: sinin ja kosinin neliosumma on = 1,
sinin ja kosinin yhteenlaskukaavat.

On huomattava, ettd kaavoja usein tarvitaan myds oikealta vasemmalle
luettuina. Jonkin lausekkeen sieventédminen nimittédin saattaa edellyttda sen
tunnistamista jonkin kaavan vasemman tai oikean puolen tyyppié olevaksi.

Sinin ja kosinin méérittely yksikkoympyréan avulla antaa kaikilla kulmilla x
voimassa olevan sinin ja kosinin peruskaavan

sinz +cos?z =1

Vektorialgebraa, 1dhinné skalaari- ja vektorituloa kadyttden saadaan sinin ja
kosinin yhteenlaskukaavat:

sin(x +y) = sinzcosy+ coszsiny
cos(zr +y) = coszcosy—sinxsiny
Vastaavat vihennyslaskukaavat sin(z —y) = ... ja cos(x —y) = ... saadaan

edelld olevista kirjoittamalla y:n paikalle —y ja kdyttamaélla kaavan oikealla
puolella hyviksi sinifunktion parittomuutta ja kosinifunktion parillisuutta.

Jakamalla ndmé kaavat puolittain ja supistamalla oikea puoli lausekkeella
cos x cos y saadaan yhteenlaskukaava tangentille

tanz + tany

tan(z +y) =

1 —tanztany

(Tamén kaavan ulkoa opetteluun tuskin on tarvetta. Kaavan johto, so. sinin
ja kosinin kaavojen puolittainen jakaminen ja senjilkeinen supistaminen on
tehtévissd varsin nopeasti. )
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ESITIEDOT: trigonometriset funktiot
KATSO MYOs:

Helposti johdettavat kaavat

Kaksinkertaisen argumentin kaavat saadaan asettamalla sinin ja kosinin yh-  sini
teenlaskukaavoihin y = x ja kdyttamalld kosinin tapauksessa hyviksi perus- kosini
kaavaa muodossa sin?z = 1 — cos? z ja cos?z = 1 — sin® x:

sin2x = 2sinzcosx

2

cos2x = cosx — sin?

xr=1-—2sin’x =2cos?x — 1

Harvemmin tarvittavia ovat seuraavat kaavat:

x T —
sinr +siny = 2sin —2|—y cos 5 Y
. . rT+Yy . T—Y
sinx —siny = 2cos sin

2 2

T+ T —
cosT + cosy = 2cos 5 Y coS 5 Y

.ty . r—y
cosT —cosy = —2sin 5 sin 5

Némé saadaan johdetuiksi sinin ja kosinin yhteenlaskukaavojen avulla seu-
raavaan tapaan: Laskemalla yhteen kaavat

sin(aw + 3) = sinacosf+ cosasin g,

sin( — f) = sinacos 3 — cosasin 3

saadaan
sin(a+ ) + sin(a — ) = 2sina cos .

Sijoittamalla téhin z = o+ § ja y = o — 3, jolloin a = 1(z + y) ja
0 = %(x — y), paddytddn ryhmén ensimmaéiseen kaavaan. Muut saadaan

vastaavasti.

Kaksinkertaisen kulman kosinin kaavoista cos2z = 1 — 2sin?z ja cos 2z =
2 cos? x — 1 saadaan sinin ja kosinin neliét ratkaisemalla,

(1 — cos2x)
(1 + cos2z)

sin?z =

cos’r =

NI N
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Trigonometrian kaavat
ESITIEDOT: trigonometriset funktiot
KATSO MYOs:

3/6

Trigonometristen funktioiden lausuminen toistensa avulla

Miké tahansa trigonometrinen funktio voidaan lausua minké tahansa muun
trigonometrisen funktion avulla. Namé& kaavat voidaan johtaa kayttamél-
14 edella johdettuja kaavoja hyvéksi, mutta helpoimmin ne voidaan loytaa
tarkastelemalla sopivaa suorakulmaista kolmiota.

Olkoon esimerkkind muiden funktioiden lausuminen tangentin avulla.

Vv1+tan?z

tanx

1

Tarkastellaan suorakulmaista kolmiota, jonka toinen terdvéa kulma on z ja
tdmén viereisen kateetin pituus 1. Vastainen kateetti on talloin tan x tangen-
tin méiritelmin mukaan ja hypotenuusa v/1 + tan? x Pythagoraan lauseen
mukaan. Kolmiosta voidaan lukea suoraan muut trigonometriset funktiot:

tan x 1

_— COSx = — .
V14 tan?z V1+tan?z

sinx =

Padttelysséd on luonnollisestikin 0 < x < m/2. Tulos on kuitenkin pétevi
muillekin kulmille x, kun neli6juurten eteen lisdtdén +-merkit. Siis

tan x 1
_—, cosyr =ft——.
V1 +tan?z V1+tan’z

Kumpi merkki on oikea, riippuu siitéd yksikkoympyran neljinneksesté, missa
kulma x on. Se on siis pédteltdva erikseen jokaisessa yksityistapauksessa
esimerkiksi trigonometristen funktioiden merkkikaavioiden avulla.

sinxy = =+

Samantyyppiselld menettelylld voidaan trigonometriset funktiot lausua
muunkin funktion kuin tangentin avulla. Téall6in on vain valittava sopivasti
sivu, jonka pituudeksi otetaan 1.
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ESITIEDOT: trigonometriset funktiot
KATSO MYOs:

Trigonometriset yhtalot

Trigonometristen yhtaloiden ratkaisemisessa pyritdén yhtalod sieventdméaan
trigonometrian kaavojen avulla. Tavoitteena on esimerkiksi saattaa yhtélo
muotoon sin f(x) = sing(x) tai vastaavaan jonkin muun trigonometrisen
funktion sisdltdvadn muotoon.

Niistd yhtaloistd voidaan pudottaa trigonometrinen funktio pois ottamalla
huomioon funktion symmetriaominaisuudet ja jaksollisuus. Eri funktioiden
tapauksissa tdméa merkitsee seuraavaa:

sina = sin 3 = a=p+2kr tai a=mw— 0+ 2km,
cosa = cos 3 — a=0+2kr tal o= -0+ 2km,
tan o = tan 3 - a =0+ knr.

Symboli k£ tarkoittaa kaikkialla mitd tahansa kokonaislukua.

N N

[ ez \% i \% B

ﬁ/ B+7
-

]V
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Trigonometrian kaavat 5/6
ESITIEDOT: trigonometriset funktiot
KATSO MYOs:

Esimerkki 1 trigonometrisesta yhtéilosti
Yhtalo sin 2z = cos x voidaan ratkaista kahdellakin tavalla.

1) Sinin kaksinkertaisen kulman kaavan avulla yhtélo saadaan muotoon sini

2sin x cos x = cos x, mika ilmeisesti toteutuu, jos cosz = 0 tai sinz = 1

5- kosini

Koska cos(m/2) = 0, vastaa edellinen tapaus yhtéloa cos © = cos(m/2), misté
seuraa r = +7/2 + 2km. Tamé voidaan my6s kirjoittaa muotoon

xr=m/2+ nm.

Luvut k ja n ovat kokonaislukuja.

Koska sin(r/6) = 1, saadaan jilkimméisestd vaihtoehdosta sinz =
sin(7/6), jolloin

r=m/6+2kr tal z=7—m/6+ 2kt =571/6+ 2kn.

Yhden kierroksen alueella on siis seuraavan kuvion mukaiset juuret:

A

A%
4/

2) Yht#lo voidaan vaihtoehtoisesti kirjoittaa muotoon sin 2z = sin(7/2 —x),
jolloin saadaan

2e=n/2—x+2kr tai 2x=7—(7/2—x)+ 2km.
Naiista voidaan ratkaista x:

r=m/6+2kr/3 tai x=m/2+ 2km.

Tulos on sama kuin edella, vaikka juuret onkin ryhmitelty hieman eri tavoin.

Kiveld, 9t niinkuin matematiikka, versio 1.12



Trigonometrian kaavat 6/6
ESITIEDOT: trigonometriset funktiot
KATSO MYOs:

Esimerkki 2 trigonometrisesta yhtéilosti

Yhtils sinz 4+ cos x = v/2 voidaan ratkaista sijoittamalla

cosz =\1—sin’z,

jolloin saadaan juuriyhtélo tuntemattomana sin x. Témén ratkaisu tapahtuu
siirtamalld termejé yhtélosséd sopivasti ja korottamalla saatu yhtélo puolit-
tain nelioon. Seurauksena voi olla (ja onkin) ettd saadaan ylimdériisia juu-
ria, jotka eivét toteutakaan alkuperdistd yhtaloa.

Nelioon korotus voidaan kuitenkin tehd& yksinkertaisemminkin. Korotta-
malla alkuperéinen yhtalo suoraan nelioon saadaan

sin? x + cos?z + 2sinzcosx = 2, mistd seuraa  sin2z = 1.

Télloin 22 = 7/24 2k eli x = 7/4+ kw. Nelioon korotus on télloinkin tuo-
nut mukanaan yliméaréisia juuria. Tarkistus osoittaa, ettéd kelvollisia ovat
ainoastaan arvot

r =m7/4+ 2km.

Ratkaisu voidaan myds perustaa toisenlaiseen ideaan:

Jakamalla alkuperdinen yht&lo luvulla V2 saadaan

1
—sinz +—=cosx =1 eli

V2 V2

T . .
coszsmx—i—smzcosx =1,

mista sinin yhteenlaskukaavan avulla seuraa sin(x + 7/4) = 1. Télloin x +
/4 = w/2 + 2kw, mikd antaa saman ratkaisun kuin edella.
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Arcus-funktiot 1/3
ESITIEDOT: reaalifunktiot, trigonometriset funktiot

KATSO MYOS: trigonometrian kaavat

Arcus-funktioiden maéairitelméit

Trigonometriset funktiot eivit sellaisinaan ole bijektioita eikd niilla siis ole
kaanteisfunktioita. Jos funktioiden mééarittelyjoukkoja kuitenkin sopivasti
rajoitetaan, saadaan bijektiot. Neljan tdrkeimmén funktion osalta on rajoi-
tus tehtédvé seuraavasti:

sin:  [-7/2, n/2] — [-1, 1] ;
cos: [0, 7] — [-1, 1];

tan: | —m/2, 7r/2[—> R ;

cot: 0, 7[ —

Téten rajoitettuina funktiot ovat surjektioita, ts. jokainen maalijoukon piste
on myo0s jonkin méaérittelyjoukon pisteen kuva. Funktioista sin ja tan ovat
aidosti kasvavia, cos ja cot aidosti vahenevié; jokaiselle maalijoukon pis-

teelle kuvautuu siis tdsmélleen yksi lahtéjoukon piste, jolloin funktiot ovat
todellakin bijektioita.
Yn
Y _ L Jy=tanz
I+ y =sinx
i > —
_r L T I T
2 2 2 2
_ﬁ Y = COS T Y= cotx

Télloin funktioilla on ka#dnteisfunktiot. Naita kutsutaan arcus-funktioiksi eli
syklometrisiksi funktioiksi ja merkitdan

arcsin: [—1, 1] — [-7/2, 7/2];
arccos : [—1, 1] — [0, 7 ;
arctan: R — | —7/2, n/2[;
arccot : — 10, 7| .

Funktioiden nimet luetaan arkussini, arkuskosini, jne.

Sana arcus tarkoittaa kaarta. Radiaaneja kiytettidessé kaaren pituus on sa-
ma kuin vastaava yksikkéympyran keskuskulma. Merkintd o = arcsiny on
siis ymmaéarrettava siten, ettd kyseesséd on sinin arvoa y vastaava kaari eli
kulma «. Muut arcus-funktioiden nimet vastaavaan tapaan.
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Arcus-funktiot 2/3
ESITIEDOT: reaalifunktiot, trigonometriset funktiot
KATSO MYOS: trigonometrian kaavat

Arcus-funktioiden kuvaajat; pddhaarat ja sivuhaarat

Arcus-funktioiden kuvaajat ovat seuraavat:

\ yh y:arccotxyé
Y = arccos '

Yy = arcsinx y = arctanx

/
CIEY
| id |

S
T

|

NN oly
8

INIE]

Sinin, kosinin, tangentin ja kotangentin méaérittelyjoukkoja voitaisiin tieten-
kin rajoittaa monella muullakin tavalla, jotta funktioista tulisi bijektioita;
esimerkiksi sinin tapauksessa [r/2, 37/2] — [—1, 1]. T&lloin saatavia
kaanteisfunktioita kutsutaan arcus-funktioiden sivuhaaroiksi. Naiden vasta-
kohtana ’varsinaiset arcus-funktiot’ ovat pdadhaaroja.

Laskimet ja numeeriset tietokoneohjelmat sekd nykyédn yleensd myos
symboliset (lausekkeita kasittelevét) tietokoneohjelmat tarkoittavat arcus-
funktioilla pddhaaraa. Joissakin symbolisissa ohjelmissa arcus-funktio saat-
taa tarkoittaa ’sopivaa’ haaraa; vastuu laskuista jaa téalloin kayttédjélle.
Vanhemmassa kirjallisuudessa funktionnimi (arcsin, jne.) tarkoittaa, ettd
huomioon otetaan kaikki haarat. Jos tarkoitetaan pddhaaraa, pannaan viiva
nimen padlle: arcsin tai arcsin.

Varsinkin amerikkalainen kirjallisuus merkitsee kaanteisfunktion merkinta-
tavan mukaan arcsin z = sin~!  jne. Téssé on siis oltava varovainen: Vaikka
sin?z = (sin )2, niin sin™' o = arcsin x eiki suinkaan 1/ sin .
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Arcus-funktiot 3/3
ESITIEDOT: reaalifunktiot, trigonometriset funktiot
KATSO MYOS: trigonometrian kaavat

Arcus-funktioita koskevia kaavoja

Seuraavassa késitellddn vain arcus-funktioiden péadhaaroja.

Kaéanteisfunktion yleisten ominaisuuksien mukaan on kaanteisfunktio
kaanteisfunktio
sin(arcsiny) = v, arcsin(sinz) = x;
cos(arccosy) = vy, arccos(cos ) = z;
tan(arctany) = y, arctan(tanx) = x;
cot(arccoty) = v, arccot(cot ) =

Tamd edellyttid, ettd muuttuja x tat y on ao. funktion mdadrittelyjoukossa madrittelyjoukko

siten kuin edelld on esitetty.

Vasemmanpuoliset kaavat ovat sikéli ongelmattomampia, ettd jos muuttu-
ja y yleensé sijaitsee siten, ettéd arcus-funktio on mééritelty, niin kaava on
oikea. Oikeanpuolisissa kaavoissa muuttujan z on oltava rajoitetussa mai-
rittelyjoukossa eli pddhaara-alueella — siis esimerkiksi sinin tapauksessa
vélilla [—7/2, 7/2] — jotta kaava olisi voimassa.

Esimerkiksi arcsin(sin(7/6)) = 7/6, mutta jos x = 57/6, onkin laskettava
seuraavasti:

arcsin(sin(57/6)) = arcsin(sin(m — 57 /6)) = arcsin(sin(7w/6)) = 7/6.
trigonometrinen
Tésséd on kaytetty hyvéksi sinin symmetriaa: sinx = sin(m — z). funktio

s . o . ., (symmetria)
Yhdistamaélla arcus-funktioita sopivasti saadaan funktioita, joiden kuvaajat

saattavat nayttdd hieman yllattaviltdkin. Esimerkiksi:

f(z) = arccos(sin x), g(x) = arctan x 4 arctan . :
T
Y YN
™ Y= f(I) s
2 Y=g
‘ >
— J ™ T -3 -1 |1 3
—1
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Hyperbelifunktiot

ESITIEDOT: reaalifunktiot, eksponenttifunktio
KATSO MYOS: trigonometriset funktiot, trigonometrian kaavat

Hyperbelifunktioiden maéarittely

Hyperbelifunktiot eli hyperboliset funktiot méaaritelladn yksinkertaisilla lau-

sekkeilla:
hyperbelisini:

hyperbelikosini:
hyperbelitangentti:

hyperbelikotangentti:

Funktiot ovat kaikilla reaaliarvoilla maériteltyja hyperbelikotangenttia lu-
on oletettava x # 0.

kuunottamatta; tdméan kohdalla

Kuvaajat:

sinhz = (e —e™™);

coshz = 3(e” +e77);

tanh sinh z e2r — 1
anhz = = :
coshz e2r+1’

cosh x e*r 4+ 1
cothx = — = .
sinhz e2*r —1

Hyperbelifunktioita tutki ensimmaéisend sveitsildis-saksalainen Johann

Heinrich Lambert 1700-luvulla.
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ESITIEDOT: reaalifunktiot, eksponenttifunktio
KATSO MYOS: trigonometriset funktiot, trigonometrian kaavat

Ketjukiyra ja katenoidi

Paistadn kiinnitetty vapaasti riippuva ketju ottaa muodon
y = Ccosh(z/C),
missd C' on vakio. Taémén johdosta hyperbelikosinin kuvaajaa usein kutsu-

taankin ketjukdyrdksa. kiyra (taso-)

Ketjukdyran pyorahtidessd x-akselin ympéri syntyy pinta, jota kutsutaan pinta
katenoidiksi. Tadméa on ns. minimipinta, jonka muodon ottaa esimerkiksi
sopivasti tuettu saippuakalvo.
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Hyperbelifunktiot
ESITIEDOT: reaalifunktiot, eksponenttifunktio
KATSO MYOS: trigonometriset funktiot, trigonometrian kaavat

3/4

Hyperbelifunktiot ja trigonometriset funktiot

Hyperbelifunktioiden ja trigonometristen funktioiden vililla vallitsee tietyn-
lainen samankaltaisuus. Tamé& nidkyy mm. funktioita koskevista kaavoista.
Sama koskee funktioiden derivaattoja. Erojakin kuitenkin on. Hyperbeli-
funktiot esimerkiksi eivét ole jaksollisia.

Hyperbelifunktioiden ja trigonometristen funktioiden sukulaisuus tulee tay-
sin ilmeiseksi vasta laajennettaessa funktioiden méaérittely kompleksitasoon.
Talloin hyperbelifunktioistakin tulee jaksollisia. Léhemmin ei asiaa téssa
kasitella.

Hieman epamééraisesti voidaan sanoa, ettd hyperbelifunktiot suhtautuvat
tasasivuiseen hyperbeliin 22 — y? = 1 samaan tapaan, kuin trigonometriset
funktiot suhtautuvat yksikkdympyréin 2 + y? = 1.

pinta-ala t YA

@ )

>
X

y==+vVr2 -1

Jos origo yhdistetddn hyperbelin pisteeseen (z,y) ja yhdysjanan, hyperbe-
linkaaren ja x-akselin rajaamaa pinta-alaa merkitdéan ¢, niin x = cosh(2t),
y = sinh(2¢). Tadm& on osoitettavissa integraalilaskennan avulla.

Vastaava tulos on voimassa myos trigonometrisella puolella: Koska yksik-
kéympyran keskuskulmaa o vastaavan sektorin ala on ¢ = %a, on r =
cos(2t), y = sin(2t).
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Hyperbelifunktiot 4/4
ESITIEDOT: reaalifunktiot, eksponenttifunktio
KATSO MYOS: trigonometriset funktiot, trigonometrian kaavat

Hyperboliset kaavat

Monilla trigonometrian kaavoilla on hyperboliset vastineensa. Namé& ovat
samanmuotoisia kuin trigonometriassa, mutta eréditd merkkieroja esiintyy,
kuten seuraava osoittaa.

Kirjoittamalla funktiot eksponenttifunktion avulla voidaan mekaanisilla las-

kuilla todeta oikeaksi kaava

cosh? z — sinh?z = 1.

Yhteenlaskukaavat saadaan samoin mekaanisilla laskuilla:

sinh(r +y) = sinhzcoshy + coshzsinhy,
cosh(x +y) = coshxcoshy + sinhzsinhy.

Naistd voidaan jatkaa eteenpéin samoin kuin trigonometrian kaavoja joh-
dettaessa.

Hyperbelifunktioiden kéayttokelpoisuus perustuu em. samankaltaisuuteen
trigonometristen funktioiden kanssa. Kummatkin muodostavat kayttokel-
poisen tyokalun mm. integrointitehtéavissa.

Hyperbolisten ja trigonometristen kaavojen samankaltaisuuden tarkempi
analysointi edellyttdd funktioiden tarkastelua kompleksialueella; tdhéan ei
kuitenkaan paneuduta.
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Area-funktiot 1/3
ESITIEDOT: reaalifunktiot, hyperbelifunktiot, eksponenttifunktio, logarit-
mifunktio

KATSO MYOS: arcus-funktiot

Area-funktioiden miaiaritelmit

Hyperbelisini on aidosti kasvava funktio R — R. Silld on t&lloin kéénteis-
funktio R — R. Téata merkitdéan arsinh; luetaan yleensa latinan tapaan area
sinus hyperbolicus. Siis:

y = arsinh x S x = sinhy.

Hyperbelikosini on aidosti kasvava bijektio vain, jos sen méérittelyaluetta
sopivasti rajoitetaan: [0,00[ — [1, 0o[. Téll6in silld on ka#nteisfunktio area
cosinus hyperbolicus arcosh : [1,00[ — [0, o],

y = arcoshr <=  x = coshy.

Méarittelyalue voitaisiin yhtéa hyvin rajoittaa funktion aidosti vahenevéaan
osaan: | — 00, 0] — [1, co[. Tété vastaten saadaan myos kdénteisfunktio, jota
kutsutaan funktion sivuhaaraksi. Sen arvot ovat padhaara-arvojen vastalu-
kuja: — arcosh x.

Hyperbelitangentti on aidosti kasvava bijektio R — | — 1, 1], jolloin silld on

kiaanteisfunktio artanh :] — 1,1 — R,

y =artanhz <=  x = tanhy.

Vastaavaan tapaan voidaan menetelld myos hyperbelikotangentin suhteen.

Nimitys area tarkoittaa erésté pinta-alaa; vrt. hyperbolisten ja trigonomet-
risten funktioiden vertailuun. Tamén johdosta funktionnimien alkuosan tu-
leekin olla ar eikéd arc, vaikka jalkimméistdkin toisinaan nékee. Mink&dan
kaaren (arcus) pituuteen ei funktioiden arvoja nimittdin voida luonnollisel-
la tavalla liittaa.
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Area-funktiot 2/3

ESITIEDOT: reaalifunktiot, hyperbelifunktiot, eksponenttifunktio, logarit-
mifunktio

KATSO MYOS: arcus-funktiot

Area-funktioiden kuvaajat

Area-funktioiden kuvaajat ovat seuraavan nakoiset:

Yn YN
y = arsinh y = arcoshz
9 9 /
—2 PR R
-2 -2 T
y = —arcosh x
YA
y = artanh x
2
9 P %
L2
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Area-funktiot 3/3
ESITIEDOT: reaalifunktiot, hyperbelifunktiot, eksponenttifunktio, logarit-
mifunktio

KATSO MYOS: arcus-funktiot

Area-funktioiden lausuminen logaritmin avulla

Koska hyperbelifunktiot ovat aina lausuttavissa eksponenttifunktion avulla,
voidaan area-funktiot esittda logaritmin avulla.

Ratkaisemalla y yhtdlostd © = sinhy saadaan y = arsinh x. Toisaalta voi-

daan eksponenttifunktion avulla kirjoittaa

r=1e—eY) eli (e¥) —2zxe¥ —1=0,

N[

miké on toisen asteen yhtdlo tuntemattomana e¥. Tamén ratkaisu on e¥ =
x + +vx? 4+ 1. Miinusmerkki ei kelpaa, koska talloin saataisiin negatiivinen
arvo eksponenttifunktiolle. Siis y = In(z + v + 1).

On siis saatu esitys

arsinhz = In(z + vV1+22), z€R.

Vastaavalla tavalla saadaan
arcoshz = In(zx + Va2 —-1), x>1,

ja

1+z

1—2’

artanhz = 11In lz| < 1.
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Lukujonot 1/3
EsITIEDOT: funktiokisite
KATSO MYOS: summa ja tulo, lukujonon raja-arvo, sarjat

Lukujonon kisite

Reaalisella lukujonolla tarkoitetaan perdkkéin lueteltuja reaalilukuja:
ai, Az, 4Ag,... .

Vastaavasti puhutaan kompleksisesta lukujonosta, jos luvut a; ovat komp-
leksilukuja. Yleensé ajatellaan, ettd lukuja on jonossa darettomén paljon.
Lukuja kutsutaan myos jonon termeiksi.

Esimerkiksi
1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, ... ja 1,4, =1, —i, 1, 7, =1, —i, ...

ovat lukujonoja. Edellinen on reaalinen jono, joka muodostuu luvun 2
potensseista, jalkimméinen imaginaariyksikon ¢ potensseista muodostuva
kompleksinen jono.

Itse asiassa lukujono on funktio luonnollisten lukujen joukosta reaali- tai
kompleksilukujen joukkoon, F' : N — R tai F' : N — C. Funktion arvoja
on vain tapana merkitd siten, ettd argumentti esitetdénkin alaindeksiné:
F(1) = a1, F(2) = ay, yleisesti F(k) = a;. Kakkosen potenssit kisittavissi
lukujonossa on siis kyse funktiosta F(k) = 2+,

Indeksoinnin ei valttamatta tarvitse alkaa luvusta 1, vaan yleensé jostakin
lausekkeen kannalta luonnollisesta aloitusarvosta. Funktion F' ldhtéjoukko
voi siis olla luonnollisten lukujen joukko tdydennettyné tai supistettuna joil-
lakin arvoilla. Esimerkiksi kakkosen potenssien muodostama jono voidaan
aivan hyvin esittdi myos muodossa F(k) = a, = 28, k = 0,1,2,3,... .
Toisena esimerkkin olkoon ay = 1/Ink, k =2,3,4,5,....
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Lukujonot 2/3
EsITIEDOT: funktiokisite
KATSO MYOS: summa ja tulo, lukujonon raja-arvo, sarjat

Eksplisiittisesti ja rekursiivisesti méaritellyt lukujonot

Jos lukujono madritelladn antamalla jonon luvulle lauseke indeksin funktio-
na, esimerkiksi
ap=2° tai ap=(1+ )",

sanotaan, ettd jono on méaritelty eksplisiittisest.

Toisena vaihtoehtona on mééritella jono rekursiivisesti, jolloin ilmoitetaan
sopiva médra jonon alkupédén lukuja ja yhtélo, joka kertoo, miten seuraava
luku lasketaan edellisten avulla. Esimerkiksi méarittely

ay =1, aa =1, agpio=ar1+ar, k=1,2,3,... ,

antaa ns. Fibonacci'n luvut 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, ... .
Maérittelyn perusteella on selvaé, ettd ndmaé ovat kaikki kokonaislukuja.

Téamékin lukujono on mahdollista mééaritella myos eksplisiittisesti, vaikka
lausekkeen 16ytaminen ei aivan yksinkertaista olekaan:

k k
Lo 1 VB [1-W5
AV 2 2
Lasketaanpa lauseke milld tahansa indeksin k arvolla, tuloksena on neli6-
juurista huolimatta aina Fibonacci'n luku.
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Lukujonot 3/3
EsITIEDOT: funktiokisite
KATSO MYOS: summa ja tulo, lukujonon raja-arvo, sarjat

Aritmeettinen ja geometrinen jono

Lukujonoa sanotaan aritmeettiseksi, jos jonon kahden perdkkéisen luvun
erotus on vakio:

ay annettu, agpyy =ap+d, k=1,2,3,... .

Eksplisiittisessd muodossa tdmé on ar, = a3 + (k — 1)d, k =1,2,3,... .

Jono on geometrinen, jos kahden perdakkéisen luvun suhde on vakio:
by annettu, Obpyq =qbg, k=1,2,3,... ,

tai eksplisiittisesti by, = ¢*'by, k =1,2,3,... .

Seké aritmeettisen ettd geometrisen jonon tapauksessa voidaan johtaa lause-
ke jonon n ensimmaéisen luvun summalle.

Aritmeettinen summa, so. aritmeettisen jonon n ensimmaéisen termin sum-
ma, on ensimmaéisen ja viimeisen termin keskiarvo kerrottuna termien luku-

maaralla:
n
aj + anp
Sp = E ap = nT
k=1

Geometrinen summa eli geometrisen jonon n ensimmaéisen termin summa
on hieman vaikeammin miellettavissa:

n 1 —on
th=d bi=hiT— ¢#L
k=1 q

Osoittajassa esintyy siis suhdeluku ¢ korotettuna termien lukuméérin mu-
kaiseen potenssiin. Poikkeuksena on tapaus ¢ = 1, jolloin geometrisen jonon
termit ovat kaikki yhté suuria ja siis ¢, = nb;.

Aritmeettinen ja geometrinen summa antavat itse asiassa uudet lukujonot:
S1, S9, S3, ...jaty, to, t3, ... . My0Os s; ja t; ovat madriteltyjéa edelléd ole-
vien lausekkeiden avulla: T&ll6in on ajateltava, ettd merkintéd s, = 211:1 aj
tarkoittaa summaa, joka ei oikeastaan summa olekaan, koska siind on vain
yksi termi, ay; vastaavasti t; = Z;lg:1 by.
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Lukujonon raja-arvo 1/7
EsiTiEDOT: lukujonot
KATso my0s: funktion raja-arvo, Neperin luku e

Esimerkki lukujonon raja-arvosta

Lukujonossa aj, as, as, ... (jossa on &érettomén monta termiid) voivat
luvut ldhestyé jotakin arvoa, kun jonossa edetdén yhéd pidemmélle. Tata
arvoa kutsutaan lukujonon raja-arvoksi ja merkitaan

lim a,,.
n—oo
rekursiivisesti
Esimerkkiné olkoon rekursiivisesti mééritelty jono maaritelty

lukujono
ag =1 _——1—|— S =0,1,2,3
0 N | 2 Ap, 10n, T Ly 4,090,000,

jonka termeilld on seuraavia arvoja:

ao = 10,

a; = 1.5,

ay = 1.359375,

as = 1.39739990234375,
ay = 1.409218280576169,
as; = 1.412744239998656,
ag = 1.413782668086311,
a; = 1.414087309940999,

ag = 1.414176579906956,
ag = 1.414202730117622,
ayp = 1.414210389649588,
a;; = 1.414212633101378,

a;; = 1.414213290195495,
a;3 = 1.414213482654103,
ay = 1.414213539023941,
a;s = 1.414213555534286,
a;s = 1.414213560370054,
a;; = 1.414213561786418,
a;s = 1.414213562201261,
ag = 1.414213562322766,

agy = 1.414213562358354

Namé néyttaisivit lihestyvan lukua v2 ~ 1.414213562373095. Itse asiassa
néin onkin.
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Lukujonon raja-arvo 2/7
EsiTiEDOT: lukujonot
KATso my0s: funktion raja-arvo, Neperin luku e

Lukujonon raja-arvon mééaritelméa

Raja-arvon tésméllinen méérittely merkitsee edelld mainitun ldhestymisen
késitteen tdsmentémista ja tekemista riippumattomaksi siité, miten nopeas-
ti luvut raja-arvoa lahestyvét.

Vaatimuksena on, ettd asetetaanpa miten pieni etdisyyskynnys tahansa, lu-
vut a, tulevat taté etdisyytta lihemméksi raja-arvoa a, kunhan vain jonossa
edetdén kyllin pitkélle.

Mité pienempi etdisyyskynnys asetetaan, sitd pidemmélle jonossa yleensé on
edettéva, mutta jokaista etédisyyskynnysta kohden 16ydetédén jonosta kohta,
josta eteenpéin luvut ovat kynnysarvoa ldhempéna raja-arvoa.

Toisin sanoen: Jokaista etaisyyskynnysté e (> 0) vastaa indeksiraja ng siten,
ettd |a, — al < e, kun n > ng.

Itseisarvolauseke |a,, — a| on téssd syytd mieltdd lukujen a, ja a véliseksi
etédisyydeksi lukusuoralla.

]V

no
Méaritelmé on péteva myos kompleksilukujen tapauksessa. Erotuksen it-

seisarvo voidaan nimittdin mieltda pisteiden a, ja a viliseksi etédisyydeksi
kompleksitasossa.
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Lukujonon raja-arvo 3/7
EsiTiEDOT: lukujonot
KATso my0s: funktion raja-arvo, Neperin luku e

Lukujonon suppeneminen ja hajaantuminen; raja-arvo oo

Jos lukujonolla on eo. ma#ritelméan mukainen raja-arvo, sen sanotaan sup-
penevan eli konvergoivan. Vastakohtana on jonon hajaantuminen eli diver-
gotminen. T&ll6in jonolla ei ole maaritelmén mukaista dérellistd raja-arvoa.
Hajaantuvia jonoja ovat esimerkiksi a,, = 2" ja a,, = (—1)".

Jos lukujono karkaa &irettomyyteen, ts. jonon luvut tulevat miten suuriksi

tahansa jonossa edettéesséd (esimerkiksi a,, = 2"), merkitdin

lim a, = o0
n—oo

ja sanotaan jonon raja-arvon olevan ’ddreton’. Jonoa sanotaan télloin siis
hajaantuvaksi eiki silld merkinnésta huolimatta ole raja-arvoa eo. maéritel-
mén mielessa.

Vastaavasti méaritelladn merkinta lim,, .. a,, = —oc.
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Lukujonon raja-arvo 4/7
EsiTiEDOT: lukujonot
KATso my0s: funktion raja-arvo, Neperin luku e

Lukujonon raja-arvon laskeminen

Raja-arvojen laskeminen pohjautuu mééaritelmén perusteella ’itsestédn sel-
viin’ tuloksiin sekd summan, erotuksen, tulon ja osamé&aran raja-arvoa kos-
keviin lauseisiin. Liséiksi on syytd tuntea eriitd 'standardiraja-arvoja’ (ké-
sittely edempéni), jotka voidaan perustella suoraan mééritelmén avulla,
vaikkakaan ei aivan yksinkertaisesti.

[tsestddn selvid, oikeastaan suoraan médritelmiin palautuvia tuloksia ovat
ennen muuta

lim — =0 ja limn=oc.

n—oo 1 n—00
Tietty varovaisuus 'itsestédn selvyydessa’ on kuitenkin paikallaan. Erityises-
ti on huomattava, etté jos lauseke nayttéisi rajaprosessissa saavan muodon
0/0, 0o/00, 000, 0o — oo tai 1°°; sen raja-arvosta ei timdn perusteella voi-
da pddtelld mitddn. Varsinkin viimeiseksi mainittu on syytd huomata: Esi-
merkiksi Neperin luku e = 2.718 . .. saadaan raja-arvona lim, . (1+1/n)",
mika muodollisesti laskien antaa 1°° ja siis johtaa kiusaukseen pédtella raja-
arvoksi 1.

Raja-arvon laskemisen suhtautuminen laskutoimituksiin ilmenee seuraavis-
ta kaavoista, joissa oletetaan, ettd raja-arvot lim,, .. a, ja lim, .. b, ovat

olemassa;
lim (a, £b,) = lim a, £ lim b,;

n—oo n—oo

lim (ca,) = ¢ lim a, (c vakio);

n—oo n—oo

lim (a,b,) = lim a, - lim by;

n—oo n—oo n—oo
.oan, lim, . ay

lim — = ———.

n—oo b,  lim,_s by

Osamadrda koskevassa kaavassa tulee luonnollisesti nimittéjien olla # 0.
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Lukujonon raja-arvo 5/7
EsiTiEDOT: lukujonot
KATso my0s: funktion raja-arvo, Neperin luku e

Esimerkkeji lukujonojen raja-arvoista

1) Tyypillinen esimerkki eo. kaavojen kaytostd on seuraava lasku, missi
on itse asiassa kaytetty jokaista kaavaa ja palautettu néiden avulla raja-
arvon laskeminen yksittédisten termien raja-arvoihin ja lopulta ’itsestdéin
selvyyteen’ lim,, .., 1/n = 0:

2n% +1 2+ = 2
= —_— —.
3n?+4n+7 3+ 2+ L nooo 3

2) Toisinaan on lauseke kirjoitettava sopivaan uuteen muotoon raja-arvon
médrittamiseksi. Koska lauseke v/n2 4+ n — v/n? 4+ 1 saa muodon oo — oo,
kun n — o0, ei raja-arvosta voida suoraan paatelld mitddn. Laventaminen
lausekkeella v/n2 +n + v/n? + 1 johtaa kuitenkin tulokseen:

2 2 _1
\/n2+n—\/n2—|—1:(n ) —(n +1): " —>1

Oikeastaan téssd on myos kiytetty neligjuurifunktion jatkuvuutta. (Missé
kohdassa?)

Raja-arvoja voi luonnollisesti tutkia myos laskemalla numeerisesti jonon
lukuja. Té&lld tavoin voi usein selvittdéd ainakin sen, mikéd luku raja-arvo
er ainakaan ole. Tiettyd varovaisuutta on kuitenkin noudatettava, koska
numeerisessa laskennassa aina tapahtuvat pyoristysvirheet voivat aiheuttaa
katastrofaalisesti védria tuloksia. Ks. esimerkkia Neperin luvusta edempéné.
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Lukujonon raja-arvo 6/7
EsiTiEDOT: lukujonot
KATso my0s: funktion raja-arvo, Neperin luku e

Lukujonojen standardiraja-arvoja

Seuraavat raja-arvot voidaan todistaa médritelmédn perustuen. Todis-
tukset eivit kuitenkaan ole aivan lyhyitd. Vrt. vastaaviin funktioiden
standardiraja-arvoihin.

0, jos 0 <a < 1;
lim a" =< 1, jos a = 1;
e 00, jos a > 1;
lim {/a =1, missida > 0;
lim /n = 1;

) 1\"

lim (1 + —) = €;
n—oo n

lim (1 + f) =e”.
n—oo n

Esimerkkiné pyoristysvirheiden numeerisessa laskennassa aiheuttamista on-
gelmista ovat seuraavat edelld esitetysta jonosta lasketut Neperin luvun li-

kiarvot:
n = 10, a, = 2.59374246;

n = 104, a, = 2.71814592;
n = 107, a, = 2.71828169;
n = 1019, a, = 2.71828205;
n = 10'3, a, = 2.71611003;
n = 10, a, = 1.00000000.

Oikea arvo on e = 2.71828183. . ., joten edelld olevassa listassa likiarvot en-
sin paranevat ja sitten huononevat, kunnes lopulta padadytasan taysin vaariin
arvoihin. Selitys on kiytetyssi laskentatarkkuudessa, joka on noin 2 - 10716,
Kun n > 10, pyoristyy luku 1+1/n luvuksi 1, jonka miké tahansa potens-
si on = 1. Kuudentoista numeron laskentatarkkuuskaan ei siis riitd kovin
hyvien likiarvojen laskemiseen Neperin luvulle.

Kiveld, 9t niinkuin matematiikka, versio 1.12

raja-arvo
(standardi-,
funktion)

Neperin luku



Lukujonon raja-arvo T/7
EsiTiEDOT: lukujonot
KATso my0s: funktion raja-arvo, Neperin luku e

Alaraja-arvo ja ylidraja-arvo L
rekursiivisesti

Rekursiivisesti mééritelty lukujono miaritelty
lukujono

ap =05, ap1=ra,(1—a,), n=1,23,... ,

missd r = 3.75, on esitetty oheisessa kuvassa. Vaaka-akselilla on indeksiar-
vot, pystyakselilla jonon lukujen arvot.

Qn,
1 o o o o o e} ° ]
o © o o °
05 © o o
o o o
>
| 10 n

[Imeisestikddn jono ei suppene, mutta pysyy rajoitettuna vélille [0, 1]. Yk-
sittdiset luvut riippuvat voimakkaasti ensimméisen luvun valinnasta eiké
jonossa ole havaittavissa jaksollisuutta. Tamén johdosta sen sanotaan kéyt-
taytyvan kaoottisesti.

Koska jono kuitenkin pysyy rajoitettuna, voidaan kysyé, milla vililla sen lu-
vut raja-arvomielessé ovat. Télloin johdutaan alaraja-arvon ja yldraja-arvon
késitteisiin. Olkoon m,, suurin mahdollinen alaraja niille luvuille, joiden in-
deksi on > p, ja M, pienin mahdollinen yliraja samoille luvuille. N&itd
merkitdan

m, = inf a,, M, = sup a,,.

nz n>p

Symbolit inf ja sup ovat lyhenteitd sanoista infimum ja supremum.

Voidaan todistaa, ettd lukujonoilla my, mo, mg, ... ja My, My, Ms, ...
on aina (jonon ay, ag, as, ... ollessa rajoitettu) olemassa raja-arvot. Niita
kutsutaan alaraja-arvoksi ja yldraja-arvoksi (limes inferior ja limes supe-
rior); merkinnét

lim m, = liminfa,, lim M, =limsupa,.

p—00 n—00 Pp—00 n—o0

Havainnollisesti sanoen jonon luvut kasautuvat ala- ja ylaraja-arvon véliselle
alueelle. Jos jono suppenee, ala- ja ylaraja-arvo yhtyvét jonon raja-arvoksi.
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Sarjat 1/4
ESITIEDOT: summa ja tulo, lukujonot, lukujonon raja-arvo
KATso my0s: Neperin luku e, luku 7

Sarjan kisite ja suppeneminen

Olkoon annettuna dédrettomén monen termin lukujono ay, as, as, .... Kun
jonon kaikki termit lasketaan yhteen, saadaan sarja

oo
E Qg
k=1

Termien indeksoinnin alkukohta voi olla muukin kuin 1.

Adrettémén monen termin yhteenlaskeminen on kuitenkin ongelmallista.
Jotta operaatio saadaan tédsméllisesti maaritellyksi, on meneteltava seuraa-
vasti.

Muodostetaan sarjan osasummat, so. darellisen monen termin summat, joi-
hin otetaan termeja alusta ldhtien jokin d#rellinen méaara:

S1=ay, Sy=ai;+az, S3=ai+as+as, S4=0ai;+ a2+ as-+ aq,

jne. Yleisesti on n:s osasumma
n

Sp = E ap, n=123 ...
k=1

Osasummat s, so, s3, ... muodostavat lukujonon. Jos tdmé& suppenee ja
sen raja-arvo on s = lim,_,, S,, sanotaan, ettd sarja 22021 ar suppenee ja
sen summa on .

Jos sarja ei suppene, sen sanotaan hajaantuvan. Hajaantuvalla sarjalla siis
jonon sy, So, s3, ... luvut joko heilahtelevat mitdéan arvoa lahestyméatta tai
karkaavat ddrettomyyteen.

Jos sarja > ;- aj suppenee, niin limy_. a; = 0, ts. suppenevalla sarjalla
termit ldhestyvit nollaa indeksin kasvaessa. Tama ndhdaéan helposti: Koska

n n—1
an:E ak_E Qr = Sp — Sp—1,
k=1 k=1

on lim,,_. a, = lim,,_ S, — lim,, oo Sp_1 = s — s = 0.

Voisi luulla, ettd myos kadnteinen olisi voimassa. Néin ei kuitenkaan ole.
Vaikka olisikin limy_, ar = 0, sarja voi silti hajaantua. Esimerkki (harmo-
ninen sarja) edempén.
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Sarjat
ESITIEDOT: summa ja tulo, lukujonot, lukujonon raja-arvo
KATso my0s: Neperin luku e, luku 7

2/4

Esimerkki 1 sarjoista

Sarjan
pet (2k —1) 2k +1)
alkupédén osasummat ovat
1 1
s1 = — =1,
1-3 3
1 N 2
2 T 13735 5
1 N 1 n 1 3
S = = —
° 1-3 3.5 5.7 7
1 1 1 1 4
S = ot — =

1-3 35 5.7 7-9 9

Niiden perusteella on arvattavissa osasumman yleinen lauseke

n
Sp = ———;
2n+1’
tdmé voidaan myos todistaa oikeaksi matemaattisella induktiolla.
. 1 .o . . 1
Koska lim,,_. 5, = 5, niin sarja suppenee ja sen summa on 3.

Ks. myos lukujen e ja 7 sarjakehitelmié.

induktio
(matemaattinen)

raja-arvo
(lukujonon)

Neperin luku
(sarja)
pii (sarja)
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Sarjat 3/4
ESITIEDOT: summa ja tulo, lukujonot, lukujonon raja-arvo
KATso my0s: Neperin luku e, luku 7

Esimerkki 2 sarjoista

Sarjaa

kutsutaan harmoniseksi sarjaksi. Sen osasummalle s,, ei voida esittda lause-
ketta, mutta sarja voidaan paatelld hajaantuvaksi seuraavalla tavalla.

Koska kaikki harmonisen sarjan termit ovat positiivisia, on osasummien jono
kasvava: s; < §9 < 83 < S84 < .... Osasummalle, jonka indeksi on n = 2P,
patee seuraava:

= 1+1+1+1+1+ +1
N 2 3 4 5 7o

Sop

S N
91011 1213 14 15 16 T

g

+

Pienennetédédn téssé esityksessd jokaisen termiryhmén termejé siten, etté ne
korvataan ryhmén viimeiselld termilld. Koska ryhmissd on termejé jonkin
kakkosen potenssin osoittama méaéra, paadytadn seuraavaan:

1 1 1 1 1
p>14+—-+2- 44— 4+8 — 4 ... 427 — =1
Sop > +2+ 4+ 8+ 16+ + 5 +

w'lﬁ

Antamalla p — oo saadaan

Hm sy > lim (1 n 9) ~ .

p—00 p—00 2

Sarja siis ilmeisestikin hajaantuu.

Huomattakoon, ettd harmonisen sarjan termit ldhestyvét nollaa, ts.

mutta siitd huolimatta sarja hajaantuu.

Esimerkki osoittaa, ettd sarjojen suppenemisen tutkiminen ja niiden sum-
mien madrittdminen ei ole aivan yksinkertaista.
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Sarjat 4/4
ESITIEDOT: summa ja tulo, lukujonot, lukujonon raja-arvo
KATso my0s: Neperin luku e, luku 7

Geometrinen sarja

Léhes ainoa sarjatyyppi, jonka suppeneminen ja summa voidaan alkeellisin
keinoin selvittda on geometrinen sarja

S

k

00
=0

v . eometrinen
Taman osasumina on geometrmen sumima g

summa
n
1 — qn+1
_ k _ :
sn=Y q" = o JsaAL
k=0

Josqg=1,ons,=n+1.

. raja-arvo
Jos |¢q| < 1, on osasummalla s,, raja-arvo (Iukujonon)

. 1
s= lim s, = ——.

Jos ¢ > 1, karkaavat osasummat darettomyyteen. Jos ¢ < —1, heilahtelevat
osasummat mitdén raja-arvoa lahestymatta.

Geometrinen sarja siis suppenee, jos ja vain jos |¢| < 1. Télloin sen summa
on
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Funktion raja-arvo 1/6
ESITIEDOT: reaalifunktiot
KATSO MYOSs: lukujonon raja-arvo, funktion jatkuvuus

Esimerkki funktion raja-arvosta

Lauseke 1
— coST
f@) = ———
médrittelee reaalimuuttujan reaaliarvoisen funktion f, jonka ldhtéjoukko
muodostuu nollasta eroavista reaaliluvuista. Periaatteessa f(0) voidaan
madritelld miten tahansa. Luontevaa kuitenkin on ensin tutkia, miten
funktio f kédyttaytyy, kun x on ldhelld origoa.

T2

Jos funktion arvot ldhestyvéit jotakin kiintedd arvoa, kun x ldhestyy ori-
goa, kyseisté arvoa sanotaan funktion raja-arvoksi origossa. Téalloin on myos
luontevaa maaritella f(0) juuri tédksi arvoksi (jolloin funktiosta f tulee jat-
kuva funktio).

Numeeriset kokeilut antavat seuraavat tulokset:

z =405, f(z) = 0.489669752;
z = +0.05, F(z) = 0.499895842;
z=+0.005  f(z)=0.499998958;
z=+0.0005,  f(z)=0.499999989.

Néayttéisi siis, ettd funktion raja-arvo origossa on = % (Numeerisissa ko-
keiluissa on tosin oltava varovainen, koska pyoristysvirheet voivat yllattaen
aiheuttaa jopa tdysin virheellisid tuloksia.)

Esimerkin tapauksessa raja-arvo todellakin on = % ja merkitdan

- 1—cosz
lim —— =

1
x—0 :L'2 2
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Funktion raja-arvo 2/6
ESITIEDOT: reaalifunktiot
KATso MyOs: lukujonon raja-arvo, funktion jatkuvuus

Funktion raja-arvon maéaéiritelma
Yleisesti reaalifunktion raja-arvon késite méaritelladn seuraavalla tavalla:

Jotta funktion f raja-arvo pisteessd a olisi b (merkitdén lim,_, f(z) = b),
on tilanteen oltava sellainen, ettid asetetaanpa miten tiukka etdisyysvaati-
mus tahansa, funktion arvot ovat taté etdisyyttd ldhempéand arvoa b, kun
muuttuja z rajoitetaan riittdvan lahelle tarkastelukohtaa a.

Mita tiukempi etdisyysvaatimus on, sitd pienempéédn pisteen a ympéaristoon
muuttuja x on yleensi rajoitettava. Jokaista positiivista etéisyyskynnysta
vastaa kuitenkin aina jokin, ehk& hyvinkin pieni alue pisteen a ympéril-
14, jossa vaatimus toteutuu. Funktion arvosta pisteesséi a ei télloin vaadita
mitddn; funktion ei tarvitse edes olla téssé pisteessd madritelty.
Téasmallisemmin lausuttuna edelld oleva voidaan ilmaista seuraavasti:

Funktion f raja-arvo pisteessd a on b, jos jokaista etdisyyskynnystd e (> 0)
kohden on olemassa pisteen a ympéristod rajaava luku 6 (myos > 0) siten,
ettd |f(z) — b <€ kun |z —a| < § jax # a.

[tseisarvolausekkeet |z — al ja |f(x) — b| on syytd mieltdd lukujen z ja a,
vastaavasti f(x) ja b vélisiksi etaisyyksiksi.

Yyn

fla)
€] b

8]V
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Funktion raja-arvo 3/6
ESITIEDOT: reaalifunktiot
KATso MyOs: lukujonon raja-arvo, funktion jatkuvuus

Toispuoliset raja-arvot; raja-arvo oo ja raja-arvo Adrettomyydes-
sa

Funktio saattaa kdyttaytyd myos siten, ettd muuttujan x 1dhestyessa kohtaa
a sen arvot ldhestyvét eri arvoja riippuen siitd kummalta puolen x ldhes-

tyy arvoa a. Téllaisessa tilanteessa puhutaan funktion oikeanpuolisesta ja
vasemmanpuolisesta raja-arvosta. Naitd merkitaan

lim f(x) ja lim f(z),

r—a+ T—a—

jolloin luvun a peréissé oleva plusmerkki tarkoittaa oikeanpuolista, miinus-
merkki vasemmanpuolista ldhestymisté.

Esimerkki téllaisesta funktiosta on arctan(1/x) origossa, jolle

lim arctan(l/x) =7 ja lim arctan(l/z) = —73.

r—0+ rz—0—

' i ; ; f f ; ; ; =

Funktion raja-arvoa voidaan tarkastella myos, kun muuttuja = lahestyy &a-
retonté positiivisessa tai negatiivisessa suunnassa. Talloin merkitdan

lim f(x)=0b tai lim f(z)=".

T——00 T—00

Missé tahansa rajaprosessissa funktion arvot voivat myos ldhestya positii-
vista tai negatiivista déretonta (jolloin raja-arvon ei sanota olevan olemassa,
koska se ei ole (&drellinen) reaaliluku). Merkinnét ovat ilmeiset:

lim f(z) =00, lim f(z)= —o0, jne.

r—a— r—00
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Funktion raja-arvo 4/6
ESITIEDOT: reaalifunktiot
KATSO MYOSs: lukujonon raja-arvo, funktion jatkuvuus

Funktioiden raja-arvon laskeminen

Funktioiden raja-arvojen ja lukujonojen raja-arvojen laskeminen on usein
hyvin samantyyppistd. Pohjana ovat ’itsestédén selvien’ (ts. mééritelmén pe-
rusteella selvien) tulosten ohella summan, erotuksen, tulon ja osam#érin
raja-arvoa koskevat lauseet ja tunnetut funktioiden ominaisuudet. Viimek-
si mainittuja ovat mm. tiedot alkeisfunktioiden jatkuvuudesta ja edempénéa
mainitut standardiraja-arvot (jotka todistetaan suoraan mééritelméin ve-
doten).

Samat varovaisuusvaatimukset ’itsestdén selvyyksien’ osalta kuin lukujono-
jen raja-arvoja laskettaessa on tietenkin otettava huomioon.

Raja-arvon laskemisessa tarvitaan usein seuraavia kaavoja, joissa oletetaan,
ettd funktioiden f ja g raja-arvot lim, ., f(z) ja lim,_, g(x) ovat olemassa:

lim (/(2) + g(x)) = lim /(@) + lim g(z);
lim (¢f(x)) = clim f(z) (¢ vakio);

lim (£ (2)gl)) = im 7(0) - i gl

S )l f @)

e—a g(x)  lim,_, g(z)

Osamaédrid koskevassa kaavassa tulee luonnollisesti nimittéjien olla # 0.
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Funktion raja-arvo 5/6
ESITIEDOT: reaalifunktiot
KATso MyOs: lukujonon raja-arvo, funktion jatkuvuus

Esimerkkeji funktioiden raja-arvoista

Samantyyppinen tekniikka kuin lukujonojen raja-arvojen laskemisessa so-
veltuu usein my6s funktioiden raja-arvoille. Raja-arvoista voi myos saada
tietoa piirtdmalla esimerkiksi laskimella tai tietokoneella funktioiden kuvaa-
jia — pyoristysvirheiden aiheuttamia hairiGita varoen.

1) Olkoon a > 0. Kun & — a, saa seuraava lauseke muodon 0/0, jolloin sen
raja-arvoa ei voida suoraan péaatelld. Laventaminen sopivasti johtaa kuiten-
kin tulokseen:

Vi-vi_ (i-VaWEtva) 1
t—a | @-a(rrva) | Vityaa2/a

Laskun viimeisesséd vaiheessa on kaytetty tietoa neliojuurifunktion jatku-
vuudesta.

2) Funktio f(z) = zsin(1/z) on mééritelty, kun « # 0. Koska sinifunktion
arvot ovat argumentista riippumatta itseisarvoltaan < 1, on ilmeisestikin

0 < |zsin(l/z)| = |z||sin(1/z)| < |x]|.
Jos nyt  — 0, puristuu funktion arvo nollan ja nollaa lahestyvén lausekkeen
|z| véliin, jolloin tulee olla lim, oz sin(1/z) = 0. (Kuva alempana.)

3) Funktiolla f(x) = sin(1/x) ei ole raja-arvoa origossa eiké edes eri suu-
ria oikean- ja vasemmanpuolisia raja-arvoja. Kuten oheinen kuva néyttaa,
funktio heilahtelee sitd tihedimmin arvojen —1 ja 1 vililld, mitd ldhempéana
origoa ollaan.

Y
y=-—x- y=x y = sin (1/x)
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Funktion raja-arvo 6/6
ESITIEDOT: reaalifunktiot

KATSO MYOSs: lukujonon raja-arvo, funktion jatkuvuus

Funktioiden standardiraja-arvoja

Seuraavista raja-arvoista kolme ensimmaéistd muodostavat pohjan kysees-
sé olevien alkeisfunktioiden derivaattojen johtamiselle. Neljés osoittaa, etté
eksponenttifunktio kasvaa nopeammin kuin miké tahansa muuttujan po-
tenssi. —
e —
lim =1;
x—0 €T
In(1
lig 2L+ 7)
r—0 €x

=1

I

. sinz
lim =1;
z—0

xT

. € .
lim — = o0, p luonnollinen luku.
z—oo TP

Kolmannessa, sinié koskevassa kaavassa on argumentin oltava radiaaneissa.
Raja-arvo voidaan tietenkin laskea myds siten, ettd = lausutaan asteissa;
talloin se ei kuitenkaan ole 1.

Ensimmaéinen kaava johtaa siihen, ettéd eksponenttifunktion derivaatta on se
itse (ks. alkeisfunktioiden derivointia). Kaava puolestaan on seuraus Neperin
luvun maéaaritelmasté, kuten seuraava osoittaa.

Merkitsemélla ¢t = 1/z saadaan

t
M-tln(lJrl) _1n(1+1> .

T t t

Jos * — 0, niin £ — Zoo. Neperin luvun maéadritelmésta seuraa, etté
lim; .. (1 + 1/t)" = e; pieni lisdpéittely osoittaa, ettd ndin on myds, jos
t — —oo. Fo. lausekkeen raja-arvo on siis Ine = 1, kun  — 0, ja toinen
kaava on todistettu.

Ensimmaéinen kaava voidaan palauttaa tdhén merkitsemalld y = e* — 1 eli
x = 1In(1 +y), jolloin z — 0, jos ja vain jos y — 0. T&ll6in
e’ —1 Y

= — 1.

x In(1+y)

Huomattakoon, ettd eo. paittelyissd nojaudutaan tietoon eksponentti- ja
logaritmifunktioiden jatkuvuudesta: Esimerkiksi tiedosta (1 4+ 1/t)! — e
seuraa In[(1 + 1/t)"] — Ine vain, jos logaritmifunktio tiedetééin jatkuvaksi
pisteessa e.

Kolmannen ja neljinnen kaavan johtoa ei tassa ldhemmin késitella.
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Funktion jatkuvuus 1/3
ESITIEDOT: reaalifunktiot, funktion raja-arvo
KATSO MYOS: derivaatta

Jatkuvuuden maéairitelma

Reaalifunktio f on jatkuva pisteessi a, jos funktion raja-arvo téssa pisteessa
on olemassa ja se on yhté suuri kuin funktion arvo:

lim f(z) = f(a).

r—a

Funktion epéjatkuvuus voi ilmetéd kahdella tavalla: Joko raja-arvoa ei ole
olemassa tai se kylld on olemassa, mutta ei ole sama kuin funktion arvo.

Funktio on jatkuva jollakin reaaliakselin wvdlilld, jos se on jatkuva tdméan
vélin jokaisessa pisteessd. Havainnollisesti tdmén voidaan sanoa tarkoitta-
van, ettd funktion kuvaaja on yhtenéinen kayra télla vélilla. On kuitenkin
tapauksia, joissa puhe yhtendisesté kiyrédstd antaa lilan yksinkertaisen mie-
likuvan.

Alkeisfunktiot ovat yleensé jatkuvia maérittelyalueensa jokaisessa pisteessé.
Usein sanotaan, ettd funktio f(z) = 1/x on epéjatkuva origossa. Tarkkaan
ottaen kuitenkin funktio ei ole mééritelty origossa ja kaikkialla muualla se
on sekd madritelty ettd jatkuva. Sanonta kuitenkin puolustaa paikkaansa
siind mielessé, ettéd jos funktion méérittelyalue laajennetaan antamalla sille
origossa jokin arvo, siitd tulee vaistamatta origossa epajatkuva.
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Funktion jatkuvuus 2/3
ESITIEDOT: reaalifunktiot, funktion raja-arvo
KATSO MYOS: derivaatta

Esimerkkeji funktioiden epdjatkuvuuksista: hyppyepédjatkuvuus

1) Funktiolla on hyppyepdjatkuvuus pisteessi a, jos seké oikeanpuolinen etté
vasemmanpuolinen raja-arvo téssa pisteessé on olemassa, mutta ne ovat eri
suuret. (T#lloin siis varsinaista raja-arvoa ei ole.) Epéjatkuvuuden kannalta
on epéolennaista, miké funktion arvo f(a) on; se voi yhtyé jompaankumpaan
toispuolisista raja-arvoista tai olla jotakin muuta.

Esimerkiksi funktiolla

2%, kun z < 2,
r, kunax > 2

on hyppyepéjatkuvuus pisteessid x = 2.

2) Méérittelemalla
2%, kun x < 2,
flz) =< 2z, kun z > 2,
0, kunax=2

saadaan funktio, jolla on raja-arvo 4 pisteessd r = 2, mutta tdma poikkeaa
funktion arvosta f(2) = 0. Funktio on siis téssi pisteessé epéjatkuva.

3) Esimerkki yhdelld lausekkeella méadritellysta funktiosta, jolla on hyppye-
pédjatkuvuus, on f(x) = arctan(1/x). Tarkkaan ottaen tdmaé ei ole médritelty
origossa, mutta on luontevaa méaéritelld sen arvoksi jompikumpi toispuoli-
sista raja-arvoista —m/2 tai 7/2, jolloin origoon syntyy hyppyepéjatkuvuus.

Yn

2 y = arctan (1/z)
t t t t t t t t t >
N 1 X

2
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Funktion jatkuvuus 3/3
ESITIEDOT: reaalifunktiot, funktion raja-arvo
KATSO MYOS: derivaatta

Lisdesimerkkeji funktioiden epijatkuvuuksista

4) Funktio f(x) = sin(1/z), kun x # 0, f(0) = 0, on jatkuva muualla paitsi
origossa. Origo on epéjatkuvuuspiste, koska edes toispuolisia raja-arvoja ei
origossa ole olemassa, vaan funktio heilahtelee sitd rajummin arvojen —1 ja
1 valilld, mitéd ldhempéna origoa ollaan.

Y y =sin (1/x)

5) Esimerkkind funktiosta, joka on jatkuva vain yhdessi pisteessi (z = 1)
ja kaikkialla muualla epédjatkuva, olkoon seuraava:

fz) = x, kun x on rationaalinen,
| 2— 2, kun z on irrationaalinen.
yn
4 y = x

1,,

: >

—1 1 x

y=2—x
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Derivaatta 1/6
ESITIEDOT: reaalifunktiot, funktion raja-arvo
KATSO MYOS: derivointisddnnot, alkeisfunktioiden derivaatat

Derivaatan méaaritelmi

Olkoon z kiinted tarkastelupiste. Reaalimuuttujan reaaliarvoisen funktion f
derivaatta tassi pisteessi — merkitéédn f/(x) — voidaan luonnehtia kahdel-
la tavalla: 1) geometrisesti, jolloin kyseessd on kiyrén y = f(z) pisteeseen
(z, f(x)) asetetun tangentin kulmakerroin, tai 2) analyyttisesti erotusosa-
madran raja-arvona:

o) — i L) = @)

h—0 h

Erotusosamaarassa [f(z + h) — f(z)]/h on nimittdjassd argumenttiarvo-
jen x + h ja x erotus; osoittajassa on vastaavien funktionarvojen erotus.
Geometrisesti tulkittuna erotusosaméira tarkoittaa pisteiden (z, f(z)) ja
(x+h, f(x+h)) kautta asetetun suoran — kiyran y = f(z) sekantin — kul-
makerrointa. Rajaprosessissa h — 0 pisteet ldhestyvét toisiaan ja sekantti
muuttuu tangentiksi.

yn y = f(x)
f(z+h)

f(z)]

x T+h 7
Derivaatalle kédytetddn seuraavia merkintdja:

L df

f'(@) =D f(a) = 5 = = f(@)
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Derivaatta 2/6
ESITIEDOT: reaalifunktiot, funktion raja-arvo
KATSO MYOS: derivointisddnnot, alkeisfunktioiden derivaatat

Derivoituvuus

Derivaatta, so. erotusosaméiran raja-arvo ei valttdmétta ole olemassa. Jos
se on, funktiota sanotaan derivoituvaksi kyseisessé pisteessi x.

Esimerkkeja funktioista, jotka jossakin pisteessé eivit ole derivoituvia, ovat
a) f(x) = |z| origossa ja b) f(x) = xsin(1/z) samoin origossa (missid méai-
ritellidn f(0) = 0). Edellisen kuvaajalla on origossa karki, jalkimméisen
kayttaytyminen on paljon monimutkaisempaa:
Y
y = xsin (1/z)

>

Funktion mééritelma on siind méérin yleinen, ettd on helppoa muodostaa
my6s funktioita, jotka eivét ole missdédn derivoituvia tai ovat derivoituvia
vain muutamissa pisteissi. Esimerkiksi médrittelemélld f(z) = x2, jos x on
rationaalinen, ja f(x) = —z?, jos z on irrationaalinen, saadaan funktio, joka
on derivoituva vain origossa.
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Derivaatta 3/6
ESITIEDOT: reaalifunktiot, funktion raja-arvo
KATSO MYOS: derivointisddnnot, alkeisfunktioiden derivaatat

Differentiaali

funktio (kahden

Méaéritelladn kahden muuttujan funktio €(x, h) asettamalla :
muuttujan)

flz+h) - f(x)

e(x, h) = .

= f'(x).

. . R . . raja-arvo
Koska derivoituvalla funktiolla erotusosaméérin raja-arvo on derivaatta, on ( fi nktion)

lim e(x,h) = 0.

—0

Kertomalla eo. yhtélo symbolilla h ja siirtdmaélla termeja yhtéldisyysmerkin
puolelta toiselle, saadaan

f(x+h) = f(x) = f'(x)h+ he(z, h),

missé funktion lisiys f(x+h)— f(z) valilld [z, x4+ h] on hajotettu kahdeksi
termiksi: Edellinen termi

vali
(reaaliakselin)

df = f'(x)h

on funktion differentiaali, jalkimmaista he(x,h) (missa limy,_qe(x, h) = 0)
kutsutaan yleensé korjaustermiksi. Differentiaalin sanotaan edustavan funk-
tion f lisdyksen lineaarista (suoraviivaista) osaa. Funktion liséyksen hajot-
tamista talld tavoin kutsutaan funktion differentiaalikehitelmdksi.

yn

: : ~
Zo $0+h T

Tekemallid differentiaalikehitelméssi korvaukset * — xo, t + h — =, h —
x — xo se voidaan kirjoittaa muotoon

y = f(x) = f(zo) + f'(x0)(x — w0) + (x — 20)€(0, ¥ — ).

Korjaustermin pois jattdminen voidaan tdmén perusteella luonnehtia siten,
ettd kiyrd y = f(x) tulee korvatuksi tangentilla y = f(x¢) + f/'(zo)(x — xg). kiyra (taso-)

Differentiaalikehitelmisti nihdidin myés, ettd derivoituva funktio on aina —fangentti (suora)

myos jatkuva: jatkuvuus
Jim f(z) = lim [f(z0) + f'(@o)(z — o) + (x — @o)e(wo, z — 0)] = f(20).
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Derivaatta 4/6
ESITIEDOT: reaalifunktiot, funktion raja-arvo
KATSO MYOS: derivointisddnnot, alkeisfunktioiden derivaatat

Korkeammat derivaatat

Jos funktio f on jollakin tarkasteluvélilla derivoituva vélin jokaisessa pis-
teessd, tulee talld valilla médritellyksi derivaattafunktio f'(z). Jos tdmé on
derivoituva vélin pisteessid x, saadaan alkuperdisen funktion toinen deri-
vaatta eli toisen kertaluvun derivatta:

d
dx

(@) = () = D*f(a) =

dx?’
missé kolme viimeksi mainittua ovat tavallisimmat tavat toisen derivaatan
merkitsemiseen.

Jos funktio f”(x) saadaan méairitellyksi jollakin vélilld, voidaan jatkaa sa-
maan tapaan ja saadaan korkeampien kertalukujen derivaatat f”(x), f""(x),
jne.

Jos derivaatan kertaluku on kovin suuri, sitd ei endéd ole mukavaa merki-
ta yléapilkuilla. Vaihtoehtoinen merkintédtapa on kayttda sulkuihin pantua
yldindeksii, esimerkiksi f”(z) = f®(z).
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Derivaatta 5/6
ESITIEDOT: reaalifunktiot, funktion raja-arvo
KATSO MYOS: derivointisddnnot, alkeisfunktioiden derivaatat

Esimerkkeji derivaatan laskemisesta erotusosaméiirin raja-arvona

Funktion f(x) = 2° derivaatta pisteessi = saadaan kehittdmilli erotusosa-
madrd binomikaavan avulla:

(x + h)® —2° 25 + 5x*h + 1023h? + 1022h3 + Szh* + h® — 25

h h
= 52* +102%h + 1022h? + 5xh® + h*.

Kun h — 0, ldhestyvéat kaikki muut termit nollaa paitsi ensimmaéinen ja
derivaataksi saadaan siis 5z?.

Funktion f(x) = \/z derivaatta pisteessi x > 0 saadaan vastaavalla tavalla
muokkaamalla erotusosaméérad siten, ettd sen raja-arvo voidaan laskea:

Vith—+vz  Veth—Vh)z+h+Vh)
h B h(Vz +h+ x)

z+h—x 1 1

WVT L h+vT) VEthtyz oo 2/T
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Derivaatta 6/6
ESITIEDOT: reaalifunktiot, funktion raja-arvo
KATSO MYOS: derivointisddnnot, alkeisfunktioiden derivaatat

Derivaatan historiaa

Differentiaalilaskennan samoinkuin integraalilaskennan — lyhyemmin ma-
temaattisen analyysin — keksijoinéd pidetdédn englantilaista Isaac Newtonia
(1642 — 1727) ja saksalaista Gottfried Wilhelm Leibnizia (1646 — 1716).
Samantyyppisid ideoita oli kylla esiintynyt jo varhemminkin. Mm. ranska-
lainen lakimies ja matemaatikko Pierre de Fermat kéytti oleellisesti deri-
vointia polynomien maksimien ja minimien etsimiseen 1600-luvun alussa.
Integraalilaskennan historia ulottuu vield paljonkin varhaisempiin aikoihin;
ensimmadiset ideat voidaan hieman ndkokulmasta riippuen 16ytéa jo vanhal-
ta ajalta.

Newtonin péaédteos Philosophiae naturalis principia mathematica késittelee
fysiikkaa ja taivaanmekaniikkaa, joihin hén soveltaa jo aiemmin kehitté-
middn (mutta julkaisemattomia) differentiaali- ja integraalilaskennan me-
netelmié sekéd padttymattomia sarjoja. Esitystapa ja merkinnét poikkeavat
nykyadn kdytetystéd; derivaatan késitettd vastaa Newtonin "fluxio’.

Leibniz oli yleisnero, joka tutki matematiikan ohella lakia, filosofiaa, teologi-
aa ym. ja toimi pitkddan diplomaattina. Differentiaali- ja integraalilaskennan
hén kehitti ilmeisestikin Newtonista riippumatta. Seurauksena kuitenkin oli
riita prioriteetista.

Newtonin ja Leibnizin jdlkeen analyysia kehittivat monet: sveitsildinen Ber-
noulli'n suku, jossa oli useita matemaatikkoja 1600-luvun lopulta 1800-
luvun puolivéliin, niinikdén sveitsildissyntyinen Leonhard Euler (1707 —
1783), joka oli professorina Pietarissa ja Berliinissé, Ranskan suuren vallan-
kumouksen ja Napoleonin aikalaiset Joseph Louis Lagrange, Pierre Simon
de Laplace, Jean-Babtiste-Joseph Fourier, ym., saksalainen Carl Friedrich
Gauss (1777 — 1855), ranskalainen Augustin Louis Cauchy (1789 — 1857).

Monet néistd matemaatikoista olivat myos huomattavia matemaattisia fyy-
sikoita, jotka kehittivit taivaanmekaniikkaa, optiikkaa, virtausmekaniikkaa,
jne.

Analyysin kehitys on jatkunut viime ja talld vuosisadalla yha abstraktim-
paan suuntaan.
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Derivointisdannot 1/4
ESITIEDOT: derivaatta
KATSO MYOS: alkeisfunktioiden derivaatat

Summan, vakiokerrannaisen, tulon ja osamiirin derivaatta

Summan derivaatta lasketaan termeittain:
D[f(z) + g(2)] = f'(x) + ¢ ().

Vakiokerrannaisen derivaatta: Jos ¢ on vakio, se voidaan siirtdéd derivointio-
peraattorin D eteen:

Dlcf(z)] = cf'(x).

Tulon derivaatta: 'Edellisen tekijan derivaatta kertaa jalkimmaéinen plus
edellinen kertaa jalkimméisen derivaatta’:

D[f(z)g(x)] = f(x)g(x) + f(x)g (z).

Useamman tekijan tuloihin tdma yleistyy seuraavaan tapaan:
D[f(x)g(x)h(x)] = [(x)g(x)h(x) + f(2)g (x)h(x) + f(x)g(z) (2).

Osamddrdn derivaatta: ’Osoittajan derivaatta kertaa nimittdja miinus osoit-
taja kertaa nimittdjan derivaatta per nimittédja toiseen’:

D[f(z)/g(x)] =

Kaikki sddnnot voidaan johtaa suoraan derivaatan méaéritelmén pohjalta derivaatta
erotusosamédran raja-arvona. erotusosamaira

raja-arvo
(funktion)
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Derivointisdannot 2/4
ESITIEDOT: derivaatta
KATSO MYOS: alkeisfunktioiden derivaatat

Yhdistetyn funktion derivaatta

yhdistetty

Yhdistetyn funktion derivoimissddnté tunnetaan myos ketjusddnnon nimel- funktio

14: "Ulkofunktion derivaatta kertaa sisafunktion derivaatta’:

Yleistys useampiin sisikkéisiin funktioihin:
DIf(g(h(x)))] = f'(g(h(=))) g'(h(z)) I (x).

Esimerkiksi lausekkeen sin((2?+1)7) voidaan katsoa muodostuvan kolmesta
sisdikkaisestd funktiosta: uloin on sinifunktio, tdmén sisilld on seitseménteen
potenssiin korottaminen ja sisimpéné funktio 22+ 1; siis f(2) = sin z, g(y) =
y", h(x) = 22 + 1. Derivaatta on tillsin

cos(g(h(x)) - Th(x)® - 22 = cos((z* + 1)7) 7(2* + 1)% 22
= lda(2® + 1) cos((2* + 1)").

My6s ketjusédédnto voidaan johtaa suoraan derivaatan mééaritelmén pohjalta  derivaatta
erotusosamédran raja-arvona. erotusosamaara

raja-arvo
(funktion)
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Derivointisdannot 3/4
ESITIEDOT: derivaatta
KATSO MYOS: alkeisfunktioiden derivaatat

Kiainteisfunktion derivointi

Jos funktiot f ja g ovat toistensa kéénteisfunktioita, on g(f(z)) = . Mikéli
kumpikin funktio on derivoituva, voidaan yhtélo derivoida puolittain yhdis-
tetyn funktion derivoimissdéntod kdyttden, jolloin saadaan ¢'(f(z))f'(z) =
1 eli

fa)=

g'(f(x))

Funktion f derivaatta on siis saatu lausutuksi kdanteisfunktion g derivaa-
tan avulla. Kaava kirjoitetaan usein muotoon f’(z) = 1/¢'(y), jolloin on
merkitty y = f(x).

Tulos on kayttokelpoinen monien alkeisfunktioiden derivaattojen johtami-
sessa seké lisdksi tapauksissa, missd kadnteisfunktion lauseketta ei voida
lausua alkeisfunktioiden avulla.

Esimerkiksi funktiolla .
T

9(x) = 1+ 22

on kadnteisfunktio f, mutta tiatd ei voida esittdid alkeisfunktioiden avulla.

Koska g(2) = £, on f(%) = 2. Kiénteisfunktion derivoimiskaavan mukai-

sesti on talloin

32\ _ _ 25
f%?) - — 272"
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Derivointisdannot 4/4
ESITIEDOT: derivaatta
KaTso MmyoOs: alkeisfunktioiden derivaatat

Implisiittinen derivointi

Implisiittinen derivointi on yhdistetyn funktion derivoimissddnnon sovellus
tapaukseen, missé funktiota ei ole annettu suoraan, vaan se tunnetaan yhta-
16n4, jonka argumentin arvot x ja funktion arvot y toteuttavat, esimerkiksi
i +y* = 229°. Jos l6ytyy pisteiti (z,y), jotka toteuttavat yhtilon, voidaan
periaatteessa ratkaista y muuttujan z funktiona: y = y(z). Kéytannossa ei
valttamétta ole helppoa tai edes mahdollista 16ytas télle funktiolle yksin-
kertaista lauseketta.

Jos funktio y(x) on olemassa, se toteuttaa siis yhtdlon
a4+ y(x) = 2zy(x)°.

Jos voidaan olettaa, ettéd funktio y on derivoituva, derivoidaan em. yhtélon
molemmat puolet muuttujan x suhteen mm. yhdistetyn funktion derivoi-
missdantoa kayttéen:

42® + dy(2)*y' (x) = 2y(2)” + 10xy() "y ().
Téstd voidaan ratkaista y/(z):

J () = 4x3 — 2y(z)® _ 43 — 2y° ‘
10zy(z)* — 4y(z)3  10zy* — 4y3

Tulos siséltad kuitenkin edelleen tuntemattoman lausekkeen y(x). Jos kui-
tenkin tiedetddn arvopari (z,y), joka toteuttaa alkuperdisen yhtélon, saa-
daan funktion derivaatta téssd pisteessi. Esimerkkitapauksessa piste (1,1)
on kayrilla, jolloin siis y(1) = 1. Vastaava derivaatta on

4-2

1) = —— =1,
A
Iy =)
y=1z+2 11
} . . >
-1 1 T

Funktion y derivoituvuus ei aina ole itsestéin selvaé. Esimerkiksi eo. yhtalo
toteutuu mydos origossa, jolloin siis on y(0) = 0. TAmé& on kuitenkin funktion
epédjatkuvuuspiste eiké derivaattakaan voi télloin olla olemassa.
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Alkeisfunktioiden derivaatat

ESITIEDOT: derivaatta, derivointisadnnot

KATSO MYOSs: potenssi, eksponenttifunktio, logaritmifunktio, trigonometri-
set funktiot, arcus-funktiot, hyperbelifunktiot, area-funktiot, integraalifunk-

tio

1/3

Luettelo derivaatoista

Seuraava luettelo on siind méérin keskeinen, ettd sen hyva hallinta kuuluu
matematiikan opintojen kulmakiviin. Samat kaavat tulevat kayttoon myos

integroimiskaavoina, jolloin ne on luettava oikealta vasemmalle.

Dz®

De”

Dsinz

Dcosx

Dtanx

Dcotzx

Dsinh z

Dcoshzx

Dtanhzx

Dcothzx

a—1

axr®

cos x,

cos? x

sin x,

1

sin x

cosh z,

sinh x,

cosh? z

1

1

sinh?

a € R,
1
Dlnzx = —,
x
D ' L
arcsiner = ——,
V1—2x?
1
Darccosr = ————,
V1—a2
1
=1+ tan®zx, Darctanz = ,
1+ 22
1
= —1 — cot?«z, Darccotx = ——,
1+ a2
) 1
Darsinhz = -——,
x?+1
1
Darcoshr = ——,
x? —1
1
=1 —tanh®z, Dartanhx = ,
1— 22
2 1
=1—coth”z, Darcothz =
1— 22

Kiveld, 9t niinkuin matematiikka, versio 1.12

alkeisfunktio



Alkeisfunktioiden derivaatat
ESITIEDOT: derivaatta, derivointisadnnot
KATSO MYOSs: potenssi, eksponenttifunktio, logaritmifunktio, trigonometri-
set funktiot, arcus-funktiot, hyperbelifunktiot, area-funktiot, integraalifunk-
tio

2/3

Derivaattojen johtamisesta: standardiraja-arvojen kaytto

Edella olevien derivaattojen johtaminen perustuu derivaatan méaritelmaan
erotusosaméiran raja-arvona, funktioiden standardiraja-arvoihin, osamé&a-
rén derivointisddntoon sekéd kadnteisfunktion derivoimissdantoon.

Suoraan erotusosamaidrin raja-arvona ja erdiden standardiraja-arvojen
avulla saadaan eksponenttifunktion ja sinifunktion derivaatat:

z+h _ oz eh -1
lim = lim ¢e” =e”;
h—0 h—0 h
i h) — si 2 h\ sin(h/2
lim sin(e + ) —sinz — lim cos 22 + sin(h/2) = cos .
h—0 h h—0 2 h/2

Jalkimméisesséd on kédytetty myos sopivaa trigonometrian kaavaa.

Potenssin derivoimiskaava yleisessé tapauksessa, so. eksponentin « ollessa
miké tahansa reaaliluku, saadaan helpoimmin eksponenttifunktion avulla:

d d

«Q
a _ _ealnz — ealnz hd

a—1
_x‘ .
dx dx T

= ax

Jos a on kokonaisluku tai rationaaliluku, on muitakin tapoja kaavan johta-
miseen.

Kosinifunktion derivaatta saadaan palautetuksi edelld johdettuun sinifunk-
tion derivaattaan kirjoittamalla cos x = sin(§ + ).

Hyperbelisinin ja hyperbelikosinin derivaatat voidaan laskea lausumalla
funktiot eksponenttifunktion avulla.

Tangentin ja kotangentin seké vastaavien hypebolisten funktioiden derivaa-
tat lasketaan lausumalla funktiot sinin ja kosinin, vastaavasti hyperbeli-
sinin ja hyperbelikosinin avulla ja kayttdmélld osamédrédn derivoimiskaa-
vaa. Vaihtoehtoisten muotojen johtamisessa tarvitaan trigonometrian kaa-
vaa 1 = cos? z+sin’ z ja témin hyperbolista vastinetta 1 = cosh? z—sinh? z.
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Alkeisfunktioiden derivaatat 3/3
ESITIEDOT: derivaatta, derivointisadnnot

KATSO MYOSs: potenssi, eksponenttifunktio, logaritmifunktio, trigonometri-
set funktiot, arcus-funktiot, hyperbelifunktiot, area-funktiot, integraalifunk-
tio

Derivaattojen johtamisesta: kidnteisfunktiot

Logaritmifunktion derivaatta saadaan kaanteisfunktion derivoimissaannél-
14: Jos y = f(z) = Inz ja tdmén kadnteisfunktio on x = g(y) = €Y, on

@) == =g =

7o) e e

Arcus- ja area-funktioiden derivoimiskaavat saadaan samaan tapaan. Esi-
merkkiné olkoon arcsin:

Olkoon y = f(x) = arcsinz ja x = g(y) = siny, missd y € [-7, 5]. Télloin
on

oy L _ 1 B 1 !
gy) cosy  4+\/1—sin®y /1-sinlaresing V1-—a?
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Maksimit ja minimit 1/5
ESITIEDOT: reaalifunktiot, derivaatta

KATso MyOs: funktion jatkuvuus, derivointisdinnot, alkeisfunktioiden de-
rivaatat

Funktion kasvavuus ja vihenevyys; paikalliset diriarvot

Jos derivoituvan reaalifunktion f derivaatta tietyssd pisteessd on positiivi-
nen, f’(xy) > 0, niin funktion tangentti tdssd pisteessia on nouseva ja funk-
tio siis on aidosti kasvava pisteen kohdalla: jos riittdvan pienessé pisteen z
ympéristossia on x; < xg < Tz, niin f(z1) < f(zo) < f(x2). (Varovaisuus
on tarpeen: Tama4 ei ole sama kuin funktion kasvavuus kyseisessé ympéris-
tosséd. Hyvd — mutta hieman vaikea — esimerkki on kaikkialla derivoituva
funktio f(z) =z + 22?sin(1/z), f(0) = 0 pisteessd zy = 0.)

Vastaavasti jos derivaatta on negatiivinen, f’(z¢) < 0, niin funktio on koh-
dassa x( aidosti vaheneva.

Funktiolla f sanotaan olevan paikallinen maksimi pisteessi xg, jos funktion
arvo f (o) on suurempi kuin sen arvot pisteen zq vélittoméssa ympéristossa.
Vastaavasti méaritellaan patkallinen minimi.

Paikallista maksimia ja minimié kutsutaan funktion paikallisiksi ddariarvoik-
st; vastaava muuttujan arvo xg on ddriarvokohta.

Jos funktio f on #dériarvokohdassa z( derivoituva (mité sen ei tarvitse olla,
esim. f(z) = |z| origossa), on sen derivaatta vilttamétta = 0. Jos derivaatta
nimittdin olisi > 0 tai < 0, olisi funktio edelld sanotun mukaan aidosti
kasvava tai vihenevé pisteen ympéristossa eiké kyseessé olisikaan dériarvo.

Adriarvokohdassa derivoituvan funktion kuvaajalla on siis vaakasuora tan-
gentti. Tangentti voi olla vaakasuora muuallakin kuin dariarvokohdassa, ku-
ten alla oleva kuva osoittaa. Yhtdlo f'(z) = 0 antaa siis derivoituvalle funk-
tiolle mahdolliset diriarvokohdat, mutta yhtédlon ratkaisujen joukossa voi
olla arvoja, jotka eivit ole dériarvokohtia.
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Maksimit ja minimit 2/5
ESITIEDOT: reaalifunktiot, derivaatta

KATso MyOs: funktion jatkuvuus, derivointisdinnot, alkeisfunktioiden de-
rivaatat

Adriarvon laadun tutkiminen

Oletetaan seuraavassa, ettd funktio f on derivoituva ja ettd f'(xy) = 0.
Oletetaan liséksi, ettd xy on derivaatan erillinen nollakohta, ts. pisteelld xg
on ympéristo, jossa f'(x) # 0 (paitsi tietenkin keskipisteessé o).

Kohtaa x( ohitettaessa derivaatan merkki voi 1) muuttua positiivisesta ne-
gatiiviseksi, 2) negatiivisesta positiiviseksi, 3) jiddd muuttumatta.

Ensimmaisesséd tapauksessa funktio muuttuu kasvavasta védheneviksi, jol-
loin kyseessd on maksimikohta; toisessa tapauksessa kyseesséd on vastaavasti
minimikohta. Jos merkki jad muuttumatta, on derivaatta samanmerkkinen
pisteen xy kummallakin puolella. Jos se on positiivinen, on funktio kasvava
pisteen kummallakin puolella; jos negatiivinen, niin funktio on viheneva.
Kummassakaan tapauksessa ei kyseessd voi olla dariarvokohta.

Adriarvon laatu voidaan tutkia myos toista derivaattaa kiyttien. Olkoon
f'(xo) = 0. Jos f"(zg) < 0, niin ensimméinen derivaatta on kohdassa x
véiheneva ja sen merkki siis muuttuu positiivisesta negatiiviseksi. Kyseessé
on edelld olevan mukaan maksimi. Vastaavasti f”(z) > 0 merkitsee, ettd
kyseessd on minimi.

Jos f'(xg) = f"(x9) = 0, ei ddriarvon laatua tai sen olemassaoloa voida il-
man lisdtietoja paitelld. Kaikki on mahdollista. Esimerkiksi funktioilla 24,
—x% ja 23 on sekéi ensimméinen ettd toinen derivaatta origossa = 0. En-
simmaéiselld on origossa minimi, toisella maksimi, kolmannella origo ei ole
aariarvokohta.

Kiveld, 9t niinkuin matematiikka, versio 1.12

derivaatta
derivoituvuus

kasvava
(funktio)

vaheneva
(funktio)

derivaatta
(toinen)



Maksimit ja minimit 3/5
ESITIEDOT: reaalifunktiot, derivaatta

KATso MyOs: funktion jatkuvuus, derivointisdinnot, alkeisfunktioiden de-
rivaatat

Absoluuttinen maksimi ja minimi

Funktion suurin ja pienin arvo eli absoluuttinen maksimi ja absoluuttinen
manime argumentin ollessa reaaliakselin suljetulla vélilla 16ydetaéan etsimélla
paikalliset ddriarvot ja tarkastelemalla funktion kayttaytymista vélin péaa-
tepisteissa. Edellytyksend on, ettd funktio on vélilld derivoituva (jolloin se
on myos jatkuva).

Menettely on seuraava:

1. Etsitdan funktion derivaatan nollakohdat tarkasteluvililld ja lasketaan
vastaavat funktion arvot. Kaikki nollakohdat eivét valttamatta ole
adriarvokohtia, mutta talld ei menettelyssé ole merkitysta. Myoskaan
ddriarvojen laatua (maksimi, minimi) ei tarvitse tutkia.

2. Lasketaan funktion arvot vélin pédatepisteissa.

3. Suurin saaduista arvoista on funktion maksimiarvo, pienin minimiar-
Vo.

Jos tarkasteluvili on avoin, on lisdksi raja-arvotarkasteluilla tutkittava funk-
tion kédyttaytymista lihestyttiessd vilin padtepisteitd (tai darettomyytta,
jos véli on rajoittamaton). Jos funktio ei joissakin pisteissi ole derivoituva
tai edes jatkuva, on tutkittava raja-arvot myos néitéa pisteité lahestyttéessa.

Talloin on mahdollista, etta funktiolla ei ole maksimia tai minimié, so. suu-
rinta tai pienintd arvoa, jonka funktio saisi jossakin pisteessid. Sen sijaan
voidaan ehké loytéaa funktion arvoille pienin yliraja tai suurin alaraja, so.
mahdollisimman ahtaat rajat, joiden vélissd funktion arvot ovat. Toisena
mahdollisuutena on, etté funktio on rajoittamaton ylh#alta tai alhaalta, so.
saa miten suuria tai miten pienid arvoja tahansa. (T#lloin sanotaan, ettd
funktion pienin yldraja on oo ja suurin alaraja —oco.)

On syytd huomata, ettd edelld olevaa menettelyé ei luonnollisestikaan tar-
vitse orjallisesti noudattaa, jos asia on padteltdavissa yksinkertaisemmin. Esi-

merkiksi funktion .

J(w) = 2+sinw
maksimi- ja minimiarvo reaaliakselilla ovat ilmeisestikin 1 ja 1/3, koska sinin
pienin arvo on —1 (miké vastaa funktion f suurinta arvoa) ja suurin arvo
+1 (vastaten funktion f pienintd arvoa). Minkdénlainen derivointi ei siis
téssa ole tarpeen.
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Maksimit ja minimit 4/5
ESITIEDOT: reaalifunktiot, derivaatta

KATso MyOs: funktion jatkuvuus, derivointisdinnot, alkeisfunktioiden de-
rivaatat

Esimerkki 1 maksimien ja minimien laskemisesta

Kolmion ABC sivulla AB sijaitsee piste P ja sivulla AC piste ). Jana PQ)
jakaa kolmion kahteen yhté suureen osaan. On etsittava janan P() pituuden
suurin ja pienin arvo.

C

A
P B

Olkoon kérjessi A sijaitseva kolmion kulma « ja merkitéén sivujen pituuksia

b=|AB|, c=|AC|, x = |AP|, y = |AQ|. Koska kolmion APQ ala on puolet

kolmion ABC' alasta, saadaan ehto %xy sina = %%bcsin «, mistd seuraa
_ be
Y=

Probleemassa voidaan ottaa muuttujaksi z, jolle ehdoista 0 < x < b ja
0 < y < ¢ saadaan rajoitukset b/2 < x < b.

Tutkittavaksi funktioksi on yksinkertaisinta ottaa janan P() pituuden nelio,
joka kosinilauseen mukaan on
5 b2c?

s = f(z) = 2* +y* — 22y cosa :x2+ﬂ — becos a.
x

Funktio on tarkasteluvililla derivoituva, joten riittaa tutkia derivaatan nol-

lakohdat ja vilin paitepisteet. Derivaatan f'(x) = 2z — b;;j ainoa positiivi-

nen nollakohta on zg = %‘3
Funktion arvot derivaatan nollakohdassa ja véalin padtepisteissid ovat
f(xg) = bc —becosa, f(2) = % + % —beeosa, f(b) = b* + % — becos a.

Niistd arvoista ensimméinen on pienin, silld f(%) — f(zo) = (% — 0)2 >0,

Fb) = f(zo) = (b— )" > 0.

Ei ole kuitenkaan selvéa, ettéd xg sijaitsee tarkasteluvililld; tdméa riippuu si-
vujen pituuksien b ja ¢ suhteesta. Ehdosta b/2 < 27 < b seuraa nimittdin
b/2 < ¢ < 2b; jos tdmé ehto on tdytetty, antaa xo minimin ja maksimi saa-
daan jommassakummassa paitepisteessi (riippuen sivujen pituuksien b ja ¢
suhteesta). Jos ehto ei ole tiytetty, ei derivaatalla ole lainkaan nollakohtia
tarkasteluvililld ja toinen pédtepiste antaa maksimin, toinen minimin.
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Maksimit ja minimit 5/5
ESITIEDOT: reaalifunktiot, derivaatta

KATso MyOs: funktion jatkuvuus, derivointisdinnot, alkeisfunktioiden de-
rivaatat

Esimerkki 2 maksimien ja minimien laskemisesta

Olkoot 1, ..., x, positiivilukuja. Néiden aritmeettinen keskiarvo ja geomet-
rinen keskiarvo ovat

On osoitettava, ettd M, > M, ja ettd yhtdsuuruus esiintyy vain, kun kaikki
luvut ovat yhta suuria.

Tarkastellaan funktiota f(x) = x —Inz — 1, missd x > 0. Tdméan derivaatta
f'(x) =1—1/x on = 0 pisteessd = = 1.

Koska lim, .oy Inz = —o0 ja standardiraja-arvona lim, .,z —Inz =
lim, . In(e®/x) = oo, ovat funktion raja-arvot tarkastelualueen paitepis-
teissa

hm:c—>0+ f(l’) = hm:c—>oo f(l’) = 00.

Piste z = 1 antaa siis funktion minimiarvon f(1) =0, ts. z —lnz —1> 0
kaikilla z. Koska muita derivaatan nollakohtia ei ole, minimiarvo saadaan
vain tassé pisteessa.

Sovelletaan saatua tulosta lukuihin xy /M, ja lasketaan epayht&lot puolittain
yhteen:

ﬁ—lnﬁ—lzo, k=1,....p,
ja siis
1 P p_ Tl
Y7 Zxk—ln(nlep>—p20.
@ k=1 a

Lausumalla summa ja tulo keskiarvojen avulla seké jakamalla luvulla p saa-
daan

M
—In—2 >0,
M, —
mistéd seuraa M, > M,. Pééttelyssé vallitsee yhtésuuruus, jos alussa so-
velletussa epayhtilossd on © = 1 eli x, = M, kaikilla indekseilld k; tdméa
merkitsee lukujen z, yhtdsuuruutta.
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Kiyrian kuperuus 1/2
ESITIEDOT: reaalifunktiot, derivaatta

KATSO MYOS: derivointisddnnot, alkeisfunktioiden derivaatat, maksimit ja
minimit

Kayran kuperuus

Samaan tapaan kuin ensimméinen derivaatta kuvaa reaalifunktion kuvaajan
nousemista tai laskemista, kuvaa toinen derivaatta kuvaajan kaartumisen
suuntaa eli kuperuutta.

Jos funktion f toinen derivaatta on pisteessd xq positiivinen, f”(xq) > 0,
niin ensimmaéinen derivaatta f’ on kasvava funktio tdmén pisteen ympéris-
tossé, ts. kiyrdan tangentin kulmakerroin kasvaa. Téméa merkitsee, etta kul-
jettaessa kuvaajaa pitkin kasvavan argumentin suuntaan kuvaaja kaartuu
vasemmalle. Kéyrén sanotaan téalloin olevan kupera alaspdin.

Vastaavasti jos f”(zg) < 0, niin kdyra kaartuu oikealle eli on kupera ylospdin.

D N

alaspéin kupera ylospéin kupera
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Kiyrian kuperuus 2/2
ESITIEDOT: reaalifunktiot, derivaatta

KATSO MYOS: derivointisddnnot, alkeisfunktioiden derivaatat, maksimit ja
minimit

Kiannepiste

Piste, jossa kayrédn kuperuussuunta vaihtuu, on kddnnepiste.

Oheinen kuvio esittédé polynomin p(z) = 15a° — 550* — 32° + 322 + 5 kéiéin-
nepisteet.

Iy =p(x)

91

A

Koska kéyra ei kddnnepisteessid ole kupera ylospédin eikd myoskasdn alas-
péin, on kadnnepiste vilttaméatta toisen derivaatan nollakohta. Toisella
derivaatalla voi kuitenkin olla muitakin nollakohtia. K&dadnnepisteiden x-
koordinaatit ovat siten yhtdlon f”(x) = 0 ratkaisujen joukossa, mutta
kaikki ratkaisut eivéit valttamatta liity kddnnepisteisiin.

Tilanne on vastaavanlainen kuin ensimmaéisen derivaatan tapauksessa: Yh-
talo f'(z) = 0 antaa mahdolliset aariarvokohdat, yhtélo f”(x) = 0 mahdol-
liset kddnnepisteet.

Jotta piste olisi kdédnnepiste, taytyy toisen derivaatan merkin muuttua koh-
taa ohitettaessa.

Esimerkki: Funktioilla z3 ja z* on origossa toisen derivaatan nollakohta.
Edelliselld origo on kddnnepiste, jalkimmaéisella ei.
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Nopeus ja kiihtyvyys 1/2
ESITIEDOT: derivaatta
KATSO MYOS:

Hetkellinen nopeus ja kiihtyvyys

Keskinopeus v on kuljettu matka As jaettuna vastaavalla ajalla At:

_As
AL

v

Léhtohetken jilkeen kuljettu matka on ajan funktio: s = s(t). Kulkunopeu-
den ei tarvitse olla vakio. Aikavilid [¢,t + At] vastaava matka on talloin
As = s(t + At) — s(t) ja keskinopeus siis

_s(t+ At) —s(t)
v = A7 :

Jos tarkastellaan yhé lyhyempéad aikavalid, ts. At — 0, saadaan hetkellinen
nopeus hetkella ¢:

o(t) = Tim s(t + At) — s(t)

At—0 At =s(t).

Hetkellinen nopeus on siis kuljetun matkan derivaatta ajan suhteen.

Kyseessé voi olla muukin kuin kulkunopeus. Esimerkiksi vesisiiliota taytet-
téessd vesimédran tilavuus muuttuu ajan mukana: V' = V(t). Keskimaarai-
nen tayttymisnopeus aikavélilla [t,t + At] on tilavuuden muutos jaettuna
vastaavalla ajalla:

V(t+ At) = V(t)

At ’

esimerkiksi tietty médra kuutiometrejé sekunnissa. Jos At — 0, téstéd saa-
daan hetkellinen tayttymisnopeus

lim V(t+ At) —V(t)

R 72,
At—0 At =V (t>

Yleisesti: Ajan mukana muuttuvan suureen muuttumisnopeus on sen deri-
vaatta ajan suhteen.

Kiihtyvyys tarkoittaa nopeuden v muuttumisnopeutta. Keskikiihtyvyys ai-
kavalilla [¢,t 4+ At] on siten

vt + At) —o(t)
“= At

ja hetkellinen kishtyvyys a(t) = v'(t). Jos kyseessé on liikkkuva kappale, jonka
kulkema matka on s(t), on siis a(t) = s”(t).
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Nopeus ja kiihtyvyys 2/2
ESITIEDOT: derivaatta
KATSO MYOS:

Esimerkki nopeuden laskemisesta

Pallonmuotoista ilmapalloa tédytetddn kokoonpuristumattomalla kaasulla,
joka virtaa vakionopeudella 0.5 dm?® /s. Milld nopeudella pallon séde kas-
vaa silla hetkelld, kun sdteen suuruus on 20 cm?

Seké pallon sédde etté tilavuus ovat ajan ¢ funktioita:
3
Vt) = Z§L7r7"(t) )

Derivoimalla ajan suhteen yhdistetyn funktion derivoimissdéntoa kayttaen
saadaan

V() = dmr(t)*r'(t).

Téssd V/(t) on tilavuuden kasvunopeus ja 77(t) séteen kasvunopeus. Esi-
merkkitapauksessa tunnetaan kaasun virtausnopeus, ts. pallon tilavuuden
kasvunopeus ja saadaan siis

V(1) 500 cm? /s

'(t) = = ~ 1 :
r(®) Admr(t)? 4w 202 cm? mm/s
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Newtonin iteraatio
ESITIEDOT: yhtélot, lukujonon raja-arvo, derivaatta
KATSO MYOS: polynomiyhtélot, transkendenttiyhtélot

1/4

Newtonin iteraatiomenetelmin idea

Muotoon f(z) = 0 saatettu yhtdlo voidaan usein ratkaista numeerisesti
Newtonin iteraatioksi kutsutulla menettelylld. Edellytyksené on, etté etsit-
tavén juuren ympéristossd funktio on kahdesti derivoituva (ts. ensimméinen
ja toinen derivaatta ovat olemassa) ja f'(x) # 0. Juurelle tulee tuntea myos
riittavéan tarkka approksimaatio, ns. iteraation lahtoarvo.

Menettelyssd muodostetaan lukujono, jonka ensimméinen luku on ldhtéarvo
ja jossa seuraava luku aina lasketaan edellisen perusteella. Jono suppenee
kohden juurta ja télle voidaan laskea niin tarkka likiarvo kuin halutaan
muodostamalla jonon lukuja riittavén pitkélle.

Newtonin iteraatiolla saadaan vain yksi juuri kerrallaan. Jos yht&lolla on
useampia juuria, on vaihdettava ldhtoarvoa ja laskettava uudelleen. Synty-
vé lukujono ei valttamatta suppene kohden lahinté juurta. Itse asiassa se ei
valttdméatta suppene lainkaan. Mikéli kuitenkin aloitetaan riittdvén ldhel-
td juurta, saadaan yleenséd tdatd juurta kohden suppeneva jono. 'Riittdvén
ldheltd’ riippuu siitd, millainen funktio f on.

Nimitys ’iteraatio’ tarkoittaa toistamiseen perustuvaa menettelyd. Newto-
nin iteraatiossa toistetaan samaa laskenta-askelta: muodostettavan lukujo-
non seuraava termi lasketaan aina edellisen avulla. Menettelyn on esitté-
nyt Isaac Newton vuoden 1670 tienoilla. Se tunnetaan myos Newtonin—
Raphsonin menetelmé&né.
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Newtonin iteraatio 2/4
ESITIEDOT: yhtélot, lukujonon raja-arvo, derivaatta
KATSO MYOS: polynomiyhtélot, transkendenttiyhtélot

Newtonin iteraation kaavat
Newtonin menetelmé voidaan johtaa seuraavasti:

Olkoon yhtalolla f(x) = 0 juurena T ja olkoon z, tdmén approksimaatio, yhtals
ts. iteraation ldhtoarvo. Kéyrélle y = f(z) asetetaan tangentti pisteeseen juuri (yhtalén)

(2o, f(o)). Témén yhtald on kayra (taso-)

y— f(zo) = f'(x0)(x — x0). tangentti (suora)
suora (yhtilo)

YA
—— t >
T T To T
Tangentti leikkaa x-akselin pisteessé, jossa y = 0 ja siis derivaatta
differentiaali
=T =Ty — f(xO)
f'(zo)

Tamé& on kuvion mukaisesti (yleensd) tarkempi approksimaatio juurelle T
kuin xg.

Askel toistetaan pitden saatua arvoa x; uutena lahtéarvona, jolloin saadaan
jélleen tarkempi approksimaatio x,. Néin jatketaan ja saadaan muodoste-

tuksi lukujono xg, z1, 2, 3, .... lukujono
. . . e . rekursiivisesti
Yleisesti laskentaprosessi voidaan esittda iteraatiokaavana: CUrSIIVISESt
maaritelty
lukujono

annettuna zg;

S TTENE
n
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Newtonin iteraatio
ESITIEDOT: yhtélot, lukujonon raja-arvo, derivaatta
KATSO MYOS: polynomiyhtélot, transkendenttiyhtélot

3/4

Esimerkki Newtonin iteraatiosta

Esimerkkini olkoon yhtélén f(z) = 2% — 22 — 5 = 0 avoimella vélilld |2, 3
olevan juuren etsiminen. Ainakin yksi tdllainen on olemassa, silla f(2) = —1,
f(3) = 16 ja funktio f on jatkuva.

Newtonin menetelméan iteraatiokaavaksi saadaan

Tp+1 = Tp —

3 —2x, — 5
322 —2

Jos alkuarvoksi valitaan zy = 2, antaa iterointi seuraavaa:

To
T
o)
x3
Xy
Ts

Te

2

2.1

2.094568
2.09455148170
2.09455148154233
2.09455148154233
2.09455148154233

Lukujono siis ndyttdd suppenevan.

Cardanon kaavojen avulla voidaan téssi tapauksessa saada juurelle myos

3/45 + /1929  3/45 — /1929
18 * 18 '

tarkka arvo:
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Newtonin iteraatio 4/4
ESITIEDOT: yhtélot, lukujonon raja-arvo, derivaatta
KATSO MYOS: polynomiyhtélot, transkendenttiyhtélot

Vaihtoehtoinen tapa johtaa iteraatiokaavat

Newtonin menetelmé voidaan johtaa myos differentiaalin késitteen avulla. differentiaali
Differentiaalikehitelmé

f(wo+h) — f(x0) = f'(w0)h + he(20, h)

saa muodon

f(x) = f(xo) + f(wo)(x — z0) + (z — 0)e(x0, x — T0),

kun merkitdin x = x¢ + h. Mitéd pienempi h = x — x( on, sitd merkitykset-
tomampi on korjaustermi (z — zg)e(xo, z — x0) ja yhtdlo f(x) = 0 voidaan
korvata approksimatiivisella yhtalolld f(zo) + f'(z0)(x — xo) = 0. Ratkai-
semalla téstd x saadaan juuri Newtonin menetelmén mukainen parannettu
approksimaatio x;.
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Differentiaaliyht#l6t 1/3
ESITIEDOT: derivaatta
KATSO MYOS: derivointisddnnot, alkeisfunktioiden derivaatat

Differentiaaliyhtdlon kisite

Differentiaaliyhtdloksi kutsutaan yhtaloa, jossa tuntemattomana on funktio
ja joka sisdltdd tuntemattoman funktion derivaattoja.

Esimerkiksi 4" + y = 0 on differentiaaliyhtélo. Tuntemattomana on talloin
funktio y = y(z). Yhtélon ratkaisu on

y = Cysinz 4+ Cycosx,

missd C] ja Cs ovat mielivaltaisia vakioita. Ratkaisu ei siten ole yksikésit-
teinen, vaan vakioille voidaan antaa mitkéa arvot tahansa. Etta eo. lauseke
todella on ratkaisu, ndhdéin derivoimalla: Koska

y = Cicosz — Cysinw, 1y’ =—C;sinz — Cycosz,

on todellakin y” + y = 0 kaikilla muuttujan = arvoilla.

Toisena esimerkkini olkoon differentiaaliyhtils z%y’ + (zy — 2)? = 0, jonka

ratkaisu on
B C + 423

y= Cx+z%

Téassa C on jélleen vapaasti valittava vakio.

Jotta saataisiin yksikésitteinen ratkaisu, tarvitaan differentiaaliyhtalon
ohella jokin liséehto. Edellisen esimerkin tapauksessa téllainen olisi vaikka-
pa y(0) = 0, ¢'(0) = 1, jolloin ainoa mahdollinen ratkaisu on y = sinz, ts.

C;=10C,=0.

Jalkimmaisessd esimerkissd vakioita on vain yksi, jolloin tarvitaan vain yksi
lisdvaatimus. Esimerkiksi y(1) = 2 antaisi C' = 2.

Lisdehtoa, jossa annetaan funktion ja sen riittdvan monen derivaatan arvot
tietylla argumentin arvolla, kutsutaan nimell& alkuehto.

Differentiaaliyhtéloiden ratkaisemiseksi on melkoinen mééra erilaisia me-
nettelyjd, joita ei tédssd ldhemmin tarkastella. Laheskddn aina ei yhtédlon
ratkaiseminen tavallisten alkeisfunktioiden avulla ole edes mahdollista.

Differentiaaliyhtéloiden merkitys perustuu siihen, etté niiden avulla voidaan
kuvata erilaisia luonnon ja tekniikan ilmioitd. Ratkaisemalla yhtilo saadaan
tietoa ilmidn kayttdytymisesté.
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Differentiaaliyht#l6t 2/3
ESITIEDOT: derivaatta
KATSO MYOS: derivointisddnnot, alkeisfunktioiden derivaatat

Esimerkki 1 differentiaaliyhtialoista

Tarkastellaan kappaletta, joka riippuu kiintedstd tuesta kierrejousen varas-
sa ja joka voidaan saattaa pystysuoraan liikkeeseen. Poikkeama tasapainoa-
semasta olkoon ajan funktio y(¢). Se olkoon positiivinen tasapainoaseman
yléapuolella, negatiivinen alapuolella.

—|- tasapainoasema

Jos kappaletta nostetaan ylospédin, puristuu kierrejousi kokoon ja tyontaa
kappaletta alaspéin. Jos sitd vedetddn alaspéin, venyy kierrejousi ja vetéa
ylospéin. Jousen aiheuttama voima F; on verrannollinen poikkeamaan ta-
sapainoasemasta: F| = —ky, missd k on positiivinen vakio. Etumerkki ai-
heutuu siité, ettd voiman suunta on vastakkainen poikkeamalle.

Oletetaan lisiksi, ettd kappaleen alapuolelle on sijoitettu nesteelld téytet-
ty astia siten, ettd kappaleen liike tapahtuu nesteen sisilla. Téalloin neste
vaimentaa kappaleen liikettd. Vaimentava voima Fj, on sitd suurempi, mitéa
nopeammin kappale liikkuu; voiman suunta on nopeudelle ¢’ vastakkainen:
Fy = —cy’, missé verrannollisuuskerroin ¢ on positiivinen vakio.

Syséttyné pystysuoraan liikkeeseen kappale alkaa heilahdella nesteen vai-
mentaessa heilahtelua. Poikkeama y(t) voidaan laskea seuraavasti:

Newtonin lain mukaan kappaleeseen vaikuttava kokonaisvoima on kappa-
leen massan ja kiihtyvyyden tulo: F' = my”. Kappaleen pystysuora heilah-
telu voidaan talloin mallintaa differentiaaliyhtélolld, jonka molemmat puolet
esittaviat kappaleeseen vaikuttavaa voimaa: F' = Fy+F, elimy” = —ky—cy/'.

Jos kappale sysitiin liikkkeelle (ajanhetkelld ¢ = 0) siten, etté sille tasapai-
noasemassa annetaan alkunopeus vy ylospéin, on differentiaaliyhtilo rat-
kaistava alkuehtona y(0) = 0, 3/(0) = vy. Ratkaisuna on t#lloin

y(t) = 2z oo ! sin (VB2 )

missd on oletettu, ettd nesteen aiheuttama vaimennus on vahéistd: ¢ <
v4km. Ratkaisun laskemista ei téssé tarkastella.

Kiveld, 9t niinkuin matematiikka, versio 1.12

funktio

nopeus

derivaatta

Newton
kiihtyvyys

derivaatta
(toinen)

eksponenttifunktio

sini



Differentiaaliyht#lot 3/3
ESITIEDOT: derivaatta
KATSO MYOS: derivointisddnnot, alkeisfunktioiden derivaatat

Esimerkki 2 differentiaaliyhtédloista

Yksinkertaisessa populaatiomallissa voidaan ajatella, ettd populaation lisdys
aikavalilla At on suoraan verrannollinen populaation sen hetkiseen kokoon
ja aikavilin pituuteen. Jos populaation koko ajanhetkelld ¢ on p(t), on siis

Ap = p(t + At) — p(t) = kp(t)At,

misséd verrannollisuuskerroin k£ on positiivinen vakio.

Télloin on
p+A) -pt)
At - p )
misté rajaprosessilla At — 0 padstdan populaation kidyttaytymistd mallin-
tavaan differentiaaliyhtaloon

p = kp.

Taméan ratkaisu on
p(t) = Ce,

missé C' on vapaasti valittava vakio. Kyseesséd on eksponentiaalisen kasvun
malli. Vakio C' méériatadn jilleen alkuehdon perusteella: Jos populaation
koko tunnetaan esimerkiksi ajanhetkelld ¢ = 0, on alkuehtona p(0) = py ja
saadaan C' = py.

Esimerkki osoittaa kaikkien mallien yhteisen piirteen: mallilla on rajoituk-
sensa. Populaatiomallissa on késitelty hyvin yksinkertaisesti populaation
kasvun perusteita. Huomioon ei ole lainkaan otettu kuolleisuutta, rajatto-
masta kasvusta aiheutuvaa ravinnon niukkuutta, siséisia kitkatekijoita (esi-
merkiksi keskindistd kilpailua), ulkoisia vihollisia, jne. Mikdan malli tus-
kin huomioikaan kaikkia vaikuttavia tekijoitd, mutta puuttuvien tekijoiden
ollessa merkitykseltddn mitattomid, malli antaa hyvia tuloksia. Jokaisella
mallilla on siten pdtevyysalueensa.
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Integraalifunktio 1/4
ESITIEDOT: derivaatta, derivointisdannot, alkeisfunktioiden derivaatat
KATSO MYOS: méaritty integraali, integroimistekniikkaa

Integraalifunktion kisite

Reaalifunktion f integraalifunktioksi sanotaan jokaista funktiota, jonka de-
rivaatta on f.

Integraalifunktio ei ole yksikésitteinen. Jos F'(x) on funktio, jonka derivaatta
on f(z), myos jokaisen funktion F'(z)+ C, missd C' on vakio, derivaatta on
f(z). Saman funktion integraalifunktiot voivat siis erota toisistaan vakiolla.
Toisaalta voidaan todistaa, ettd muunlaisia eroja ei voi olla.

Funktion f kaikkia integraalifunktioita merkitaéan

/ f(@) de.

Helposti derivoimalla tarkistettavia esimerkkeji ovat seuraavat:

/x2 dz = %x3 +C,
[ 1slas ~ Ll
9 _ g
/ u% dv = Jarctan(Js tan(z/2)) +In(2 + cosz) + C.

Joukko integrointikaavoja saadaan suoraan alkeisfunktioiden derivointikaa-
voista. Hankalampia tapauksia varten tarvitaan erityisiéd integrointitekniik-
koja kuten sijoitusmenettelyé tai osittaisintegrointia. Kaikkia yksinkertai-
siakaan funktioita ei kuitenkaan voida integroida alkeisfunktioiden avulla;
esimerkkejé téllaisista ovat

Summan derivoimiskaavan ja vakiokerrannaisen derivoimiskaavan perusteel-
la saadaan

Ju@ +g@lar= [ s@ e+ [ g s
/ lef(2)] do = ¢ / f@)dz  (c vakio),

ts. summa voidaan integroida termeittdin ja vakion saa tuoda integraali-
merkin eteen.
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Integraalifunktio 2/4
ESITIEDOT: derivaatta, derivointisdannot, alkeisfunktioiden derivaatat
KATSO MYOS: méaritty integraali, integroimistekniikkaa

Suoria integrointikaavoja I

Alkeisfunktioiden derivointikaavoista saadaan suoraan seuraavat integroin-
tikaavat tavallisimmille alkeisfunktioille:

/x“dm :O%rlxa“+0, aeR, a#-—1,
1

/—dz =In|z| + C,
x

/exdx =e" 4+ C,

/sinxdx = —cosx + C,

/Cosxdm =sinx + C,

/sinhxdm =coshz + C,

/coshxdx =sinhx 4+ C.

Huomattakoon kaava [1/zdx = In|z| + C, missid logaritmin sisilld on
itseisarvomerkit. Jos x > 0, tdmé& seuraa logaritmin derivoimiskaavasta.
Jos < 0, on integraalifunktio In(—z), koska tdmén derivaatta yhdistetyn
funktion derivoimissdénnon mukaisesti on 1/x. Itseisarvomerkit ovat usein
oleelliset, koska integroitava funktio 1/z on méaéritelty myos argumentin
negatiivisilla arvoilla, mutta Inx ei (reaalisena).
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Integraalifunktio

ESITIEDOT: derivaatta, derivointisdannot, alkeisfunktioiden derivaatat

KATSO MYOS: méaritty integraali, integroimistekniikkaa

3/4

Suoria integrointikaavoja 11

Seuraavat hieman monimutkaisempien funktioiden integrointikaavat ovat
myo6s suoria seurauksia alkeisfunktioiden derivointikaavoista:

1
d
/ o2z

/(1 + tan? ) dx

1
d
/ sin? z .

/(1 + cot? x) dx

1
/ LI
cosh” x

/(1 — tanh? z) dx

1
/. 5— dx
sinh” x

/(1 — coth?z) dx
L d

/\/1—m2 !
1 d

/\/1—:U2 !

/ dx
+
1

+ 22
1
vV 1

[
|
/m
/=
[

1— 7
1

1—

=tanz + C,
=tanz + C,

= —cotx + C,
= —cotx+ C,
= tanhz + C,
=tanhz + C,
= —cothx + C,
= cothz + C,
=arcsinz + C, |z| <1,
= —arccosz + C,
= arctan x + C,
= —arccotz + C,
= arsinhx + C,
=arcoshz +C, z>1,

= artanhz + C,

= arcoth x 4+ C,

2] < 1,
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Integraalifunktio
ESITIEDOT: derivaatta, derivointisdannot, alkeisfunktioiden derivaatat
KATSO MYOS: méaritty integraali, integroimistekniikkaa

4/4

Integraalifunktion jatkuvuudesta

Koska integraalifunktio on derivoituva, se on myés jatkuva. Tédhén ominai-
suuteen on kiinnitettavé erityistd huomiota seuraavantyyppisissa tilanteissa.

Yhdistetyn funktion derivoimissdiantoa kayttden voidaan todeta, ettd funk-

tion arctan(1/z) derivaatta on f(x) = —1/(1 + 2?). Funktio arctan(1/z) ei

kuitenkaan kelpaa integraalifunktioksi, koska se ei ole jatkuva origossa:
Ili)r(r)gr arctan(1l/z) = 7, xli%l_ arctan(l/z) = —7.

Maéritelladnpéa arvo origossa siis miten tahansa, funktiosta ei saada jatku-
vaa.

Funktio
arctan(l/x) +m, kun z <0,
F(z)=( m/2, kun z = 0,
arctan(1l/x), kun z >0

sen sijaan on origossa jatkuva ja myos derivoituva; erotusosaméérin raja-
arvoa tarkastelemalla ndhdaan derivaataksi F’(0) = —1 = f(0). Funktion
f(z) = =1/(1 + 2?) kaikki integraalifunktiot ovat siten esitettiivissd muo-
dossa F(x)+ C.

Jos toisaalta integroitavan funktion médrittelyalue jakautuu kahteen (tai
useampaan) osaan esimerkiksi siten, ettd funktio ei jossakin pisteessi ole
médritelty, voidaan integraalifunktio muodostaa kussakin osa-alueessa muis-
ta taysin riippumattomasti.

Esimerkiksi origo jakaa funktion f(x) = 1/x mééritelyalueen kahteen osaan.
Integraalifunktioksi voidaan talloin aivan hyvin valita

F(z) = {

In|z| 4+ 2, kun z <0,
In|z|+3, kun x> 0.
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Maéritty integraali 1/8
ESITIEDOT: summa ja tulo, integraalifunktio
KATSO MYOSs: integroimistekniikkaa

Maiaratyn integraalin mairittely

Olkoon annettuna suljetulla valilli [a, b] méaritelty reaaliarvoinen funktio
f. Tamén ei tarvitse olla derivoituva eiké edes jatkuva.

Jaetaan vili [a, b] osavileihin jakopisteilla xy, joille pétee
Aa=xg< T <x3<...<x, =0

Osavileja on talloin n kappaletta. Niiden pituuksia merkitdan Az, = x, —
xp_1; osavilien ei tarvitse olla yhté pitkid. Olkoon vy jokin k:nnen osavilin
piste: vy € [Tx_1, Tk

Funktion f arvoista vililla [a, b] muodostettua summaa

> fu)Axy
k=1

kutsutaan Riemannin summaksi.

Lisataéan jakopisteiden méadrdad vilin [a, b] jaossa siten, ettd pisteiden méa-
ran kasvaessa pisimménkin osavélin pituus ldhestyy nollaa. (Tdmé merkit-
see jaon tihentédmisté tietyssd mielessé tasaisesti, so. suurin piirtein samalla
tavoin vélin eri osissa.) Télloin vastaavassa Riemannin summassa n — oo
ja Az — 0, ts. termien lukumédra kasvaa, mutta samalla jokainen yksit-
téinen termi ldhestyy nollaa. Ei ole selvid, miten Riemannin summa talloin
kayttaytyy: kumpi voittaa, ddrettomyyteen vievd termien lukuméara vai
nollaan vievé yksittédisten termien suuruus.

Jos Riemannin summalla edelld kuvatussa rajaprosessissa on raja-arvo riip-
pumatta siitd, miten pisteet vy osavileiltd valitaan ja miten jaon tasainen
tihentdminen tapahtuu, sanotaan, ettd funktio f on integroituva vililla [a, b]
ja sen mddrdtty integraali on mainittu raja-arvo. Merkitaan

b n
/ fla)de =1im Y f(vp) Ay
a k=1

Rajaprosessi on luonteeltaan erilainen kuin lukujonon tai funktion raja-
arvo. Itse asiassa médrdtyn integraalin tdsméllinen méarittely edellyttiisi
taméankin raja-arvotyypin madrittelyd o — e -tekniikalla.

Voidaan osoittaa, ettd jos f on jatkuva funktio, niin Riemannin summan
raja-arvo on olemassa. Se on olemassa my6s monille epéjatkuville funktioille,
mutta ei kaikille.

Integraalien kaytto perustuu usein Riemannin summien mukaiseen ajatte-
luun, kuten seuraavat esimerkit osoittavat.
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Maéritty integraali 2/8
ESITIEDOT: summa ja tulo, integraalifunktio
KATSO MYOSs: integroimistekniikkaa

Esimerkki 1 Riemannin summasta

[lmakehén tiheys korkeudella z on karkean mallin mukaan
p(z) =1.23 6—0.000122’7

missi korkeus annetaan metreissi ja tiheyden yksikkéni on kg/m?3. Sadan
kilometrin korkeudessa on ilma jo niin ohutta, ettd voidaan katsoa ilmake-
hén kokonaisuudessaan olevan téata alempana.

[Imanpaine maanpinnalla aiheutuu ylépuolella olevan ilmamassan painosta.
Paine voidaan siis laskea madrittamaélla esimerkiksi neliGmetrin suuruisen
alueen yldpuolella olevan ilmapatsaan massa. Ongelmana on, ettd ilman
tiheys ei ole vakio, vaan pienenee eo. kaavan mukaisesti.

Likimaéaraisesti ilmamaéara voidaan laskea jakamalla patsas esimerkiksi kilo-
metrin korkuisiin osapatsaisiin ja kdyttdmalla jokaisen osan tiheydelle osa-
patsaan puolen vilin arvoa. Téalloin saadaan summa

100 100

k
3 p(1000k — 500) Egg 1m?-1000m =Y p(u) Az ke,
k=1 k=1
missd v, = 1000k — 500 ja Az, = 1000. Laskemalla summa saadaan
10243.79 kg.

Jos patsas jaetaankin sadan metrin korkuisiin osapatsaisiin, saadaan vas-
taavalla tavalla

1000 kg 1000
> p(100k — 50) — 1 m’ - 100 m =Y _ p(v) Az kg,
k=1 k=1

Summan arvo on 10249.88 kg.

Kumpikin ovat edell esitetyn tarkastelun mukaisia Riemannin summia. Jal-
kimméinen on saatu edellisesté tihentamallé jakovélien pituudet kymmenes-
osaan. Jos jakoa edelleen tihennetdédn, summat ldhestyvat ilmakehén pak-
suuden (0 — 100 000 m) yli otettua integraalia

100000
/ p(z)dz.
0

Tamén arvo on 10249.94 kg, kuten integroimalla voidaan todeta.

Vertailun vuoksi laskettakoon em. ilmamassan painoisen, neliometrin alalle
sopivan elohopeapatsaan korkeus. Koska elohopean tiheys on 13550 kg/m?,
saadaan patsaan korkeudeksi 10250/13550 = 0.756 metrid, miki vastaa var-
sin hyvin normaalia ilmanpainetta 760 mmHg.
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Maiiriatty integraali 3/8
ESITIEDOT: summa ja tulo, integraalifunktio
KATSO MYOSs: integroimistekniikkaa

Esimerkki 2 Riemannin summasta

Olkoon funktio f jatkuva ja > 0 suljetulla vélillé [a, b]. Kuvaajan y = f(z) ja
x-akselin valiin jadvan alueen pinta-alaa voidaan approksimoida seuraavalla
tavalla:

Yy
y = f(x)
>
a v b
Jaetaan vili [a, b] osavéleihin pisteissd xy, missd a = 19 < 11 < Tg < ... <

r, = b. Muodostetaan suorakulmiot, joiden kantana on x-akselin osavéli
[z—1, zx] (pituudeltaan Azxy) ja korkeus médraytyy funktion osavélilld saa-
mien arvojen mukaan: f(uv), missi vy € [zx_1, xx]. Alaa approksimoi talloin
suorakulmioiden pinta-alojen summa

k=1

Tamé& on muodoltaan jélleen Riemannin summa.

Mité tiheAmpi vélin [a, b] jako on, sitd tarkemmin suorakulmiot antavat et-
sityn pinta-alan ja toisaalta sitd lihempénd Riemannin summa on vastaavaa
integraalia. Ala on siis sama kuin integraali

/a ) dr.

Edelld sanottu péatee vain, mikali f(z) > 0 tarkasteluvélillid. Jos f saa ne-
gatiivisia arvoja, tulee vastaavan alueen pinta-ala otetuksi huomioon nega-
tiivisena Riemannin summassa ja myds integraalissa.
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Maéritty integraali 4/8
ESITIEDOT: summa ja tulo, integraalifunktio
KATSO MYOSs: integroimistekniikkaa

Maiaratyn integraalin ja integraalifunktion yhteys

Miéaratty integraali voidaan laskea integraalifunktion avulla. Jos nimittain
F(z) on jokin funktion f(x) integraalifunktio kaikilla = € [a, b], on

/ f(z)dz = F(b) — F(a).

Tulos tunnetaan analyysin peruslauseen nimelld. Todistusta ei téssa kési-
tell&.

Usein kaytetddn merkintoja

Esimerkiksi on

b b
—kx c —kx C —ka —kb
/ace dx—/a—Ee :E(e —e )

Funktion f integraalifunktio voidaan lausua mééréatyn integraalin muodos-
sa. Koska [ f(t)dt = F(x) — F(a), on

%L%mﬁ—ﬁm—ﬂm

Integraalifuntio voidaan siis kirjoittaa muotoon
Flz) = / £t dt+C.

Huomattakoon, ettd maardtyn integraalin integroimismuuttuja — edellé ¢
— voi olla mikd tahansa. Sehén katoaa lausekkeesta rajojen sijoittamisen
jélkeen.
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Maiiriatty integraali 5/8
ESITIEDOT: summa ja tulo, integraalifunktio
KATSO MYOSs: integroimistekniikkaa

Maiaratyn integraalin laskusdannot
Integraalien laskemista helpottavat seuraavat ominaisuudet.

Summa voidaan integroida termeittédin ja vakio voidaan siirtdé integraali-
merkin eteen:

lhw+ﬁﬂﬂ=l%wm%Lz@m,
/ab[cf(w)] dz = C/ab f(z)dx (c vakio).

Niité kutsutaan yhteisella nimelléd integraalin lineaarisuudeksi. integraalifunktio

Integraali on myo6s additiivinen integroimisvdlin suhteen:

l%@m+l%mmz47@m.

Tulos on ilmeinen, jos a < b < ¢, mutta se on voimassa suuruusjérjestyksesta
riipumatta, kun méaaritelldan

a b a
dr = — dr, ] b, j dx = 0.
/b f(x)dx /a f(x)dz, josa <b, ja /a f(x)dx
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Maiiriatty integraali 6/8
ESITIEDOT: summa ja tulo, integraalifunktio
KATSO MYOSs: integroimistekniikkaa

Esimerkkeji madrédtyn integraalin laskemisesta

1) Funktio sinz on ei-negatiivinen valilla [0, 7]. Kuvaajan y = sinz ja x- sini
akselin véliin jadvén alueen pinta-ala on pinta-ala

/Oﬂsin:cda: = /Ow—cosx = —(=1)— (~1) =2.

2) Kéyriat y = sinz ja y = cosz rajaavat vililla [0, /2] kaksiosaisen alu- kéyrd (taso-)
een. Koska kéyrit leikkaavat toisensa, kun x = 7/4, on alueen pinta-ala
laskettava kahdessa osassa:

w/4 /2
/ (cosx — sinx) dx + / (sinz — cosz) dx
0 g

/4
w/4 /2
= / (sinx—l—cosx)—i—/ (—cosz —sinx)
0 w/4
_ 2 2 _
= Z-1+(-)+FH=2v2-2
Y
?)sx
12 2
—# Y =sinx
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Maiiriatty integraali 7/8
ESITIEDOT: summa ja tulo, integraalifunktio
KATSO MYOSs: integroimistekniikkaa

Ympyrian alan laskeminen integroimalla

R-séteisen ympyréan voidaan katsoa muodostuvan samankeskisistd ympyré-
renkaista. Jos ympyréirengas, jonka siséséde on r,_ ja ulkosdde ry, leikataan
poikki ja taivutetaan sisdreunaa sopivasti venyttéen ja ulkoreunaa sopivasti
kuroen suoraksi nauhaksi, saadaan suorakulmio, jonka pinta-ala on tdsmél-
leen sama kuin ympyrarenkaan pinta-ala. Suorakulmion leveys on tall6in
Ary =1 —TR_1 ja pituus 27wvy, missi side vy, on valittu sopivasta kohdasta:
Th—1 < UV < T.

21y,

Ympyrén ala on tillsin suorakulmioiden alojen summa: y ,_, 2mvgAry. Té-
mé on Riemannin summa, joka jakoa tihennettéessé, so. jacttaessa ympyra
yhé useampiin ja yhé kapeampiin ympyrarenkaisiin, ldhenee integraalia

R R
/ 2mr dr = / mr? = TR
0 0

Ei siis ole sattuma, ettd ympyréin pinta-alan derivaatta on sen kehén pituus!
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Maiiriatty integraali 8/8
ESITIEDOT: summa ja tulo, integraalifunktio
KATSO MYOSs: integroimistekniikkaa

Maiaratyn integraalin historiaa

Integraalin késitettd voidaan lidhestyd kahdesta nakokulmasta: Integrointi
derivoinnin ka#dnteistoimituksena ja integraali tietynlaisena summan raja-
arvona. Analyysin peruslause kytkee ndmé yhteen.

Historiallisesti jalkimmé&inen, integraali summan raja-arvona, on vanhempi.
Ensimmaiset merkit tdhdn suuntaan vievéstd ajattelusta on loydettavissa
jo vanhalta ajalta Eukleideen Stoikheia-teoksesta ja Arkhimedeen tarkas-
teluista erdiden pinta-alojen maarittamiseksi. Talloin puhutaan ekshaustio-
menetelmasté; madritettava pinta-ala ikddnkuin tyhjennetddn poistamalla
siitd yhé pienempié suorakulmioita tai muutoin pinta-alaltaan tunnettuja
osia.

Pohjois-Italiassa 1600-luvun alkupuolella tarkastelivat Galileo Galilei ja hé&-
nen oppilaansa Bonaventura Cavalieri kuvioiden muodostumista jakamat-
tomista osista ("indivisiibeleisté’). Esimerkiksi kolmion voidaan katsoa muo-
dostuvan sen yhden sivun suuntaisista janoista, jotka lyhenevat siirryttées-
sé kohden vastakkaista karkeé. Téalta pohjalta médritettiin kuvioiden pinta-
aloja. Arabimatemaatikoiden kehittamé algebra oli jo talloin levinnyt FEu-
rooppaan ja geometristen probleemojen késittelyssa saatettiin kayttad myos
algebrallisia menetelmié.

1600-luvun loppupuolella aika oli kypsd meidédn tuntemamme integraalilas-
kun syntymiseen. Englantilainen Isaac Newton loi derivoinnin ja sen k&an-
teisoperaationa integroinnin. Samaan aikaan saksalaisen Gottfried Wilhelm
Leibniz otti kiayttoon méadrdtyn integraalin késitteen summan raja-arvona.
Molemmat tunsivat integraalilaskun kahden ndkékulman vélisen yhteyden.
Integraalimerkintd | f(z) dx on periisin Leibnizilta. Integraalimerkki on ve-
nytetty S, sanan summa alkukirjain.

Maérétyn integraalin tdsméallinen méérittely sellaisena kuin se nykyaén esi-
tetddn on kuitenkin peréisin vasta viime vuosisadalta ranskalaisen Augustin
Louis Cauchyn ja saksalaisen Bernhard Riemannin toista.

Tamén jalkeenkin integraalikésitettd on yleistetty. Yliopistollisissa perus-
kursseissa késitellddn yleensd Riemannin integraalia, jolla kuitenkin on ra-
joituksensa. Pidemmille menevit matematiikan kurssit edellyttivét rans-
kalaisen Henri Lebesguen (1875 — 1941) mukaan nimettyé, hieman abstrak-
timpaa integraalikésitetta.
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Integroimistekniikkaa 1/5
ESITIEDOT: integraalifunktio, maaratty integraali, derivointisidnnot
KATSO MYOs:

Sijoitusmenettely

Annetun funktion integraalifunktiota laskettaessa funktiota pyritdan muun-
tamaan siten, ettd tulos voidaan tunnistaa jonkin alkeisfunktion derivaatak-
si. Usein muuntaminen joudutaan tekeméén useassa vaiheessa.

Téarkein menettely on sopivan sijoituksen tekeminen integraaliin. Kyseessa
voi olla integraalifunktion etsiminen, jolloin integroimismuuttuja vaihdetaan
toiseksi, tai madrdtyn integraalin laskeminen, jolloin lisiksi muunnetaan
rajat. Menettely pohjautuu yhdistetyn funktion derivoimissaantoon.

Sijoitusmenettely on seuraava:
Olkoon laskettavana integraali [ f(z)dz tai f; f(x)dx.

Valitaan uusi muuttuja ¢, jota sitoo vanhaan muuttujaan x yhtdlo x = g(t).
Téssé funktio g valitaan padmaéadridna saada integraali yksinkertaistumaan.
Derivoimalla saadaan

d
d—f =4'(t) eli dx=g'(t)dt,

dz
misséd derivaattasymbolia I on késitelty ikddnkuin se olisi osamééra. Jos

kyseessd on méaaritty integraali, ratkaistaan lisdksi muuttujalle ¢ rajat « ja
[ yhtéloistd a = g(«) ja b= g(f).

Sijoitetaan tulokset integraaliin:
b 15}
/ f(x)dz = / fo(®)g(t)dt  tai / f() d = / F(a(6)g' (1) dt.

Sijoitus voidaan aivan yhtd hyvin tehdd uuden muuttujan ¢ suhteen rat-
kaistuista muodoista, mikali tdmé& on helpompaa: t = h(x), dt = h/(z) dx,

a = h(a), B = h(b).
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Integroimistekniikkaa 2/5
ESITIEDOT: integraalifunktio, maaratty integraali, derivointisidnnot

KATSO MYOS:

Esimerkkeji sijoitusmenettelysta I

dx
222 +1

voidaan palauttaa arctan-funktion derivaatan integroimiseen sijoittamalla

t= \/Qx, jolloin dt = V2 dx:

de [ %1 [ dt
202 4+1 ) 2+1 2] 241

1) Integraali

1
= —arctant + C
V2

= % arctan(v/2z) + C.

Lopuksi on siis palattu takaisin alkuperédiseen muuttujaan x.

2) R-séteisen puoliympyrin ala voidaan laskea integraalista
R
/ VR? — x2dx.
-R

Tamé saadaan lasketuksi sijoittamalla * = Rsint, jolloin dz = Rcostdt.
Yldraja muunnetaan ratkaisemalla yhtédlo R = Rsint; talld on useita rat-
kaisuja, mutta luontevinta on valita arcsin-funktion pédhaaran mukainen
arvo t = /2. Alarajan muuntaminen antaa vastaavasti t = —m /2. Tulosta
voidaan sieventédéd trigonometrian kaavoilla:

/2

vV R?2 — R?sin’t Rcost dt

—7/2
w/2 w/2
= / RQCOSQtdt:RQ/ (1 + cos 2t) dt

—7/2 —7/2

R
/ VR? — x2dx =
~R

/2
= R2/ L(t+ isin2t) = 1rR*
—7/2

Kiveld, 9t niinkuin matematiikka, versio 1.12

integraalifunktio

arcus-funktio
integrointi
(kaavat)
integrointi
(kaavat)

ympyra
(esimerkki)
ympyra
ympyra (ala)
maaratty
integraali
pinta-ala
(integroimalla)

trigonometria
(johdannaiskaa-
vat)



Integroimistekniikkaa 3/5
ESITIEDOT: integraalifunktio, maaratty integraali, derivointisidnnot
KATSO MYOs:

Esimerkkeji sijoitusmenettelysta 11

3) Hieman hankalampana esimerkkind olkoon seuraava, missé integraali integraalifunktio
aluksi jaetaan kahteen osaan:

2 —sinzx 2 —sinx

—dr = | ——dx+ | ——— dx.

2+cosw 24 cosx 24 cosw
Tassé jalkimmaéiseen sijoitetaan ¢t = 24 cosx, jolloin dt = —sinx dz. Syyna
on se, ettd osoittaja on sama kuin nimittdjin derivaatta ja osoittajassa

on siis suoraan dt. Edelliseen integraaliin sijoitetaan hieman erikoisempaa:
u = tan(z/2) eli z = 2arctan u, jolloin

2d
dx = iy
1+ u? . _
trigonometria
Trigonometrian kaavojen avulla voidaan osoittaa, etté (johdannaiskaa-
vat)
1 —tan?(z/2) 1—u?
coST = 5 = 5
1+tan*(x/2) 14w
Integraali muuntuu siis muotoon
/ 2 2du n / dt / 4 du + dt
— = u —.
1—u? 14 u? t u? + 3 t
2+ ——
1+ u?
Jalkimmaéinen integroituu suoraan logaritmiksi. Edellinen voidaan sijoituk-
sella u = /3 v, du = V3 dv palauttaa arctan-funktioon: arcus-funktio
integrointi

4 dt 4 k
/idv—%/—:ﬁamtamz}%—lnt—i—a .(aavat_) .
3(v2+1) t 3 integrointi

(kaavat)
Palaamalla alkuperédiseen muuttujaan x saadaan

% arctan(u/v/3) + Int + C

1
_ 4 arctan(—= tan(z/2)) + In(2 + cos z) + C.

V3 V3
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Integroimistekniikkaa 4/5
ESITIEDOT: integraalifunktio, maaratty integraali, derivointisidnnot
KATSO MYOs:

Osittaisintegrointi

Toinen téarked menettely integraalien laskemisessa on osittaisintegrointi. Té-
takin voidaan kéyttad sekd integraalifunktion etsimiseen ettd méarittyjen
integraalien laskemiseen. Perustana on tulon derivoimiskaava kirjoitettuna

muotoon u'v = d—(uv) —uv'. Integroimalla tdmé saadaan osittaisintegroin-
x

nin kaavat

/u’(x)v(a:) dz = U($)U($)—/U(:U)v’(a:) dx,
/abu,(x)v(x) dz = /ab“(x)v@) —/abu(x)v'(m) de.

Osittaisintegroinnissa muunnetaan siis integraali f u'v integraaliksi f uv’ se-
ki integraalia sisdltdmattomaéksi lisdtermiksi. Kaavoja sovellettaessa on al-
kuperéinen integroitava funktio tulkittava funktioiden v’ ja v tuloksi siten,
ettd muunnettu integraali on muodostettavissa, ts. funktio u (jonka deri-
vaatta v’ tunnetaan) voidaan helposti laskea. Liséksi tavoitteena tietenkin
on, ettd muunnettu integraali olisi yksinkertaisempi.
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Integroimistekniikkaa 5/5
ESITIEDOT: integraalifunktio, maaratty integraali, derivointisidnnot
KATSO MYOs:

Esimerkkeji osittaisintegroinnista

/ 22e® dx

voidaan laskea kahdella perdkkéiselld osittaisintegroinnilla. Ensimméinen
antaa seuraavaa:

22 € dr=_2* % — 2¢ e" dx.
A Y N~ N~
v u’ v u v’

u

1) Integraali

Kun saatuun integraaliin sovelletaan uudelleen osittaisintegrointia saadaan
kaikkiaan

r2e® — 2t €% dr = 2% — 2x €5 + 2 € dx
SN~ SN~ o~
v u/ v u v/ u

= %" —2xe” + 2"+ C =" (2 — 22 +2) + C.

2) Integroitavan funktion tulkitseminen sopivaksi tuloksi edellyttéé toisi-
naan lausekkeen hahmottamista uudella tavalla. Logaritmifunktio voidaan
integroida osittaisintegroinnin avulla seuraavasti:

/lnxd$ = / 1 Inz dr= x lrm—/ x (1/z) dx
. LSS B T sl T e e

v u ’

= e—/ de=e—(e—1)=1.
1

3) Lukija miettikoon, mitd vikaa on seuraavassa péittelyssd: Osittaisin-
tegroinnilla saadaan

1 1 1 1 1
/—d:E:/l-—d:L‘::E-—+/:E~—2:1+/—dl‘.
T T x T x
1 1
/—dx:1+/—dx,

x T

mistd seuraa 0 = 1, kun integraalit supistetaan pois.

Siis
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Pinta-alojen ja tilavuuksien laskeminen 1/6
ESITIEDOT: méaritty integraali
KATSO MYOS: integroimistekniikkaa, pinta-aloja ja tilavuuksia

Tasoalueen pinta-ala

Jos funktio f saa vililla [a,b] vain ei-negatiivisia arvoja, so. f(z) > 0, kun
x € [a,b], voidaan kuvaajan y = f(z), x-akselin ja suorien x = a, v = b
rajaaman alueen pinta-ala laskea suoraan integraalista fab f(x)dx.

Jos vililla [a,b] on f(z) < 0, antaa integraali vastaavan pinta-alan negatii-
visena.

Jos funktio vaihtaa merkkidéan vélilla [a,b], ottaa integraali x-akselin yla-
ja alapuolella olevien alueiden alat huomioon positiivisina ja negatiivisina
kuvan osoittamalla tavalla. Jos kaikkien osa-alueiden alat halutaan positii-
visina, on vili [a, b] jaettava osiin funktion f nollakohdissa, laskettava erik-
seen integraali jokaisen osavilin yli ja tuloksia yhteenlaskettaessa otettava
osaintegraalien merkit huomioon.

YA

Usein on yksinkertaisinta ajatella, ettd laskettava ala jaetaan kapeisiin pys-
tysuoriin suorakulmioihin ja summeerataan nédiden pinta-alat positiivisina.
Télloin saadaan Riemannin summa, joka jakoa tihennettéessé, so. suorakul-
mioita kavennettaessa johtaa maarattyyn integraaliin. Tamé& ajattelu toimii
my6s, kun laskettavana on kahden kéyran viliin jadva ala.
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Pinta-alojen ja tilavuuksien laskeminen 2/6
ESITIEDOT: méaritty integraali
KATSO MYOS: integroimistekniikkaa, pinta-aloja ja tilavuuksia

Esimerkki pinta-alan laskemisesta

Olkoon laskettavana sen segmentin ala, joka jii paraabelin y = az? ja
suoran y = kx + b véliin. T&lloin oletetaan, ettd vakiot a, k£ ja b ovat
siten valitut, ettd suora todella on paraabelin sekantti; oletetaan liséksi,
ettd paraabeli aukeaa ylospéin, ts. a > 0.

Ratkaisemalla yhtaléryhmé
y = ax?
y=kx+b
saadaan paraabelin ja suoran leikkauspisteiden x-koordinaateiksi

k= VK% + 4ab . k+ VE? + 4ab
B 2a T 2a '

T
Téassé r1 < xo.

YA y:ax2
y=kx+b

Itl Uj .TQ Dx
Koska segmentti sijaitsee vililld [z, 25 ja télla valilld suora on paraabelia
ylempéné, on kohdassa x = v; sijaitsevan suorakulmion korkeus kv; + b —

cwjz- ja kanta Az;, mikd johtaa alaa approksimoivaan Riemannin summaan
> iy (kv +b— avy)Ax;. Jakoa tihennettéessd tamé lihestyy integraalia

Z2
/ (kx + b — ax?) dx.

x1

Integraalin laskeminen antaa pinta-alaksi

(k% + 4ab)®/?
6a? '

Tulos on péatevd myos, jos a < 0. Riemannin summassa tosin suorakul-
mion korkeus kv; + b — cw?- on tilloin negatiivinen, mutta tistd aiheutuva
merkkivirhe kumoutuu siiné, etté rajojen x; ja xo suuruusjirjestys muuttuu
péinvastaiseksi, kun a < 0.
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Pinta-alojen ja tilavuuksien laskeminen 3/6
ESITIEDOT: méaritty integraali
KATSO MYOS: integroimistekniikkaa, pinta-aloja ja tilavuuksia

Tilavuuden laskeminen

Olkoon tarkasteltavana kappale, jonka lapi x-akseli kulkee. Jaetaan tdma
ohuisiin viipaleisiin x-akselia vastaan kohtisuorilla tasoilla. Olkoon kappa-
leen tasoleikkauksen pinta-ala A(v;), kun leikkaava taso on kohdassa x = v;.
Jos tésséd kohdassa olevan viipaleen paksuus on Az;, on viipaleen tila-

vuus A(vj)Ax;. Koko kappaleen tilavuutta approksimoi Riemannin summa ijfnmrj:nin
Z?Zl A(vj)Az;, missd summeeraus ulotetaan kaikkiin viipaleisiin. Viipalei-
ta ohennettaessa tdmé johtaa kappaleen tilavuutta esittdvddn méadrattyyn -
integraaliin maaratty
zo integraali
/ A(z) dx,
1

misséd xy ja xo ovat kappaleen ddrimmaéisten pisteiden x-koordinaatit.

Yleensa x-akseli mielletédéan vaakasuoraksi. Edelld olevassa tarkastelussa ak-
selin ei valttamatta tarvitse olla vaakasuora, vaan aivan yhta hyvin kelpaa
mink& suuntainen akseli tahansa, kunhan akselia vastaan kohtisuorien ta-
soleikkausten pinta-ala on laskettavissa.
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Pinta-alojen ja tilavuuksien laskeminen
ESITIEDOT: méaritty integraali
KATSO MYOS: integroimistekniikkaa, pinta-aloja ja tilavuuksia

4/6

Esimerkki tilavuuden laskemisesta

Pallonmuotoisen oljyséilion sdde on R ja siiliossd on 6ljya korkeuteen h
saakka; 0 < h < 2R. Miké on 6ljyn tilavuus?

Sijoitetaan kolmiulotteinen xyz-koordinaatisto siten, ettd origo on pallon-
muotoisen siilion keskipisteessd. Symmetria-akseliksi valitaan pystysuora
z-akseli.

2N

&
8V

Korkeudella z = v; oleva vaakasuora tasoleikkaus on tdlldin ympyré, jon-
ka sdde on Pythagoraan mukaan ,/R? — v?-. Tasoleikkauksen ala on siten

A(vj) = m(R* — v7). Vaakasuoran oljyviipaleen tilavuutta esittdd télloin
lauseke A(v;)Az; ja koko Gljymasraa Riemannin summa -7 | A(v;)Az;,
missd summeerataan kaikki 6ljykerrokset huomioon ottaen.

Oljyméasrd sijaitsee siiliossi alueella, missd z-koordinaatit ovat valilld
[—R,h—R]. (Jos h =0, saadaan vain siilion alin piste z = —R; jos h = 2R,
on oljya vélilld [—R, R], so. koko pallossa.) Riemannin summaa vastaa

talloin integraali
h—R
/ (R — 2%) dz,
-R

miké antaa oljytilavuudeksi

gh2(3R —h).

Jos erityisesti h = 2R, saadaan pallon tilavuus %WRB.
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Pinta-alojen ja tilavuuksien laskeminen 5/6
ESITIEDOT: méaritty integraali

KATSO MYOS: integroimistekniikkaa, pinta-aloja ja tilavuuksia

Pyorahdyspinnan ala

Pyorahtakoon kiayra y = f(x), z1 < z < x4, x-akselin ympéri, jolloin syntyy
pyorihdyspinta.

Téamén pinta-ala voidaan laskea jakamalla pinta ympyranmuotoisiin suika-
leisiin x-akselia vastaan kohtisuorilla tasoilla. Jokainen suikale on likimain
katkaistu kartio. Tdmén ala on 7(ry + r9)s, missa r1 ja ry ovat ala- ja ylé-
pohjan séteet seké s sivujanan pituus.

Jos leikkaustasot sijaitsevat kohdissa x = x;, ovat pohjien siteet f(x;_1) ja
f(z;). Sivujanan pituus on Pythagoraan mukaan

\/(%’ —xj)? + (fzg) = f250))?

R \/(%’ —xj)? + @) (2 — 25a)? = 1+ ['(20) A,

misséd on kiytetty differentiaalikehitelméé ja merkintdd Ax; = x; — x;_;.

Summeeraamalla suikaleiden pinta-alat saadaan
> o w(f(@ion) + fa))y/ 1+ f(wj1)*Ax;.
j=1

Téama ei ole Riemannin summa (koska funktioiden arvoja on laskettu seké
pisteessd x;_; ettd pisteessd z;), mutta voidaan kuitenkin osoittaa, ettd
jakoa tihennettéesséd paddytadn integraaliin

/ o )T P ) d,

1

joka siis esittda pyorahdyspinnan alaa.
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Pinta-alojen ja tilavuuksien laskeminen 6/6
ESITIEDOT: méaritty integraali
KATSO MYOS: integroimistekniikkaa, pinta-aloja ja tilavuuksia

Esimerkki pyordhdyspinnan alan laskemisesta

Pallopinta syntyy ympyriankaaren y = f(x) = v/ R? — 22 pyoridhtdessid x- pallo
akselin ympari valilla [— R, R]. Koska pallo (tilavuus)

x pallo (ala)

saadaan pyordhdyspinnan alaksi

R 2 R
/ 21V R? — 2%y /1 4+ %dz = / 21Rdx = A7 R?.
R R — X R

Myos pallon tilavuus voidaan laskea sen pinta-alan perusteella. Pallo jae-
taan télloin samankeskisiksi pallokuoriksi, joiden paksuus on Ar;. Kuoren
tilavuus on téalloin likimain 47rr]2-Arj, jolloin pallon tilavuutta approksimoi tilavuus
Riemannin summa y ,_, 47r7“]2~A7"j. Pallon tilavuus saadaan siis integraalis- Riemannin
tas n summa

/ drr? dr = %WR?’. ms:;atzi
’ ympyran ala

Lasku on samanlainen kuin ympyrén alan laskeminen kehén pituuden pe- (integroimalla)

rusteella. Fi siis myoskédan ole sattuma, etté pallon pinta-ala on tilavuuden

. mpyran ala
derivaattal ymey

(integroimalla)
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Massakeskipiste 1/2
ESITIEDOT: keskiarvo, méaérétty integraali
KATSO MYOS: integroimistekniikkaa, hitausmomentti

Massakeskipisteen méairittely

Kappaleen massakeskipiste eli painopiste kuvaa massan keskiméaraista si-
jaintia. Jos kappale ripustetaan massakeskipisteesté, se pysyy milldéan tavoin
kiertymétté siind asennossa, johon se asetetaan. Kappaleeseen vaikuttavan
painovoiman momentti tdmén pisteen suhteen on siis = 0.

Massakeskipisteen koordinaatit voidaan laskea massajakaumalla painotet-
tuina keskiarvoina. Tamé tarkoittaa seuraavaa:

Jaetaan kappale pieniin osiin, esimerkiksi pikku kuutioihin, joiden sdrmét
ovat kolmiulotteisen xyz-koordinaatiston akselien suuntaiset. Merkitdan
k:mnessa pikku kuutiossa olevaa massaa Amy ja sen sijaintia, esimerkik-
si keskipisteen koordinaatteja (xy, yx, zx). Keskipisteiden x-koordinaattien
keskiarvo massajakaumalla painotettuna on

n n
Doper TeAmy 1
W - mkAmk;

missd m =y _,_, Amy on kappaleen kokonaismassa.

Kyseessé on erddnlainen Riemannin summa, joka pikku kuutioiden muodos-
tamaa jakoa tihennettiesséd johtaa integraaliin. Yleisessd tapauksessa ky-
seesséd on integraali kolmiulotteisen avaruuden alueen, nimittdin kyseessé
olevan kappaleen yli. Erikoistapauksissa se on kuitenkin pelkistettéivissi re-
aaliakselin suljetun vilin yli otetuksi integraaliksi, kuten mychempéné oleva
esimerkki osoittaa. Integraali antaa massakeskipisteen x-koordinaatin Xj.

Vastaavalla tavalla saadaan massakeskipisteen y- ja z-koordinaatit Y ja Zj.

Jos kappaleen massatiheys on vakio p (yksikkoénd kg/m?3), on Amy, = pAuvy
ja m = pv, missd Awv, tarkoittaa pikku kuution ja v koko kappaleen ti-
lavuutta. Em. x-koordinaatin lausekkeessa voidaan seké osoittajassa etté
nimittdjéssa ottaa télloin p tekijdksi ja supistaa pois. Tuloksena saadaan
yksinomaan kappaleen geometrisista ominaisuuksista (koko, muoto) riippu-

va lauseke
1 n
— E ZL‘kAUk,
v
k=1

joka myos antaa madrdtyn integraalin jakoa tihennettéessé. Tulosta kutsu-
taan kappaleen geometrisen keskipisteen eli keskion x-koordinaatiksi. Se on
laskettavissa mahdollisista massajakaumista riippumatta.
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Massakeskipiste 2/2
ESITIEDOT: keskiarvo, méaérétty integraali

KATSO MYOS: integroimistekniikkaa, hitausmomentti

Esimerkki massakeskipisteen laskemisesta

Olkoon tarkasteltavana puoliympyrin muotoinen homogeeninen levy, ts. le-
vy jonka massatiheys on vakio. Geometrinen keskit ja massakeskipiste ovat
talloin sama asia. Lasketaan tdmén koordinaatit.

Sijoitetaan koordinaatisto siten, ettd origo yhtyy puoliympyran keskipis-
teeseen ja levy sijaitsee x-akselin ylédpuolella. Talloin levyn reunoina ovat
x-akseli ja ympyrin 22 + y? = R? kaari, missi y > 0.

Symmetriasyista keskion x-koordinaatti on = 0.

YN

Keskion y-koordinaatin laskemiseksi levy jaetaan periaatteessa pikku ne-
lioihin vastaten edelld késiteltyja pikku kuutioita, koska kyseessa on kaksi-
ulotteinen kappale. Néista voidaan kuitenkin yhdistéé ne, joita vastaa sama
y-arvo, jolloin levy tulee jaetuksi x-akselin suuntaisiin pitkiin ja kapeisiin
suorakulmioihin, joiden sivut ovat Ay ja 24/ R? — 2.

y-koordinaattien keskiarvoa approksimoidaan nyt painotettuna keskiarvona,
jossa painoina ovat téllaisten suorakulmioiden alat:

ZZ:1 Yk - 2/ R? — y? Ay,
ZZ:1 2y R? — y*Ayy,
Jaon tihentdminen, so. suorakulmioiden kaventaminen ja lukuméaéran liséda-
minen johtaa sekéd osoittajassa ettd nimittdjassd médrattyyn integraaliin.
Nimittdjén integraali esittdd puoliympyrén alaa ja on siis = %WR2. Keskion
y-koordinaatiksi saadaan

1 R 2 /F
/0 2u/ R? — y?dy = 7T_R2/0 —%(32 - y2)3/2

%ﬂ'R2
4R
3

Yy =

~ 0.42R .
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Hitausmomentti 1/2
ESITIEDOT: méaritty integraali
KATSO MYOS: integroimistekniikkaa, massakeskipiste

Hitausmomentin méaéirittely

Massapisteen — massana m — fysikaalinen hitausmomentt: kiertoakselin
suhteen on J = mr?, missi r on kohtisuora etiisyys akselista.

Jos kyseessa on kappale, saadaan sen hitausmomentti lasketuksi kdyttamalla
samaa ideaa kuin massakeskipisteen laskemisessa:

Kappale jaetaan pieniin osiin, esimerkiksi pikku kuutioihin koordinaattita-
sojen suuntaisilla tasoilla. Muunkinlaista jakoa 'pistemaéisiin’ osiin voidaan
kayttad. Jokaista osaa kohdellaan omana massapisteenéén ja lasketaan néi-
den hitausmomentit yhteen:

n
2
E . Amy,
k=1

missd Amy, on k:nnen pikku kuution massa ja 1, sen etéisyys kiertoakselista.

Tamé& on Riemannin summa, joka kuutioita pienennettiessd lahestyy méé-
riattyd integraalia. Yleenséa kyseessé on kolmiulotteisen avaruuden integraali,
mutta erikoistapauksissa se on palautettavissa yhden muuttujan integraalik-
si, kuten edempéné esimerkissi osoitetaan. Integraalia kutsutaan kappaleen
(fysikaaliseksi) hitausmomentiksi.

Jos kappale on homogeeninen, ts. sen massatiheys p on vakio, on Am; =
pAuvy, missié Av, on pikku kuution tilavuus. Talloin p voidaan ottaa eo.
summassa tekijaksi. Jéiljelle jadva summa

n
E 7 Avy
k=1

riippuu vain kappaleen geometriasta ja valitusta akselisuorasta. Vastaava
integraali on kappaleen matemaattinen hitausmomentti eli toinen momentt:
akselisuoran suhteen. Matemaattinen hitausmomentti saadaan siis fysikaa-
lisesta asettamalla massatiheydeksi vakio p = 1.
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Hitausmomentti 2/2
ESITIEDOT: méaritty integraali
KATSO MYOS: integroimistekniikkaa, massakeskipiste

Esimerkki hitausmomentin laskemisesta

Lasketaan R-séteisen pallon hitausmomentti keskipisteen kautta kulkevan
akselin suhteen, kun massatiheys on vakio p = 1.

Sijaitkoon kolmiulotteinen xyz-koordinaatisto siten, etta origo on pallon kes-
kipisteessé. Kiertoakseli olkoon z-akseli. Pallo jaetaan edelld kuvatulla taval-
la pikku osiin ja néisté kerdtdadn yhteen ne, joilla on sama etéisyys kiertoak-
selista. Yhteen kuuluvat osat muodostavat lierickuoria akselina z-akseli. Jos
etéisyys akselista on 7, on lierion korkeus Pythagoraan mukaan 2/ R? — 12
ja pohjan siade luonnollisesti . Jos lieriokuoren paksuus on Ar, on kuoren
tilavuus (eli massa, koska p = 1) likimain 27r 2/ R? — 12 Ar.

Jakamalla pallo n lierickuoreen, muodostamalla jokaisen hitausmomentti
ja laskemalla yhteen saadaan Riemannin summa, joka approksimoi pallon

hitausmomenttia:
n

Zri 227y 24/ R? — ri Ary.

k=1
Jakoa tihennettéesséd, so. kuoria ohennettaessa, jolloin niiden lukuméara
kasvaa, tdmé ldhestyy integraalia

R
J:47r/ 3V R? —r2dr,
0

miké siis antaa pallon hitausmomentin.

Integraali voidaan laskea tekemilld sijoitus t = +/R? —r2, jolloin dt =
r
- dr ja uudet rajat ovat t = R, t = 0. Integraali saa seuraavan

VRZ —r

muodon ja voidaan laskea:

0 0
J:MA;4W—ﬂﬁMh>4®é@Wﬁ—yﬂ:%ﬂﬁ

Hitausmomentti lausutaan yleensé kappaleen kokonaismassan avulla. Koska
massatiheys = 1, on kokonaismassa sama kuin tilavuus: m = §7TR3. Talloin
pallon hitausmomentti voidaan kirjoittaa

J =2mR>.

Taméa vastaa tilannetta, jossa pallon massa on keskittynyt yhteen pisteeseen

etéisyydelle \/% R. Tata etédisyyttad sanotaan pallon hitaussdteeks:.
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Geometria 1/4
ESITIEDOT:
KATSO MYOS: geometriset probleemat, piste, suora

Geometrian synty

Geometria on matematiikan osa-alue, joka perinteisesti on tutkinut taso-
tai avaruuskuvioita ja niiden suhteita: pisteitd, suoria, tasoja, ympyroita,
palloja, monitahokkaita, jne.

Geometrian historia alkaa antiikin Kreikasta. Vanhimpia nimid ovat Thales
Miletolainen ja Pythagoras Samoslainen (500-luvulla eKr.), Platon (400- ja
300-lukujen vaihteessa eKr.) ja Eukleides (300-luvulla eKr.). Aleksandrian
yliopistossa vaikuttaneen Eukleideen kirjoittama oppikirja Stoikheia (lat.
Elementa) on ensimméinen kokonaisesitys geometriasta. Sen merkitys on
ulottunut lapi vuosisatojen: koulujen geometrian opetus on 1900-luvulle
saakka pohjautunut Eukleideen jarjestelméin.

Antiikin kreikkalaisista matemaatikoista ansaitsee tulla mainituksi liséksi
200-luvulla eKr. Syrakusassa elinyt Arkhimedes, joka méaéritti pinta-aloja
ja tilavuuksia menetelmillé, joita voidaan pitdé integraalilaskennan varhais-
ideoina.

Eukleideen Stoikheian lahtokohtana olivat aksioomat, lausumat, jotka hy-
viksyttiin tosiksi ilman perusteluja. Esimerkiksi lausuma 'kahden pisteen
kautta voidaan piirtda yksi suora’ kuului perusaksioomiin. Aksioomien poh-
jalta todistettiin geometrisia teoreemoja, so. viittadmia, joita ei endd voitu
pitdd itsestéddn selvind. Geometrisille probleemoille konstruoitiin myos rat-
kaisuja harppia ja viivoitinta kayttden. Stoikheia loi deduktiivisen péadtte-
lyn, uusien tulosten todistamisen aiemmin tunnettujen pohjalta loogisen
padttelyn avulla.
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Geometria
ESITIEDOT:
KATSO MYOS: geometriset probleemat, piste, suora

2/4

Paralleeliaksiooma; erilaisia geometrioita

Eukleideen tasogeometrian aksioomiin kuului myos paralleeliaksiooma: suo-
ran ulkopuolella olevan pisteen kautta voidaan aina piirtaé tasmélleen yksi
kyseisen suoran suuntainen suora.

Paralleeliaksiooma ei ollut yhta luonnostaan hyvéaksyttavissa kuin muut al-
keellisemmat aksioomat ja sité yritettiin todistaa vuosisatojen kuluessa me-
nestyksettd. Ongelma ratkesi vasta 1800-luvulla hieman odottamattomalla
tavalla. Ratkaisun esittivét toisistaan riippumatta venildinen Kazanin yli-
opiston professori Nikolai Ivanovits LobatSevski ja unkarilainen matemaa-
tikko Janos Bolyai 1820-luvun lopulla. Samoihin ajatuksiin olivat vuosisa-
dan alkupuolella tulleet muutkin, mm. Carl Friedrich Gauss, mutta hén ei
julkaissut ajatuksiaan.

Paralleeliaksioomaa ei onnistuttu todistamaan, vaan osoittautui, ettd vika
oli suoran késitteesséi. Intuitiivinen mielikuva suorasta ei ollutkaan loogises-
sa mielessé riittdva. Riippuen siitd, mita suoralla tarkoitetaan, paralleeliak-
siooma joko on voimassa tai ei ole. Tamaé johti epdeuklidisten geometrioi-
den syntymiseen. Jos paralleeliaksiooma on voimassa, puhutaan euklidisesta
geometriasta; jos se ei ole, kyseesséd on epdeuklidinen geometria.

Seurauksena oli geometrian aksioomajérjestelmien tarkempi tutkiminen,
mikd mm. johti vuonna 1899 ilmestyneeseen Gottingenin yliopiston profes-
sorin David Hilbertin teokseen Grundlagen der Geometrie, jossa esitettiin
moderni geometrian aksiomatiikka. Pohjana on télloin kaksi joukkoa, joista
toisen alkioita kutsutaan pisteiksi ja toisen suoriksi. Niilla oletetaan olevan
aksioomissa luetellut ominaisuudet.

Geometrian tutkimisessa on kéytetty hyviksi myos algebraa. Tama yleistyi
varsinkin René Descartesin toiden jéalkeen 1600-luvulta ldhtien.

Algebran kaytto on vapauttanut geometrikot tarkastelemasta vain kaksiu-
lotteista taso- tai kolmiulotteista avaruusgeometriaa. Dimensio voi olla aivan
hyvin suurempikin, jopa dareton.

Geometrian aksioomajérjestelmien tutkiminen ja geometrian nidkeminen
pisteiden ja suorien muodostamiksi joukoiksi ja ndiden vélisiksi relaatioiksi
on johtanut myos abstrakteihin dérellisiin geometrioihin. Néissé on seké pis-
teitéd ettd suoria vain &dérellinen madra. Sovellukset 16ytyvét yllattaviltdkin
aloilta, mm. kombinaatioteoriasta.
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Geometria 3/4
ESITIEDOT:
KATSO MYOS: geometriset probleemat, piste, suora

Euklidinen ja epideuklidinen geometria

Geometriaa, so. pisteiden ja suorien muodostamaa jérjestelmééd sanotaan
euklidiseksi geometriaksi, jos siind on voimassa paralleeliaksiooma, ts. suo-
ran ulkopuolella olevan pisteen kautta voidaan piirtda tdsmélleen yksi ky-
seisen suoran suuntainen suora. Jos néin ei ole, kyseessé on epdeuklidinen
geometria.

Yksinkertaisin euklidisen geometrian malli, so. jarjestelmé, joka toteuttaa
euklidiset aksioomat, on tavallinen xy-taso. Pisteitd ovat télloin lukuparit
(x,y), so. pisteet ilmaistaan koordinaateillaan. Suorat méaaritelldan yht&loil-
14: az +by+c = 0 (missé ainakin toinen luvuista a, b on # 0) on suora, jolle
kuuluvat ne pisteet, joiden koordinaatit toteuttavat yhtélon. On yksinker-
tainen algebrallinen lasku osoittaa, ettd paralleeliaksiooma on voimassa.

Esimerkki epéeuklidisesta geometriasta saadaan tarkastelemalla geometri-
aa pallon pinnalla. Tdmé&n geometrian pisteet ovat pallon pinnan pisteité.
Suorat ovat pallon pinnalla olevia isoympyroité, so. ympyroité, joiden séde
on sama kuin pallon sédde ja jotka saadaan leikkaamalla pallopintaa pallon
keskipisteen kautta kulkevalla tasolla. Kaksi téllaista ympyrdd — pallon-
pintageometrian suoraa — leikkaa toisensa aina, jopa kahdessa vastakkaisil-
la puolilla palloa olevassa pisteessd. Minkééan suoran minkdéan ulkopuolisen
pisteen kautta ei siis voida asettaa suoraa, joka ei leikkaisi kyseisté suoraa!
Téllaista epédeuklidista geometriaa kutsutaan elliptiseksi.

Epéeuklidinen geometria voi olla myds hyperbolinen, jolloin suoran ulko-
puolisen pisteen kautta voidaan asettaa d#drettomén monta suoraa, jotka
eivit kohtaa alkuperdistd suoraa missidéin pisteessé, ts. ovat sen suuntaisia.
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Geometria 4/4
ESITIEDOT:
KATSO MYOS: geometriset probleemat, piste, suora

Projektiivinen geometria

Projektiivisessa geometriassa tutkitaan suorien ja tasojen keskindisté leik-
kaamista kiinnittdmattd huomiota mitallisiin ominaisuuksiin. Téaménkin
geometrian alan historia on pitkd. Merkittdvid nimid ovat Pappos Alek-
sandrialainen 300-luvulta, ranskalaiset Girard Desargues ja Blaise Pascal
1600-luvulta, samoin ranskalaiset Charles-Julien Brianchon ja Jean-Victor
Poncelet 1800-luvun alusta.

Esimerkkiné projektiivisen geometrian lauseista olkoon seuraava Pappoksen
lause: Olkoon annettuna kaksi suoraa tasossa; toiselta valitaan pisteet Aq,
By, C] ja toiselta pisteet Ay, By, Cy. Olkoon piste R suorien Ay Bs ja A B
leikkauspiste, piste S vastaavasti suorien B;Cs ja BsC leikkauspiste ja piste
T suorien C1 A, ja CyA;. Talloin pisteet R, S ja T ovat samalla suoralla.

¢

g e

B 2 02\

Jotta Pappoksen lause olisi poikkeuksetta voimassa, on suorien leikkauspis-
teen kasitettd tdydennettiva sitd tapausta varten, ettd suorat sattuvat ole-
maan yhdensuuntaisia, jolloin leikkauspistetté ei tavanomaisessa mielessd
ole. Projektiivisessa geometriassa otetaan tatd varten kdyttoon ns. ’daretto-
mén kaukaiset pisteet’: kahden yhdensuuntaisen suoran sanotaan leikkaavan
aarettoman kaukaisessa pisteessé, joka sijaitsee suorien suunnassa.

Projektiivista geometriaa voidaan myos késitelld algebran keinoin (erdén-
laisena analyyttisena geometriana).
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Koordinaatistot 1/6
ESITIEDOT: reaaliluvut
KATSO MYOS: trigonometriset funktiot, kompleksiluvut

Koordinaatiston ja koordinaattien kisite

Geometrisissa tehtdvissd — ja siten myods monissa kdytdnnon ongelmissa
— on usein tarpeen ilmoittaa pisteiden sijainti jonkin kiintedn vertailusys-
teemin suhteen. Vertailusysteemia kutsutaan koordinaatistoksi ja pisteiden
paikat ilmoittavia lukuja koordinaateiks:.

Koordinaatistoja muodostetaan seka kaksiulotteiseen tasoon etta kolmiulot-
teiseen avaruuteen. Pisteen paikan ilmoittavat koordinaatit voivat olla so-
pivasti valittuja etdisyyksid, kulmia tai joitakin muita vastaavia suureita.
Tasotapauksessa koordinaatteja tarvitaan kaksi, avaruustapauksessa kolme.
Niiden lukumaérda kutsutaan dimensioksi eli ulotteisuudeksi; tason dimen-
sio on siten 2, avaruuden 3.

Yleisimmin kéaytetty koordinaatisto on ns. suorakulmainen koordinaatisto,
tasossa xy-koordinaatisto, avaruudessa xyz-koordinaatisto. Koordinaatisto
voidaan kuitenkin muodostaa monella muullakin tavalla. Probleeman luon-
teesta, esimerkiksi tilanteen symmetrioista riippuu, millaisen koordinaatis-
ton kaytto on yksinkertaisinta.

Tason ja avaruuden ohella koordinaatisto voidaan muodostaa myos yksi-
ulotteiselle suoralle. Yksinkertaisin tapa on kiinnittdd jokin suoran piste
ja ilmoittaa pisteiden paikat etéisyyksind téstd pisteesté, toiseen suuntaan
positiivisina, toiseen negatiivisina. Kyseessé on itse asiassa lukusuora.
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Koordinaatistot 2/6
ESITIEDOT: reaaliluvut
KATSO MYOS: trigonometriset funktiot, kompleksiluvut

Suorakulmainen koordinaatisto tasossa

Tason suorakulmainen koordinaatisto muodostetaan valitsemalla jokin pis-
te origoksi ja asettamalla tdméan kautta kaksi toisiaan vastaan kohtisuoraa
suoraa koordinaattiakseleiksi. Suorille valitaan positiiviset suunnat ja niita
kutsutaan x- ja y-akseleiksi. Nimitykset valitaan yleensé siten, etté kierret-
tdessé positiiviselta x-akselilta ldhtien origon ympéri vastapdivdaan 90 as-
tetta paddytéddn positiiviselle y-akselille. Téata kutsutaan myos positiivisekst
kiertosuunnaksi.

Pisteen paikka ilmoitetaan kahtena koordinaattina: x-koordinaatti on kohti-
suora etéisyys y-akselista ja y-koordinaatti kohtisuora etéisyys x-akselista.
x-koordinaatti on positiivinen, jos piste sijaitsee positiivisen x-akselin
puolella y-akselia, vastakkaisella puolella negatiivinen. Vastaava pétee y-

koordinaatille.
Yn

Yo

/

Zo

Kiveld, 9t niinkuin matematiikka, versio 1.12

kiertosuunta
(positiivinen)



Koordinaatistot 3/6
ESITIEDOT: reaaliluvut
KATSO MYOS: trigonometriset funktiot, kompleksiluvut

Suorakulmainen koordinaatisto avaruudessa

Avaruuden suorakulmainen koordinaatisto muodostetaan samaan tapaan
kuin tasokoordinaatisto. Koordinaattiakseleita on talloin kolme, kaikki toi-
siaan vastaan kohtisuoria. Voidaan ajatella, ettd tason xy-koordinaatistoa
taydennetddn asettamalla origon kautta seké x- ettd y-akselia vastaan koh-
tisuora z-akseli. Tamén positiivisen suunnan valitsemiseen on kaksi mah-
dollisuutta ja se valitaan yleensa siten, ettd x-akselin, y-akselin ja z-akselin
(téssd jarjestyksessd) positiiviset suunnat suhtautuvat siten kuin ihmisen oi-
kean kiden peukalo, etusormi ja keskisormi suorakulmaisiksi ojennettuina.
Téalloin puhutaan oikeakdtisestd kooordinaatistosta, mikéa on tason positiivi-
sen kiertosuunnan vastine avaruudessa.

Koordinaattiakseleiden méaraamat tasot ovat koordinaattitasoja: xy-taso,
yz-taso ja zx-taso. Pisteen paikka ilmoitetaan kolmena positiivisena tai
negatiivisena koordinaattina samaan tapaan kuin tasossa: x-koordinaatti
on kohtisuora etéisyys (positiivisena tai negatiivisena) yz-tasosta, y-koordi-
naatti zx-tasosta ja z-koordinaatti xy-tasosta.

Z b
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ESITIEDOT: reaaliluvut
KATSO MYOS: trigonometriset funktiot, kompleksiluvut

Tason napakoordinaatisto

Tason napakoordinaatistossa pisteen paikka ilmoitetaan antamalla sen etéi-
syys r origosta ja suuntakulma eli napakulma ¢ positiiviseen x-akseliin nah-
den. Napakulma mitataan positiivisena positiiviseen kiertosuuntaan. Koor-
dinaattien sallitut arvot ovat » > 0, —7 < ¢ < 7. Kulmalle kdytetdén usein
myos valid 0 < ¢ < 27 ja sille voidaan tarpeen mukaan sallia arvoja, jotka
sisaltavét jakson 27 monikertoja.

YN

rsin r

>
7 COS T

Napakoordinaattien ja suorakulmaisten koordinaattien vélinen yhteys on

{ T=reosp { r=+/a+y?

y=rsing ¢ = arctan(y/x)

On huomattava, ettd funktiosta arctan ei valttamatta kaytetd pddhaaraa,
koska tallin saataisiin vain valilla [—7/2, 7/2] olevia napakulmia. Tarvit-
taessa padhaarasta saatuun arvoon on lisdttava tai siitd on vihennettava
7 (jolloin itse asiassa kéytetddn sopivaa sivuhaaraa); miten milloinkin on
meneteltdvi, ndhdadn helpoimmin paidttelemélld oikea koordinaatiston nel-
jédnnes koordinaattien x ja y merkeisté.

Esimerkiksi: Jos pisteen suorakulmaiset koordinaatit ovat z = —1, y = v/3,
ovat sen napakoordinaatit r = 2, ¢ = 27/3.
YN
(-1Vv3), *
2 1 21
~
L | >
x

Kompleksilukujen napakoordinaattiesitys perustuu edelld kuvattujen napa-
koordinaattien kayttoon.
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ESITIEDOT: reaaliluvut
KATSO MYOS: trigonometriset funktiot, kompleksiluvut

Lieriokoordinaatit

Kolmiulotteisen avaruuden lieridkoordinaatit eli sylinterikoordinaatit saa- lieric
daan kayttdmaélla xy-tason osalta napakoordinaatteja r, ¢ ja ottamalla z-
koordinaatti kolmanneksi koordinaatiksi. Lierickoordinaatit saavat siten ar-

votr >0, -t <p<m zeR

“4

Lieriokoordinaattien ja suorakulmaisten xyz-koordinaattien véliset yhteydet

ovat seuraavat: sini
kosini
_ _ /2 2
T = TCPS ' r=yrty arcus-funktio
y=rsing ¢ = arctan(y/x) .
zZ =2z =z

Téasséd on arctan-funktiosta kéytettdva sopivaa haaraa samoin kuin napa-
koordinaattien tapauksessa.
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ESITIEDOT: reaaliluvut
KATSO MYOS: trigonometriset funktiot, kompleksiluvut

Pallokoordinaatit

Kolmiulotteisen avaruuden pallokoordinaatit vastaavat paikan ilmoittamis-
ta pallon sédteen sekd maantieteellisen pituuden ja leveyden avulla: » > 0
on pisteen etiisyys origosta, ts. sen origokeskisen pallon sdde, jolla pis-
te sijaitsee; —m < ¢ < m pisteen pituus vastaten xy-tason napakulmaa;
—m/2 <19 < /2 pisteen leveys, so. origon ja pisteen yhdysjanan kaltevuus-
kulma xy-tasoon ndhden.

“4

(z,y,2)

rsind

r cos ¥ cos @ )
~|rcos¥siny

Y

Pallokoordinaattien ja xyz-koordinaattien viliset yhteydet ovat seuraavat:

— 2 L2t 2
x = rcosv cos A

Yy =rcosvsing ; p = arctan(y/z) ~

2z = rsin ¢ Y = arcsin
a2+ y?+ 22

Kulmaa ¢ laskettaessa on funktiosta arctan kaytettava sopivaa haaraa ku-
ten lierickoordinaattien ja tason napakoordinaattien tapauksessa. Funktios-
ta arcsin sen sijaan kidytetddn aina padhaaraa kulman v lausekkeessa.

Edelld maériteltyihin pallokoordinaatteihin viitataan toisinaan maantieteel-
lisind pallokoordinaatteina. Varsinkin fysiikassa kdytetdan myos hieman toi-
sella tavoin mééariteltyja, ns. fysikaalisia pallokoordinaatteja. Téll6in kulma
¥ korvataan kulmalla, joka ilmoittaa pisteen kaarietédisyyden positiivisesta
z-akselista. Jos fysikaalisten pallokoordinaattien kulmaa merkitain ¢, on
siis ' = 7/2 — 9 ja 0 < ¢ < 7. Edelld oleviin vastaavuuskaavoihin tulee
véahaisid muutoksia.
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EsITiIEDOT: koordinaatistot
KATSO MYOs: vektorialgebra

Vektorikisite

Jos kahta pistettd A ja B yhdistaville janalle AB annetaan suunta, so.
sovitaan, ettd toinen pisteistd on janan alkupiste ja toinen sen loppupiste,
saadaan suuntajana.

Kaksiulotteisessa tasossa tai kolmiulotteisessa avaruudessa samanpituisten
ja samansuuntaisten suuntajanojen joukkoa sanotaan wektoriksi. Jokainen
suuntajanoista on kyseisen vektorin edustaja. Suuntajanan AB madraaméa
vektoria merkitaan AB.

Vektoreita merkitdan myos yhdelld symbolilla joko siten, ettd symbolin péal-

le kirjoitetaan viiva tai nuoli, tai varsinkin ladotussa tekstissé lihavoituna.
—

Esimerkiksi: AB = a = d = a. (Téssé tekstissd kiytossd on lihavointi. )

Vektorin pituutta, so. vastaavan suuntajanan pituutta merkitaén joko itseis-
arvomerkeilld tai jattdmaélla symbolista nuoli tai lihavointi pois. Vektorin a
pituus on siten |a| = |a| = |d| = a.

Suuntajanan alkupiste ja loppupiste voivat myos yhtya. Télldin suuntajanan
sanotaan edustavan nollavektoria. Tdmén pituus on siis = 0 ja suunta on
maaraamaton.

Yksikkovektor: on vektori, jonka pituus = 1. Vektorin a suuntaista yksikko-

vektoria merkitdan a°.

Geometrisissa tehtédvissa vektorit piirretddn yleensd nuolina, ts. piirretddn
vektoria edustavia suuntajanoja. Koska vektorille olennaista on vain pituus
ja suunta, voidaan sijainti, esimerkiksi alkupiste valita vapaasti.

Sovelluksissa vektoreilla kuvataan suureita, joilla on paitsi suuruus myos
suunta. Téllaisia ovat esimerkiksi fysiikassa nopeus, kiithtyvyys, vaantémo-
mentti, sihkokentédn voimakkuus, jne.

Edella esitetty méarittely koskee ns. geometrisia vektoreita. Késitetta kayte-
tddn matematiikassa kuitenkin myos paljonkin yleisemméssé merkityksessa.
Hieman yksinkertaistaen voidaan sanoa, etta vektori on skalaarin vastakoh-
ta. Skalaari taas tarkoittaa lukua; skalaarisuure on yhdelld luvulla kuvat-
tavissa oleva suure. Vektori on siten jotakin, mité ei voida kuvata yhdella
luvulla. Liséksi vektoreilta edellytetdén, ettd niilla voidaan laskea tiettyjen
laskusdéantojen mukaisesti.
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EsITiIEDOT: koordinaatistot
KATSO MYOs: vektorialgebra

Vektorien yhteenlasku ja skalaarilla kertominen

Kaksi tason tai avaruuden vektoria a ja b lasketaan yhteen siten, ettéd nii-
den suuntajanat asetetaan alkamaan samasta pisteestd ja summavektorin
a + b edustajana oleva suuntajana muodostetaan syntyvén suunnikkaan
lavistédjana oheisen kuvion mukaisesti:

b

Vektori a kerrotaan skalaarilla eli reaaliluvulla X siten, ettéd sen pituus ker-
rotaan itseisarvolla |\| ja suunta sdilyy samana, jos A > 0, tai kddntyy
vastakkaiseksi, jos A < 0. Jos A = 0, tuloksena on nollavektori. Vektorin a
skalaarikerrannaista merkitddn Aa.

Aa

—Aa A >0

Vektoreiden yhteenlasku ja skalaarilla kertominen noudattavat kaikkia ta-
vanomaisia laskusdantoja: Yhteenlasku on vaihdannaista ja liitdnnéisté, ts.
laskettaessa yhteen useita vektoreita ei jarjestyksella tai vektoreiden ryhmit-
telylld (sulkujen kéytolla) ole merkitysté. Skalaarilla kertominen noudattaa
osittelulakeja, jne.

Kiveld, 9t niinkuin matematiikka, versio 1.12

yhteenlasku
(yleensd)

kertolasku
(yleensd)

vaihdannaisuus
litdnndisyys

osittelulaki



Vektori 3/3
EsITiIEDOT: koordinaatistot
KATSO MYOs: vektorialgebra

Vektorit koordinaatistossa

Suorakulmaisen xy-koordinaatiston tai avaruudessa xyz-koordinaatiston
koordinaattiakseleiden positiiviseen suuntaan osoittavia yksikkovektoreita
kutsutaan kantavektoreiksi. Namé ovat siis pituudeltaan = 1 ja toisiaan
vastaan kohtisuoria. Kantavektoreiden symboleina kaytetdén i, j ja avaruu-
dessa lisiksi k.

Yhteenlasku ja skalaarilla kertominen mahdollistavat vektorien jakamisen
koordinaattiakseleiden suuntaisiin komponentteihin. Esimerkiksi pisteesté
P = (2,-3,1) alkava ja pisteeseen ) = (5, —5, 2) pééttyvi suuntajana mai-
rédd vektorin, joka voidaan lausua summana kantavektoreiden suuntaisista
komponenteista:

—
PO =3i—2j+ k.

Komponentit voivat luonnollisesti olla muunkinlaisia kuin koordinaattiak-
seleiden suuntaisia. Esimerkiksi fysikaalisessa sovelluksessa, jossa tarkastel-
laan kaltevalla tasolla olevaa kappaletta, on voimavektorit luonnollista jakaa
tason suuntaisiin ja sitd vastaan kohtisuoriin komponentteihin.

Muotoa
/\18.1 + /\23.2 + )\38.3

olevaa lauseketta kutsutaan vektoreiden aj, as, ag lineaariyhdistelyksi.
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Vektorialgebra
EsiTIEDOT: vektori
KATSO MYOS: determinantti

1/5

Skalaaritulo

Vektoreiden yhteenlaskun ja skalaarilla kertomisen liséksi vektoreiden vélille
voidaan madaritelld myos kertolasku. Itse asiassa néitd on kaksi erilaista.

Seurauksena on, ettd vektoreilla voidaan laskea samaan tapaan kuin reaali-
tai kompleksiluvuilla. Talloin puhutaan vektorialgebrasta.

Tason tai avaruuden kahden vektorin skalaaritulo eli sisdtulo eli pistetulo
a - b maéritellddn asettamalla

a-b = |a||b| cos ¥,

missé ¥ on vektoreiden a ja b vélinen kulma (0 < 9 < 7).

Vektorin skalaaritulo itsensd kanssa on sama kuin vektorin pituuden nelio,
a-a = |al?, koska tilloin ¥ = 0 ja kosini siis on = 1.

Jos vektorit a ja b ovat toisiaan vastaan kohtisuoria, on niiden vilisen kul-
man 7/2 kosini = 0 ja siis a - b = 0. Skalaaritulo voi olla = 0 my6s sen
takia, ettd jompikumpi (tai molemmat) vektoreista on nollavektori. Tapana
on sanoa, ettéd nollavektori on kohtisuorassa mité tahansa vektoria vastaan,
jolloin voidaan yksinkertaisesti kirjoittaa: a - b = 0, jos ja vain jos a ja b
ovat kohtisuorat.

Koska kosinin itseisarvo on < 1, on |a - b| < |a||b|.

Méaritelmén pohjalta voidaan geometrisilla konstruktioilla osoittaa, etté
skalaaritulo on vaihdannainen ja noudattaa osittelulakeja. Skalaariset ker-
toimet voidaan kerédtd yhteen: (Aa) - (ub) = Au(a - b). Tulon liitdnnaisyy-
desté ei sen sijaan voida puhua: Koska tulon arvo a - b on skalaari, ei sen
skalaarituloa kolmannen vektorin kanssa voida muodostaa.

Jos tason vektorit on esitetty kantavektoreiden i ja j lineaariyhdistelyiné,
saadaan skalaaritulolle yksinkertainen lauseke. Olkoon a = a,i + a,j ja
b = b,i + b,j. Néiden skalaaritulo on em. laskulakien mukaan

a-b = agbyi-i+agbyi-j+aybej i+ aybyj-j

= azby + ayby,

koska vektorit i ja j ovat toisiaan vastaan kohtisuoria ja pituudeltaan = 1,
ts.i-j=j-i=0jai-i=j-j=1.

Vastaava tulos on voimassa avaruuden vektoreille: Jos a = a,i + a,j + a.k
ja b =b;i+ b,j + b.k, niin

a-b=a.b, +ayb, + a.b..
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EsiTIEDOT: vektori
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Vektorin komponentti

Vektorin b skalaarikomponentt: vektorin a suunnalle on vektori
b kosini
a .
|bjcost) = —— =a" - b.
al

Téama& voi myos olla negatiivinen, jos vektoreiden vélinen kulma ¢ on > 7/2.

/ \Dﬁ
9 | |
a’ a = )

U
a’-b>0 a’ - b<0

>

Vastaavasti saadaan vektorin b vektorikomponentt: vektorin a suunnalle liit-
tamaélla skalaarikomponenttiin suunta: yksikkovektori

a-b

|af?

|b|cos ¥ a° = a=(a"-b)a’.

Vektorikomponentin suunta on siis joko vektorin a suunta tai sille vastak-

kainen suunta riippuen skalaaritulon a-b merkista, ts. siitd, onko vektori b
pikemminkin saman- vai vastakkaissuuntainen kuin a.

Jos vektori on esitetty lineaariyhdistelynéd kantavektoreista, siis b = b,i + lineaariyhdistely

byj + bk, on kantavektori
b-i=bi-i+bj-i+bk-i=0,.

Kerroin b, on siis vektorin b skalaarikomponentti kantavektorin i suunnalle
eli x-akselille; lineaariyhdistelyn termi b,i on vastaavasti vektorikomponent-
ti. Vastaava pétee luonnollisesti muillekin kantavektoreille.
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EsiTIEDOT: vektori
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Vektoritulo

Vektoritulo eli ristitulo voidaan méaaritelld vain avaruuden vektoreille. Sita
merkitddn a x b ja se mééaritelladn seuraavilla ehdoilla:

e Ristitulovektorin pituus on |a x b| = |a||b|sin ¥}, missi 9 on vektorei-
den a ja b vélinen kulma (0 <9 < ).

e Ristitulovektorin suunta méadrdytyy siten, ettd se on kohtisuorassa
vektoreita a ja b vastaan; kahdesta mahdollisuudesta valitaan se, joka
tekee vektorikolmikosta a, b, a x b oikeakétisen (so. kyseiset kolme
vektoria suhtautuvat toisiinsa kuten oikean kédden peukalo, etusormi
ja keskisormi ojennettuina).

e Jos jompikumpi vektoreista a ja b on nollavektori, my6s niiden risti-

tulo on nollavektori.

Geometrisilla tarkasteluilla on mahdollista osoittaa, etté ristitulo noudattaa
osittelulakeja, so.

ax(b+c)=axb+axc (a+b)xc=axc+bxc.
Skalaariset kertoimet voidaan myds kerété yhteen:

(Aa) x (ub) = Au(a x b).

Vaihdannainen tai liitdnnéinen ei vektoritulo sen sijaan ole. Tekijoiden jér-
jestystéd vaihdettaessa muuttuu merkki: a x b = —b x a. Esimerkiksi on
(ixj)xj=kxj=—-ijaix (jxj)=1xo0=o eikd liitdnniisyys siis pide.
Vektorin vektoritulo itsensé kanssa on nollavektori: a x a = o. Téll6in ni-

mittédin vektoreiden vélinen kulma on 9 = 0, jolloin tulovektorin pituus on
= 0.
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EsiTIEDOT: vektori
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Vektoritulon laskeminen

Kantavektoreiden vektoritulot ovat kantavektori
ixi=jxj=kxk=o,
ixj=k jxk=i kxi=j ja
jxi=-k kxj=-i, ixk=-j.

Vektoreiden a = a,i+a,j+a.k ja b = b,i+b,j+b.k vektorituloksi saadaan
talloin
axb = agby i xi 4+ agbixj + azbixk
+ aybjxi + aybjxj + aybjxk
+ abkxi + abkxj + abkxk
= (ayb, — a.by)i+ (ab, — asb,)j + (aby, — ayb,)k.

Tamaé voidaan kirjoittaa helpommin muistettavaan determinantin muotoon determinantti

i j k
axb=|a, a, a,
by b, b,
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Kolmitulot

Kolmesta vektorista muodostettu tulo a - b X ¢ on mielekéds vain, mikéli vektori
vektoritulo lasketaan ennen skalaarituloa: a-(bxc). Tuloksena on skalaari ja  skalaari
tuloa kutsutaankin skalaarikolmituloksi. Sulut on tapana jattaa pois, koska
lausekkeella on vain yksi mielekés tulkinta.

Skalaari- ja vektoritulon lausekkeiden perusteella voidaan mekaanisella las-
kulla osoittaa, ettd skalaarikolmitulossa voidaan pisteen ja ristin paikkaa
vaihtaa ja toisaalta tekijavektoreita kierrdttédd ilman ettd tulon arvo muut-

tuu:
a-bxc=axb-c,
a-bxc=b-cxa=c-axb.

Jos tekijoistd kaksi vaihdetaan kesken#dédn, muuttuu skalaarikolmitulon

merkki: esimerkiksi a-b x ¢ = —b - a x c. Jos kaksi (tai kolme) tekijaa on
samoja, tulo on = 0.

Skalaarikolmitulo voidaan myos laskea determinantista: determinantti
a-bxc=|a, b, ¢ |,
a. b, c

misséd a = a,i+ a,j +ak, b =b,i+b,j+b.k jac=c,i+c,j+ck.

Kolmesta vektorista muodostettu kaksinkertainen vektoritulo on myos mie-
lekés: a x (b x ¢) tai (a x b) x ¢. Téamén arvo on vektori ja sitd kutsutaan
vektorikolmituloksz.

Vektorikolmitulolle on voimassa kehityskaavat

ax(bxc)=(a-c)
(axb)xc=(c-a)

oo
|
)
=
5
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ESITIEDOT:

KATSO MYOs: vektorialgebra

Determinantti

Determinantin késitteella on sangen laaja kaytto lineaarialgebraksi ja mat-
riisilaskennaksi kutsutuilla matematiikan osa-alueilla. Seuraavassa esitetdan
maédrittelyt vain kaksi- ja kolmirivisille determinanteille, joita tarvitaan vek-
torialgebrassa.

Kaksirivinen determinantti muodostuu neljasta 2 x 2-kaavioon jarjestetysta
luvusta (tai symbolista, joilla voidaan suorittaa laskutoimituksia; esimer-
kiksi vektoreista). Determinantti voidaan laskea, jolloin saadaan seuraava

tulos:
a2
a2

a1

= Q11022 — Q12021
a21

Esimerkiksi:
1 5
'3 _7’—1-(—7)—5-3——22.

Vastaavasti kolmirivinen determinantti on 3 x 3-kokoinen kaavio, joka las-
ketaan seuraavasti:

a1;p a2 Q13
_ Q22 (23 21 (23 Q21 (22
Qg1 Qo2 G23 | = A11 — Q12 + a3
32 A33 31 Aas3 a31 Aa32
a31 dazz 33

Laskenta palautuu siis kaksirivisten determinanttien laskemiseen.

Esimerkiksi:
3 1 -2
-3 -9 -7 -9 -7 =3
-7 =3 -9 :3‘ ’—1‘ ’+(—2)‘ ’
o 1 A -1 4 -2 4 -2 -1

=3.(=21)—1-(—46)—2-1=—19.
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Piste

ESITIEDOT: vektori, koordinaatistot
KATSO MYOS: geometria, Pythagoraan lause, vektorialgebra, geometriset
probleemat

1/3

Pisteen identifiointi

Piste on yksinkertaisin geometrinen peruskésite. Sitd ei varsinaisesti voida
madritelld. Eukleideen Stoikheia-teoksessa esittdmé atomistinen magritelma
— piste on se, jolla ei ole osaa — ei oikeastaan ole mééritelmé. Sehén ei
luonnehdi késitettd loogisessa mielessd aiemmin médriteltyjen kasitteiden
avulla.

Kaytdannollisissa tehtavissa voidaan tyytyé ajattelemaan pisteitéd havainnol-
lisen mielikuvan mukaisesti ulottuvuuksia vailla olevina kynén kérjen jélki-
na.

Puhtaassa synteettisessd taso- tai avaruusgeometriassa, jossa geometrisia
kuvioita tarkastellaan ilman algebrallisia apuvélineitéd, pisteitd merkitdan
vain niiden symboleilla. Naméa ovat yleensé isoja latinalaisia kirjaimia: A,

B,C, ..., P, Q, jne.

Mikali jokin piste kiinnitetdén origoksi O, voidaan pisteet identifioida paik-

kavektoreillaan. Paikkavektorin edustajana on suuntajana, joka alkaa ori-

gosta ja padttyy ko. pisteeseen. Piste P voidaan siten antaa ilmoittamalla
—

sen paikkavektori r = OP.

Paikkavektoreiden kaytto mahdollistaa vektorialgebran kdyton geometrias-
sa.

Jos tasoon tai avaruuteen kiinnitetdén origon liséksi koordinaattiakselit,
voidaan pisteet ilmaista koordinaattien avulla. Yleisimmin kaytetdan suora-
kulmaisia koordinaatteja, mutta mikéli tarkasteltava tilanne on tasossa ym-
pyrasymmetrinen, avaruudessa pallo- tai lieriGsymmetrinen, on luontevaa
kayttad tason napakoordinaatteja, avaruuden pallo- tai lierickoordinaatte-
ja. Muunkinlaiset koordinaattijarjestelmét voivat tilanteen geometrian mu-
kaan tulla kysymykseen.

Koordinaatteja kaytettdessd voidaan geometriaan soveltaa ns. analyyttisen
geometrian menetelmia. Talloin geometrisia olioita késitellddn niiden yhté-
16iden avulla.
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Piste 2/3
ESITIEDOT: vektori, koordinaatistot

KATSO MYOS: geometria, Pythagoraan lause, vektorialgebra, geometriset
probleemat

Pisteen paikkavektori erilaisissa koordinaatistoissa

Jos pisteen koordinaatit tunnetaan, voidaan sen paikkavektori lausua néi-
den avulla. Esimerkiksi jos pisteen P suorakulmaiset xyz-koordinaatit ovat
(20, Yo, 20), niin paikkavektori on

r=x0i+yoj+ 20k

Jos piste on annettu pallokoordinaattien avulla, (g, ¥, ¢o), voidaan suora-
kulmaiset koordinaatit lausua néiden avulla ja paikkavektoriksi saadaan

T = 79 cos ¥ cos g 1 + 1o cos ¥y sin ¢g j + 1o sin g k.

Koska piste voidaan identifioida usealla eri tavalla, on tarpeen jotenkin il-
maista, milloin eri esitysmuodot tarkoittavat samaa pistetta. Jos pisteen B
paikkavektori on ry, suorakulmaiset koordinaatit (z¢, 4o, 20) ja pallokoordi-
naatit (ro, Yo, o), voidaan merkité

Py = rg = (20, Y0, 20) = (0, Vo, ¢0)-

Vakiintunut ei tdméa merkintdtapa kuitenkaan ole.
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Piste 3/3
ESITIEDOT: vektori, koordinaatistot

KATSO MYOS: geometria, Pythagoraan lause, vektorialgebra, geometriset
probleemat

Kahden pisteen etiisyys

Pisteiden P, = r1 = (21,y1,21) ja Py = ro = (X9, Yy, 29) vilinen etdisyys
on niiden yhdysjanan pituus. Téméa voidaan vektorialgebrallisesti ilmaista pituus (vektorin)
muodossa skalaaritulo

Ity —1a| = \/(Fl —13) - (r1 —13)

tai xyz-koordinaattien avulla

koordinaatisto

(xyz-)
V(@ —22)? + (y1 — y2)2 + (21 — 22)2.
Tasotapaukseen péadstian asettamalla z-koordinaatit = 0.
Perusteena etédisyyden lausekkeille on Pythagoraan lause. IZ Tjtszagoraan
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Suora 1/5
ESITIEDOT: vektori, koordinaatistot, piste
KATSO MYOS: geometria, vektorialgebra, geometriset probleemat, taso

Suora geometrisena peruskisitteena

Pisteen ohella suora on geometrinen peruskésite, jota varsinaisesti ei méa-
ritell&.

Alkeisgeometriassa voidaan suoraa havainnollistaa viivoittimen reunalla,
taitetun paperiarkin taittosdrmilld, valonséteelld jne. Suora ulottuu kum-
massakin suunnassa addrettomyyteen ja on ’suora’ intuitiivisen mielikuvan
mukaisesti. Téllaiset mielikuvat eivdt kuitenkaan kelpaa logiikkaan poh-
jautuviksi méadritelmiksi. Geometrian historia myo6s osoittaa, ettd vasta
suoran késitteen tdsmentédminen ratkaisi vuosisatojen ajan avoimina olleet
ongelmat.

Tavanomaisessa alkeisgeometriassa — seké taso- ettd avaruusgeometriassa
— suoria voidaan késitelld intuitiivisen mielikuvan pohjalta. Tavanomaiseen
alkeisgeometriaan viitataan myos puhumalla euklidisesta geometriasta; pe-
rusjoukko, johon pisteet ja suorat sijoitetaan, on joko euklidinen taso tai
euklidinen avaruus.

Suoria merkitdéan yleensé pienillé latinalaisilla kirjaimilla: s, ¢, jne.

Suorien perusominaisuuksia ovat seuraavat:

e Kahden erillisen pisteen kautta voidaan asettaa tdsmélleen yksi suora.

e Suoran ulkopuolella olevan pisteen kautta voidaan asettaa tdsmélleen
yksi sen suuntainen suora. (Paralleeliaksiooma)

e Tason kaksi suoraa joko leikkaavat yhdessé pisteessé, ovat yhdensuun-
taiset tai yhtyvit.

e Avaruuden kaksi suoraa joko leikkaavat yhdessd pisteessd, ovat yh-
densuuntaiset, yhtyvéat tai ovat ristikkdiset (esimerkiksi x-akseli ja y-
akselin suuntainen suora, jonka pisteiden z-koordinaatti on = 1).

Jos A ja B ovat kaksi suoran s pistettd, ndiden vilinen suoran osa on jana
AB. Suoralla s oleva piste P jakaa suoran kahteen osaan; kumpaakin naistéa
kutsutaan puolisuoraksi tai sdteeksi.
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Suora 2/5
ESITIEDOT: vektori, koordinaatistot, piste
KATSO MYOS: geometria, vektorialgebra, geometriset probleemat, taso

Suoran vektoriesitys

Olkoon annettuna kaksi tason tai avaruuden pistettd paikkavektoreidensa
avulla: P, = ry, P, = ry. Nama maariaivit yksikésitteisesti suoran s.

Vektori s = ry — ry on suoran s suuntainen; sitd kutsutaan suoran suunta-
vektoriksi.

Jos P = r on miki tahansa suoran s piste, sen paikkavektori voidaan kir-
joittaa muotoon r = r; + as, kun skalaari a valitaan sopivasti. Toisaalta
jos a on miké tahansa reaaliluku, antaa eo. lauseke aina jonkin suoralla s
olevan pisteen paikkavektorin.

O
Tamén johdosta sanotaankin, etta
r=r;+as, a€clR,
on suoran s vektoriesitys. Luku a on parametri, jota vaihtelemalla saadaan

kaikki suoran pisteet.

Suuntavektori s ei ole yksikésitteinen, vaan miké tahansa suoran suuntai-
nen vektori kelpaa. Myoskadan paikkavektori ry ei ole yksikésitteinen. Tama
merkitsee, ettd samalle suoralle saadaan useita erilaisia vektoriesityksié.

Suorien vektoriesitykset mahdollistavat vektorialgebran kiayton geometrian
menetelmand.
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Suora 3/5
ESITIEDOT: vektori, koordinaatistot, piste
KATSO MYOS: geometria, vektorialgebra, geometriset probleemat, taso

Suoran yhtilo

Olkoon tasossa piste Py = rg suoran s piste ja olkoon n suoraa vastaan
kohtisuora vektori, ns. normaalivektors.

Jotta piste P = r olisi suoralla, on vektoreiden n ja r — ry ilmeisestikin
oltava toisiaan vastaan kohtisuorat, ts. niiden skalaaritulon n - (r — ry) on
oltava = 0.

O
Kun merkitdén r =zi+yj, ro = x9i+y9j, n = ai+0bj, saa ehto muodon
n-(r—rg) =alx—2x) +bly—1y) =0
eli

ar + by +c =0,

missd on merkitty ¢ = —axg — byy. Téatd sanotaan suoran yhtdloksi xy-
koordinaatistossa. Huomattakoon, ettd koordinaattien x ja y kertoimina
ovat normaalivektorin komponentit.

Piste (z,y) on siis suoralla, jos ja vain jos ehto az + by + ¢ = 0 toteutuu.

Kolmiulotteisessa euklidisessa avaruudessa ei vastaavalla tavalla voida muo-
dostaa yhtéloa suoralle, vaan analoginen tarkastelu johtaa tason yht&loon.
Suoraa voidaan télloin késitelld kahden tason leikkauskuviona, jolloin se
esitetddn kahdella tason yhtalolla.

Yhtéaloiden kéytto suorien esittdmiseen johtaa ns. analyyttiseen geometri-
aan, jossa geometrisia ongelmia ratkaistaan algebran menetelmilla.
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Suora 4/5
ESITIEDOT: vektori, koordinaatistot, piste
KATSO MYOS: geometria, vektorialgebra, geometriset probleemat, taso

Suoran kulmakerroin

Tarkastellaan suoran yhtédlod ax 4 by + ¢ = 0 tavallisessa xy-tasossa. Jos
b # 0, téastéd voidaan ratkaista y:
a c
=——x—-.
YT T
Muuttujan = kerroin —a/b on suoran kulmakerroin, joka kuvaa sen kalte-
vuutta. Vakiotermi —c¢/b osoittaa, missd pisteessi suora leikkaa y-akselin.

Jos b = 0, on suoran yhtdlo ax + ¢ = 0 eli x = —c¢/a. Télloin se on y-
akselin suuntainen. Téllaisen suoran yhtaloa ei voida ratkaista y:n suhteen,
so. saattaa muotoon y = kx + p.

Suoran ja x-akselin positiivisen suunnan vélistd kulmaa o kutsutaan suoran
suuntakulmaksi. Tamé valitaan aina valiltd | — 90°,90°]. Arvo 90° vastaa
y-akselin suuntaista suoraa.

Jos suoran yhtalosséd y = kx + p asetetaan x = 0, on y = p; vastaavasti
jos x = 1, niin y = k + p. Alla olevan kuvion perusteella on télloin & =
tan o, ts. kulmakerroin on suuntakulman tangentti. Jos suora on nouseva,
kulmakerroin on positiivinen; laskevalla suoralla se on negatiivinen.

YA

-
””””””””” *(Lk+p)

(0,p)gar
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Suora 5/5
ESITIEDOT: vektori, koordinaatistot, piste
KATSO MYOS: geometria, vektorialgebra, geometriset probleemat, taso

Kulmakertoimen laskeminen

Pisteiden (x1,y1) ja (w9, y2) kautta kulkevan suoran kulmakerroin k saadaan l((:();_r)d naatisto

laskemalla suuntakulman tangentti oheisen kuvion mukaisesti: o
tangentti (trigo-

nometrinen)

b — Y2 — .
To — I
YA
(Jfg,yz.)/
(a:l,yl/yz — W
"1 — @y
=
xXr

Koska lisdksi esimerkiksi pisteen (1, y;) koordinaattien tulee toteuttaa suo-
ran yhtalo, saadaan yhtéaloksi

Y2 — W1
Y=y = (= z1).
To — X1
Kahden kohtisuoran suoran kulmakertoimille patee k = u/v ja k' = —v/u,
jolloin niiden tulo on £k’ = —1. Td4ma ndhdian helpoimmin oheisen kuvion

avulla.
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Taso 1/5
ESITIEDOT: vektori, koordinaatistot, piste, suora
KATSO MYOS: geometria, vektorialgebra, geometriset probleemat

Taso geometrisena peruskisitteeni

Kolmiulotteisen alkeisgeometrian peruskésitteisiin kuuluu taso pisteen ja
suoran lisdksi. Intuitiivisesti sitd voidaan ajatella joka suunnassa &déretto-
myyteen ulottuvana ’'tasaisena’ ja ’suorana’ levyné. Tason voidaan katsoa
myd6s syntyvén, kun suora liukuu pitkin kahta kiintedd yhdensuuntaista suo-
raa.

Tason perusominaisuudet ovat samantyyppisia kuin suoran:

e Kolme pistettd méaardaavit yksikésitteisesti tason, jos ne eivit ole sa-
malla suoralla.

e Kaksi toisensa leikkaavaa suoraa tai kaksi yhdensuuntaista suoraa
méadraavat yksikésitteisesti tason.

e Tason ulkopuolella olevan pisteen kautta voidaan asettaa tédsmélleen
yksi sen suuntainen taso.

e Kaksi tasoa joko leikkaavat toisensa pitkin suoraa, ovat yhdensuun-
taiset tai yhtyvét.
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Taso 2/5
EsITIEDOT: vektori, koordinaatistot, piste, suora
KATSO MYOS: geometria, vektorialgebra, geometriset probleemat

Tason vektoriesitys
Tasolle voidaan muodostaa vektoriesitys samaan tapaan kuin suoralle:

Olkoon annettuna kolme avaruuden pistettd paikkavektoreidensa avulla: vektori
P, = ry, P, = ry, P; = r3. Oletetaan, ettd ndmi eivit ole samalla suo- paikkavektori
ralla, jolloin ne maaraavat yksikésitteisesti tason 7.

Erotusvektorit s = ro — r; jat = r3 — r; ovat tason 7 suuntaisia. Ne ovat
kesken&én eri suuntaisia, koska pisteet Py, P, P5 eivit ole samalla suoralla.
Jos vektorit asetetaan alkamaan pisteestd P;, ne méardaavit suorat, jotka
puolestaan maaraavit tason 7. Tdmén johdosta vektoreita kutsutaan tason

T wvirittdjdvektoreiksi.
.s T
t
I\\V
rs
O

Jos P = r on miké tahansa tason 7 piste, sen paikkavektori voidaan kir-

joittaa muotoon r = ry + as + bt, kun skalaarit a ja b valitaan sopivasti. skalaari
Toisaalta jos a ja b ovat mitd tahansa reaalilukuja, antaa eo. lauseke aina

jonkin tasossa 7 olevan pisteen paikkavektorin.

M T
N
O
Esitysta r = r; + as + bt, missi a,b € R, kutsutaan tason 7 vektoriesityk-
seksi. Téssa on kaksi parametria, a ja b, joiden arvoja vaihtelemalla saadaan
kaikki tason pisteet. Samoin kuin suoran tapauksessa tason vektoriesitys ei

ole yksikésitteinen. Tason vektoriesitys muodostaa vektorialgebrallisen tyo-
kalun geometristen ongelmien kasittelyyn.

geometria
(vektori-)
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Taso 3/5
ESITIEDOT: vektori, koordinaatistot, piste, suora
KATSO MYOS: geometria, vektorialgebra, geometriset probleemat

Tason yhtilo

xy-tasossa muotoa ax + by + ¢ = 0 oleva yhtalo esittdd suoraa. Tamén l((j;_r)d naatisto

analogia kolmiulotteisessa xyz-avaruudessa on yhtélo ax+by+cz+d = 0; se

e . . . koordinaatisto
esittédd tasoa. Perustelut ovat hyvin samankaltaiset kuin suoran tapauksessa:

(xyz-)
Olkoon annettuna piste Py = ry, jonka kautta taso 7 kulkee ja tasoa vastaan
kohtisuora vektori, sen normaalivektori n. Nama madraavat tason yksikéd- vektori
sitteisesti.

Jotta piste P = r olisi tasossa, on vektoreiden n ja r — ry oltava toisiaan
vastaan kohtisuorat: n - (r — ry) = 0. skalaaritulo

n

Kun merkitdén r=zi+yj+zk, ro=z0i+yj+z20k, n=ai+bj+ck,
saa ehto muodon

n-(r—ry) =alx—x) +bly—yo)+c(z—2)=0

eli

ar +by+cz+d=0,
missd on merkitty d = —axg — byg — czg. Tama on tason yhtdlo xyz-koor-
dinaatistossa. Koordinaattien x, y ja z kertoimina ovat normaalivektorin
komponentit. komponentti

Piste (z,y,z) on siis tasossa 7, jos ja vain jos ehto ax +by +cz+d = 0
toteutuu.
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Taso 4/5
ESITIEDOT: vektori, koordinaatistot, piste, suora
KATSO MYOS: geometria, vektorialgebra, geometriset probleemat

Koordinaattiakseleiden ja -tasojen suuntaiset tasot

Tason yhtélon kertoimista a, b ja ¢ voi myos yksi tai kaksi olla = 0. Kaikki
sen sijaan eivét voi olla nollia, koska tallin normaalivektorin = ai+bj+ck
olisi nollavektori eikd méérdisi tason suuntaa. Taten esimerkiksi yhtélot
r+y+z=1r+y=1jaxr =1 kaikki esittdvit kolmiulotteisen avaruuden
tasoja.

A A A
\ -
r+yt+z=1 r+y=1 r=1

Jos yhtélosta puuttuu jokin koordinaatti, tason on vastaavan akselin suun-
tainen. Jos kaksi koordinaattia puuttuu, taso on koordinaattitason suuntai-
nen.
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Taso 5/5
ESITIEDOT: vektori, koordinaatistot, piste, suora
KATSO MYOS: geometria, vektorialgebra, geometriset probleemat

Suora kolmiulotteisessa avaruudessa

Kolmiulotteisen avaruuden suoraa ei voida esittda yhdelld (skalaarisella)
yhtélolla tason esityksen tapaan. Sitéd voidaan kuitenkin tarkastella kahden
tason leikkaussuorana. Piste (z,y, z) on leikkaussuoralla, jos ja vain jos se
toteuttaa kummankin tason yhtalon.

Esimerkkiné téllaisesta suoran esityksestéd olkoon seuraava:

r+y+z=1,
x+y=1

Téllainen suoran esitys ei tietenkéén ole yksikésitteinen, koska tasot, joiden
leikkauksena suora saadaan, voidaan valita monella eri tavalla. Esimerkin
suora voidaan esittdd yhta hyvin muodossa

z =0,
r+y=1

Téstd muodosta on helposti nidhtévissé, ettd kyseessd on xy-tason (z = 0)
suora z +y = 1.

Yhtaloiden kédytto seké tasojen etté suorien esittdmisesséd on ns. analyyttisen
geometrian menetelma.
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Geometriset probleemat 1/2
ESITIEDOT:

KATSO MYOs: geometria, synteettistd geometriaa, analyyttista geometriaa,
vektorigeometriaa, algebralliset menetelmét geometriassa

Geometristen probleemojen tyypit

Geometriset probleemat muodostuvat seuraavista padatyypeisté:

e On todistettava jotakin. Esimerkiksi on osoitettava, ettd minké ta-
hansa kolmion keskijanat leikkaavat toisensa samassa pisteessé, joka
jakaa keskijanat suhteessa 1 : 2 ; tai on osoitettava, ettd sdannollisia
monitahokkaita on vain viisi.

e On konstruoitava jotakin. Sallitut geometriset vilineet ovat télloin pe-
rinteisesti viivoitin ja harppi. Esimerkiksi on etsittdvé ne tason pisteet,
joista annettu jana nikyy annetun kulman suuruisessa kulmassa; tai
on piirrettdva ympyré, joka kulkee kolmen annetun pisteen kautta.

e On laskettava jotakin. Esimerkiksi on laskettava pallon sédteen ja pal-
lon siséédn asetetun sddnnollisen tetraedrin sérmén pituuden suhde; tai
on laskettava kolmion kulmat, kun sivujen pituudet tunnetaan.

Konstruktiotehtévissa viivoitin (jota saa kidyttdé vain kahden annetun pis-
teen kautta kulkevan suoran piirtdmiseen) ja harppi ovat luonnollisia vili-
neitd seuraavista syisté: Viivoitin tarvitaan geometrisen perusolion, suoran,
piirtdmiseen ja uusien pisteiden konstruoimiseen kahden suoran leikkauspis-
teind. Harpin avulla voidaan piirtda yhta pitkié janoja. Se on pikemminkin
véline pituuksien mittaamiseen kuin ympyroéiden piirtdmiseen.

Pelkéstddan harpin avulla tapahtuvaa konstruktiotehtévien ratkaisemista on
myo6s tutkittu. Itse asiassa viivoitin onkin tarpeeton viline: Kaikki miké
voidaan konstruoida harpilla ja viivoittimella, voidaan konstruoida myos
yksinomaan harpilla. T&ll6in ei luonnollisestikaan voida piirtaé suoria, vaan
suora katsotaan tunnetuksi, kun sen kaksi pistetté tiedetdéan.

Mielivaltaisen kulman jakoa kolmeen yhté suureen osaan ei voida konstru-
oida harpilla ja viivoittimella; asian on 1500-luvun lopulla todistanut Fran-
ciscus Vieta. Jos vilineistod sen sijaan tdydennetdén sopivalla kéayralla, esi-
merkiksi tasasivuisella hyperbelilld, jako tulee mahdolliseksi.
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Geometriset probleemat 2/2
ESITIEDOT:

KATSO MYOs: geometria, synteettistd geometriaa, analyyttista geometriaa,
vektorigeometriaa, algebralliset menetelmét geometriassa

Geometristen probleemojen ratkaisumenetelmit

Menetelmét geometristen probleemojen ratkaisemiseksi voidaan jakaa seu-
raaviin ryhmiin:

e Synteettisen, 'puhtaan’ geometrian menetelmét, joissa ratkaisu pe-
rustuu perusobjektien — pisteiden, suorien ja tasojen — alkeisomi-
naisuuksiin seké viivoittimen ja harpin kayttoon. Alkeisominaisuudet
luetellaan aksioomissa (jotka téssd yhteydessd voi tulkita ’itsestddn-
selvyyksiksi’) ja ndiden pohjalta edetdén loogisen péittelyn tieté.

e Analyyttisen geometrian menetelmét, joissa geometrisia objekteja ké-
sitellddn niiden yhtéloiden avulla. Yhtéloiden kadytto johtaa algebral-
lisiin laskuihin.

e Vektorigeometrian menetelmit, joissa geometriset objektit esitetéddn
vektoreiden avulla ja hyddynnetédén vektorialgebraa.

e Suorien algebrallisten menetelmien kéytto, jolloin tyokaluina ovat 1a-
hinnd Pythagoraan lause ja yhdenmuotoisten kuvioiden verrannolli-
suus.

Historiallisesti vanhinta on synteettinen geometria; Eukleideen teos Stoik-
heia 300-luvulta eKr. kisittelee geometriaa talld tavoin. Algebran ja yhtaloi-
den kayton geometriassa voidaan katsoa alkaneen vuonna 1637 ilmestynees-
ta ranskalaisen filosofin ja matemaatikon René Descartesin (latinalaisittain
Cartesius) teoksesta Discours de la méthode pour bien conduire sa raison et
chercher la verité dans les sciences, jossa oli noin 100 sivua kasittdvé geo-
metriaa koskeva liite. Vektorialgebra ja -geometria on nuorinta: ideat ovat
perdisin irlantilaiselta matemaatikolta William Rowan Hamiltonilta, saksa-
laiselta Hermann Grassmannilta ja amerikkalaiselta Josiah Willard Gibbsil-
td 1800-luvun puolesta vilistéd ja loppupuolelta.
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Synteettisti geometriaa 1/2
ESITIEDOT: piste, suora, taso
KATSO MYOS: geometriset probleemat, kolmio, kulma, ympyré

Esimerkki 1 synteettisesti geometriasta

Olkoon tehtéavina todistaa, ettd kolmion keskijanat leikkaavat toisensa sa-
massa pisteessé, joka jakaa kunkin keskijanan suhteessa 2 : 1 kérjestd vas-
taisen sivun keskipisteeseen lukien.

Kolmion ABC' kaksi keskijanaa olkoot AD ja BE ja néiden leikkauspiste
M. Tavoitteena on osoittaa, ettd |BM| : [ME| =2 : 1. Tata varten tehddin
seuraava apupiirros: Jatketaan keskijanaa AD osan M D pituisella janalla
DP. Yhdistetddn piste P pisteisiin B ja C' seké piste C' pisteeseen M.

Keskijanan mééaritelmén mukaan ovat janat BD ja DC' yhté pitkét; apukon-
struktiosta seuraa, ettd myos M D ja DP ovat yhta pitkdat. Kolmiot M DC
ja PDB ovat tallin yhtenevit (SKS), mistd seuraa, ettd janat BP ja MC
ovat yhté pitkét ja yhdensuuntaiset. Nelikulmio BPCM on siis suunnikas.
Suunnikkaan vastakkaisina sivuina ovat janat BM ja PC' yhté pitkét.

Kolmiot APC' ja AME ovat yhdenmuotoiset (KK), koska suorat BM ja
PC' ovat suunnikkaan sivuina yhdensuuntaiset. Yhdenmuotoisuussuhde on
2, koska jana AC' on kaksi kertaa janan AFE pituinen. Téll6in pétee janojen
pituuksille myds [M E| = £|PC| = 3|BM], jolloin |BM| : [ME| = 2.

Vastaavasti voidaan osoittaa, ettd piste M jakaa janan AD suhteessa 2 : 1.

Toistamalla pattely siten, ettd keskijanan AD sijasta kdytetddn kérjesta C'
lihtevaa keskijanaa C'F', todetaan, etté kaikki keskijanat leikkaavat toisensa
samassa pisteessa M, joka jakaa keskijanat suhteessa 2 : 1.

Esitetty todistus lepédd kolmioiden yhtenevyytta ja yhdenmuotoisuutta kos-
kevien tulosten varassa. Tédméa on tyypillistd matemaattisille todistuksille
yleensdkin: Tulosten — lauseiden tai teoreemojen — todistamisessa nojau-
dutaan aiemmin todistettuihin lauseisiin. Jostakin on kuitenkin lahdettéava
liikkkeelle. Pohjana ovat télloin ns. aksioomat, lausumat, joita sovitaan pi-
dettiavin tosina. Elementaarigeometriassa niiden voidaan sanoa olevan tosia
'itsestadnselvyytensd’ takia; yleisemmin voidaan sanoa, ettd ne ovat tosia,
koska tarkastelun kohde tulee mééritellyksi sen kautta, etté esitetyt aksioo-
mat ovat voimassa/
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Synteettisti geometriaa 2/2
ESITIEDOT: piste, suora, taso
KATSO MYOS: geometriset probleemat, kolmio, kulma, ympyré

Esimerkki 2 synteettisesti geometriasta

Olkoon tehtéavané konstruoida ne tason pisteet, joista katsottaessa annettu
jana ndkyy annetun suuruisessa kulmassa. Vilineiksi sallitaan viivoitin ja
harppi klassisen geometrian tapaan.

Olkoon siis annettuna jana AB ja kulma a (< 180°). Tehtéavé voidaan rat-
kaista seuraavasti:

Piirretaén janalle AB keskinormaali, so. suora, joka on kohtisuorassa janaa
vastaan ja kulkee sen keskipisteen K kautta. Témé voidaan tehdé harpilla
ja viivoittimella.

Piirretddn kulma, jonka kirken& on piste A, toisena kylken# jana AB ja
jonka suuruus on 5 = 90° — «/2; tdmékin voidaan tehdi harpilla ja viivoit-
timella. Kulman toisen kyljen ja keskinormaalin leikkauspiste olkoon C'.

Piirretdan ympyré, joka kulkee pisteiden A, C' ja B kautta. Tamé voidaan
tehdé etsimélld janojen AB ja AC keskinormaalit, joiden leikkauspiste on
ympyran keskipiste.

Etsityt pisteet sijaitsevat ympyriankaarella AC'B tai tdmén kanssa symmet-
riselld janan AB toisella puolella sijaitsevalla ympyrén kaarella.

Ratkaisu vaatii perustelut: Miksi on saatu juuri ne pisteet, joita etsittiin?

Kulman ACB suuruus on 2(90° — 3) = «. Piste C' on siis ainakin yksi
etsityistd pisteistd. Samaa jénnettd vastaavat ympyrdn kehidkulmat ovat
yhta suuria (= puolet vastaisen kaaren asteluvusta); jana AB nékyy siis
samansuuruisessa kulmassa jokaisesta kaaren ABC' pisteesta.

Vastaava tilanne kulman « ollessa pienempi (symmetrinen ympyréinkaari

puuttuu):
e\
P /”/
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Analyyttista geometriaa 1/2
EsITIEDOT: koordinaatistot, piste, suora, taso
KATSO MYOS: geometriset probleemat, ympyra

Esimerkki 1 analyyttisestd geometriasta

Kolmion kérkipisteet olkoot (z1,41), (22, y2) ja (x3,ys). Tavoitteena on ana-  kolmio
lyyttisen geometrian keinoin osoittaa, ettd kolmion keskijanat leikkaavat koordinaatisto

toisensa samassa pisteessa. (xy-)

keskijana
(z1,71) (esimerkki)

keskijana
(U27 ’U2) (esimerkki)

(u37 U3) keskijana

(73, 3)
(72,92) (1, 01)

Kolmion sivujen keskipisteiden koordinaatit (u1,v1), (u2,ve) ja (us, vs) saa-
daan keskiarvoina kunkin sivun péatepisteiden koordinaateista:
Uy = %(.TQ +333), Uy =
1
2

%(235 + wl), Uz = %(331 —l-.ilﬁg),
(Y2 +y3), v2= %(yia +y1), vz = %

v = (Y1 + y2).
Keskijanasuorien yhtélot ovat suora (yhtilo)

v — kulmakerroin

y—y = (x — 1),
Uy — I
V2 — Y2

Yy—y2 = (x — 13),
Ug — T2
U3 — Y3

Yy—Yys = (r —x3).
Uz — I3

Kun néihin sijoitetaan edelld esitetyt sivujen keskipisteiden koordinaatit,

. . . . o .. htaloryhma
saadaan sieventédmisen jilkeen lineaarinen yhtaloryhmé Y Y

(lineaarinen)
vy —m—23)(y—y1) = 2y —v2—y3)(v —11),
(229 — 23 — 21)(y — ¥2) (2y2 — ys — y1)(x — x2),
(2r3 — 21 —22)(y —y3) = (2yzs —y1 — v) (v — x3).

Jos keskijanat leikkaavat toisensa samassa pisteessé, tulee tdmén pisteen
koordinaattien toteuttaa jokaisen keskijanan yhtélo. Kyse on siis siitd, onko
edelld olevalla kolmen yhtéalon ryhmaélld ratkaisua (z,y), joka samanaikai-
sesti toteuttaisi kaikki kolme yhtaloa.

Ratkaisemalla yhtéloryhma algebrallisesti — mikéa vaatii kylla hieman tyon-
tekoa — todetaan, etté silld on yksi ratkaisu:

r = %(1’1 +ry ), Y= %(Z/l + Y2 + y3).

Keskijanat siis leikkaavat toisensa téssé pisteessa.
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Analyyttista geometriaa 2/2
ESITIEDOT: koordinaatistot, piste, suora, taso
KATSO MYOS: geometriset probleemat, ympyra

Esimerkki 2 analyyttisestd geometriasta

Olkoon annettuna kaksi tason ympyréa: ympyré
koordinaatisto

(x =22+ (y—3)*=09, (xy-)
(x =52+ (y+1)*=16

eli

2y —dr—6y+4=0,
2* + 9% — 10z + 2y + 10 = 0.

Tehtavéna on etsid ympyroiden leikkauspisteiden kautta kulkevan suoran

yhtélo. suora (yhtilo)
YA

3r—4y =3

8]V

Asettamalla ympyroiden yhtéaloiden vasemmat puolet yhta suuriksi saadaan
2?4y —dr — 6y +4 =22 +y* — 10z + 2y + 10

eli
3r — 4y = 3.

Taméa on ilmeisestikin suoran yhtélo. Jos sen sieventamédttoméaan muotoon
sijoitetaan ympyroiden leikkauspisteen koordinaatit (kumpikin piste vuorol-
laan), yht&lo toteutuu, koska kumpikin puoli on = 0. T#ll6in leikkauspistei-
den koordinaatit toteuttavat myo6s sievennetyn yhtalon, ts. pisteet sijaitse-
vat yhtalon esittdmaéllé suoralla.

Suora 3x—4y = 3 on siis ympyroiden leikkauspisteiden kautta kulkeva suora.
Tamén maarittamistd varten ei leikkauspisteiden koordinaatteja tarvinnut
laskeal
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Vektorigeometriaa
EsITIEDOT: vektori, vektorialgebra, koordinaatistot, piste, suora, taso
KATSO MYOS: geometriset probleemat, kolmio, kulma, ympyra

1/3

Esimerkki 1 vektorigeometriasta

Kolmion keskijanojen leikkaaminen samassa pisteessid voidaan helposti to-
distaa vektorigeometrian menetelmin.

Kolmion karkipisteet olkoot A, B ja C' ja olkoot kiinteédsta pisteestd O néihin
pisteisiin osoittavat vektorit a, b ja c¢ (pisteiden paikkavektorit). Olkoon
K janan AC keskipiste ja valitaan piste M keskijanalta BK siten, etté
|KM]|: |MB|=1:2. Talloin saadaan seuraavat vektoriesitykset:

OK = OA+AK = 0A+ L(OC — OA) = L(OA + OC)
= 3a+o);

OM = OK + KM =OK + (OB — OK) = 20K + 10B
= i(a+b+c).

Vektorin O—]\j esitys on siis symmetrinen vektoreiden a, b, c suhteen, ts.
samaan tulokseen tultaisiin laskemalla vektoriesitys milld tahansa keskija-
nalla sijaitsevalle pisteelle, joka jakaa kyseisen janan suhteessa 1 : 2. Tésta
seuraa, ettéd nédiden jakopisteiden tulee yhtyé, jolloin viite tulee todistetuksi.
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Vektorigeometriaa 2/3
EsITIEDOT: vektori, vektorialgebra, koordinaatistot, piste, suora, taso
KATSO MYOS: geometriset probleemat, kolmio, kulma, ympyré

Esimerkki 2 vektorigeometriasta

Olkoon todistettavana, ettd puoliympyrén sisdltdmé kehdkulma on suora.

C

A a K b B

Puoliympyréin séde olkoon r. Keskipisteestd K halkaisijan AB pééatepis-
teisiin osoittavat vektorit olkoot a ja b; kummankin pituus on = r ja
b = —a. Sijaitkoon piste C jossakin puoliympyrin kehallda. Keskipistees-
ta tdhan osoittava vektori olkoon ¢, jonka pituus myos on = r.

Kulma ACB on télloin puoliympyrén sisdltamé kehdkulma. Sen kylkivek-
toreiden skalaaritulo on

(a—c)-(b-c)=(a—c)-(~ra—c)=—-a-at+c-c=—r*+7r?=0.

Koska skalaaritulo on = 0, on vektoreiden vélinen kulma suora.
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Vektorigeometriaa
ESITIEDOT: vektori, vektorialgebra, koordinaatistot, piste, suora, taso
KATSO MYOS: geometriset probleemat, kolmio, kulma, ympyré

3/3

Esimerkki 3 vektorigeometriasta

Vesipisara putoaa tasolle x42y+3z = 4 pisteeseen (—3, —1, 3) ja alkaa valua
tasoa pitkin. Missé pisteessi se kohtaa xy-tason? Oletetaan tavanomaiseen
tapaan, ettd z-akseli on pystysuora ja osoittaa ylospéin, jolloin painovoima
vaikuttaa negatiivisen z-akselin suuntaan.

Merkitaan putoamispisteen paikkavektoria p = —3i — j + 3k.

Tason normaalivektori on n =i+ 2j + 3k. Koska z-akselin suuntainen kan-
tavektori k on pystysuora, saadaan ristitulon avulla vaakasuora tason suun-
tainen vektoris =k xn=—-2i+j .

Pisaran valumissuunta on kohtisuorassa tason normaalivektoria vastaan ja
toisaalta se on mahdollisimman jyrkké, jolloin sen tulee olla kohtisuorassa
my0s edelld muodostettua vektoria s vastaan. Valumissuunta — tai mah-
dollisesti vastakkainen suunta — sadaan ristitulosta

v =sxn=3i+6j— 5k.

Taméa on todellakin valumissuunta, koska k-komponentti on negatiivinen;
ristitulo n x s olisi antanut vastakkaisen suunnan.

Paikkavektori, joka osoittaa origosta siihen pisteeseen, missé pisara kohtaa
xy-tason, on siis muotoa

p+av=(=-3+3a)i+(-1+6a)j+ (3 —5x)k.

Koska piste sijaitsee xy-tasossa, tulee olla 3 — ba =0 eli a = g Pisteen x-
ja y-koordinaatti ovat télloin

r=-3+3a=-2

_ __ 13
55 y——1+606—€
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Algebralliset menetelmit geometriassa 1/3
ESITIEDOT: polynomiyhtélot, Pythagoraan lause, piste, suora, taso
KATSO MYOS: geometriset probleemat, kolmio, ympyré, pallo, monikulmiot,
monitahokkaat

Esimerkki 1 algebrallisista menetelmisti geometriassa

Olkoon annettuna janat, joiden pituudet ovat a ja b. Tehtédvénd on geo-
metrisesti konstruoida — harpilla ja viivoittimella — jana, jonka pituus on
néiden keskiverto, so. v ab.

Asetetaan annetut janat toistensa jatkeeksi. Yhdistetty jana olkoon AB; ja-
noja erottava piste tdmén keskelld olkoon C'. Piirretdan puoliympyré, jonka
halkaisijana on AB, ja pisteeseen C' janan AB normaali. Tamé leikatkoon
puoliympyran pisteessd D. Jnan C'D pituus olkoon .

D

A a C b B

Pituus z voidaan laskea seuraavalla tavalla.

Puoliympyrén siséltdméné kehdkulmana kulma AD B on suora kulma. Kos-
ka kulmien CAD ja CDB vasemmat kyljet ovat toisiaan vastaan kohti-
suorassa, samoin oikeat, niin kulmat ovat yhté suuret. Kolmioissa AC'D ja
DC'B ovat lisdksi kulmat AC'D ja DC'B suorina kulmina yhté suuria, ja siis
kolmiot ovat yhdenmuotoiset (KK).

Niiden vastinsivut ovat téalléin verrannollisia, jolloin

a

Xz
b )

mistd seuraa r = Vab. Jana C'D on pituudeltaan siis annettujen janojen
keskiverto.
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Algebralliset menetelmit geometriassa 2/3
ESITIEDOT: polynomiyhtélot, Pythagoraan lause, piste, suora, taso
KATSO MYOS: geometriset probleemat, kolmio, ympyré, pallo, monikulmiot,
monitahokkaat

Esimerkki 2 algebrallisista menetelmisti geometriassa

Janan kultaisella letkkauksella tarkoitetaan sen jakamista kahteen osaan si-
ten, ettd koko janan pituuden suhde isompaan osaan on sama kuin isom-
man osan suhde pienempéin osaan. Jos janan pituus on a ja isomman osan
pituus z, tulee siis olla " .

r a—x

T#améi johtaa toisen asteen yhtéléon 2% 4+ ax — a? = 0, jolla on ratkaisuna

a a?
SRR e )
X 5 4—|-a

Miinusmerkki juuren edessé ei tule kysymykseen, koska jananpituuden x
tulee olla positiivinen. Tulokseksi saadaan sievennysten jéalkeen

V5 —1
2

T = Qa.

Pituudeltaan a olevan janan kultainen leikkaus on saadun lausekkeen pe-
rusteella myos konstruoitavissa geometrisesti, so. harpilla ja viivoittimella.
Téata varten piirretdén ensin suorakulmainen kolmio, jonka kateetit ovat a
ja a/2; hypotenuusa on t#lloin Pythagoraan lauseen mukaan /a?/4 + a?.
Kun tésté erotetaan (harpilla) pois toinen kateetti a/2, jad jéljelle etsitty
jana z. Piirral

Janan kultainen leikkaus (lat. sectio aurea), jota usein kutsutaan myos ja-
nan jakamiseksi jatkuvaan suhteeseen, oli jo Pythagoraan aikana tunnettu.
Varsinkin keskiajalla kultainen leikkaus oli suuren huomion kohteena ja sitéa
pidettiin taiteessa perustavan térkednd. Esimerkiksi rakennuksen ikkuna-
aukkojen sopusuhtaisuuden on katsottu vaativan sivujen pituuksien mitoit-
tamista kultaisen leikkauksen suhteeseen.
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Algebralliset menetelmit geometriassa 3/3
ESITIEDOT: polynomiyhtélot, Pythagoraan lause, piste, suora, taso
KATSO MYOS: geometriset probleemat, kolmio, ympyré, pallo, monikulmiot,
monitahokkaat

Esimerkki 3 algebrallisista menetelmisti geometriassa

Pallon sisdén sijoitetaan sdédnnollinen tetraedri siten, ettd sen kérjet ovat pallo
pallon pinnalla. On méaéaritettava pallon sédteen ja tetraedrin sdrmén suhde. tetraedri
Olkoon pallon sédde r ja tetraedrin sirmén pituus a. sdrmi

Saannollisen tetraedrin sivutahkot ovat tasasivuisia kolmioita. Tetraedrin tasasivuinen
korkeusjana kohtaa vastaisen sivutahkon sen keskipisteessd, joka on myos
keskijanojen leikkauspiste ja siis jakaa keskijanat suhteessa 2 : 1. keskijana

Oheiset kuviot esittéavét tetraedria pohjatahkon vastaisine korkeuksineen
seké pallon ja tetraedrin leikkausta sellaisella tasolla, joka kulkee pallon
keskipisteen ja tetraedrin kahden kérjen kautta.

D
C
- C
B
Kuvioiden perusteella saadaan Pythagoraan lausetta kayttden yhtalot IF; ﬁ;agoraan

3 2

r2:x2+<2@> : a2:(r+x)2+<ga—\/§> .

Naisté on eliminoitava x, jolloin saadaan pituuksien a ja r vélinen ehto.

Helpoimmin eliminointi tapahtuu ratkaisemalla edellisestéi yhtélostd a? ja
sijoittamalla se jilkimmiiseen. T#lloin saadaan 2(r? — z?) = (r + z)?, mi-
ki voidaan jakaa tekijalla r + z (# 0). Tuloksena on z = r/3 ja tdmén

perusteella a/r = 2v/2/+/3.
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Kulma 1/4
ESITIEDOT: piste, suora, taso, ympyré, pallo
KATSO MYOs: vektorialgebra

Tasokulma

Olkoon annettuna tason piste K ja kaksi tésté pisteesté alkavaa puolisuoraa.
Puolisuorien viliin jadvaa aluetta kutsutaan kulmaksi. Piste K on kulman
kdrki, puolisuorat ovat sen kyljet. Kylkien véliin jadéva tason osa on kulman
aukeama.

Itse asiassa eo. méadrittely on puutteellinen, koska ei ole selvdd, kumpaa
kahdesta mahdollisesta alueesta kulmaksi kutsutaan. Yleensé tarkoitetaan
pienempéé vaihtoehtoa, mutta oikeastaan on ajateltava, ettd madritellyksi
tulee kaksi kulmaa.

Jos em. puolisuorat yhtyvit, saadaan méaritellyksi kaksi kulmaa, joista pie-
nempéd on luonnollista kutsua nollakulmaksi ja suurempaa tdaydekst kulmak-
St

Kulman suuruutta mitataan usein asteilla, jolloin tdyden kulman suuruus on
360 astetta, merkintd 360°. Yksi aste jaetaan 60 minuuttiin ja yksi minuutti
edelleen 60 sekuntiin; merkinnit ovat seuraavat: 1° = 60’, 1’ = 60”.

Jos kulman kyljet ovat kérjestd vastakkaisille puolille suuntautuvia puoli-
suoria, kyseessa on oikokulma, jonka suuruus on 180°. Jos kyljet ovat toisi-
aan vastaan kohtisuorassa, (pienempi) kulma on suora kulma suuruudeltaan
90°.

Jos kulman suuruus on alle 90°, sitd sanotaan terdvdkss; valilla 90° ... 180°
oleva kulma on tylppd. Alle 180° oleva kulma on kovera, yli 180° oleva kulma
kupera.

Jos kaksi suoraa leikkaa toisensa, rinnakkain olevat kulmat, joiden sum-
ma on 180°, ovat wvieruskulmia. Vastakkain olevat yhtéd suuret kulmat ovat
ristikulmia.

Kaksi kulmaa, joiden summa on 90°, ovat toistensa komplementtikulmia.
Nimitys tulee esiin mm. trigonometristen funktioiden nimissé: kosini =
komplementtikulman sini.

Jos kulmien summa on 180°, puhutaan vastaavasti suplementtikulmista, ja
jos summa on 360°, eksplementtikulmaista.
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Kulma 2/4
ESITIEDOT: piste, suora, taso, ympyré, pallo
KATSO MYOs: vektorialgebra

Kulman mittaaminen

Tésméllinen kulman suuruuden maéaérittely edellyttédd, ettd toinen kulman
kyljistd sovitaan alkukyljeksi ja toinen loppukyljeksi. Kulman suuruus on
positiivinen, jos alkukyljeltd loppukyljelle kierretdén vastapéivaéan, ns. po-
sitiiviseen kiertosuuntaan. Myotéapaivadan eli negatiiviseen kiertosuuntaan
kierrettéessd kulman suuruus on negatiivinen. Sallittua on myos kiertaa yli-
madraisia taysia kierroksia, jolloin kulman asteluku voi olla yli 360° tai alle
—360°.

Paitsi asteita kulman suuruuden mittaamiseen kdytetédin muitakin yksikko-
ja. Erds mahdollisuus on kiyttaéd ns. graadeja, jolloin tdyden kulman suu-
ruus on 400 graadia. Toinen erdissd yhteyksissa yleisesti kdytetty yksikko
on piiru, jolloin tdyden kulman suuruus on 6000 piirua.

Teoreettisissa yhteyksisséd, mm. matematiikassa yleisimmin kéytetty yksik-
kd on radiaani. Kulman suuruus radiaaneissa saadaan piirtdmaélla kulman
aukeaman alueelle ympyréankaari keskipisteend kulman kérki. Kulman suu-
ruus radiaaneina on kulman aukeamaan jadvan ympyrankaaren pituuden ja
ympyrin sédteen suhde. Tayden kulman suuruus on ympyran kehén pituus
jaettuna séteelld, siis 27.

Asteiden ja radiaanien vilinen vastaavuus saadaan yksinkertaisesta verran-

nosta . . .
suuruus asteissa  suuruus radiaaneissa

360 2m
Erityisesti on 1 rad ~ 57.296°.

Matemaattiset tietokoneohjelmat edellyttavit yleensé, ettd trigonometris-
ten funktioiden argumentit annetaan radiaaneissa. Jos halutaan kayttaa as-
teita, on kdyttéjan itsenséd huolehdittava tarvittavasta muunnoksesta. Laski-
missa sen sijaan on yleensé erikseen toimintamoodit radiaaneille ja asteille,
mahdollisesti muillekin kulmayksikaille.

Trigonometrisille funktioille voidaan muodostaa sarjakehitelmét, joista néi-
den arvoja voidaan laskea. Namé on aina tapana esittéa sellaisessa muodos-
sa, ettd argumentin oletetaan olevan radiaaneissa.
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ESITIEDOT: piste, suora, taso, ympyré, pallo
KATSO MYOs: vektorialgebra

Avaruuskulma

Kiinnitetdén jokin kolmiulotteisen avaruuden piste K kulman kérjeksi. Ol-
koon avaruudessa lisdksi annettuna riittdvassd méarin sddnnollinen sulkeu-
tuva kayré (esimerkiksi ympyrd), joka ei kulje pisteen K kautta. Asetetaan
pisteestd K alkavat puolisuorat, jotka kulkevat kdyrén jonkin pisteen kaut-
ta. Puolisuorat muodostavat pinnan, jota kutsutaan yleiseksi kartiopinnaksi.
Tamaé rajaa avaruuden kahteen — pienempéén ja isompaan — avaruuskul-
maan samaan tapaan kuin tasokulman kyljet rajaavat kaksi tasokulmaa.

Avaruuskulman suuruus mééritelladn asettamalla pallo siten, ettéd sen kes-
kipisteend on kulman kérki. Kulman suuruus on pallon pinnasta kulman
sisdén (sen aukeamaan) jadvéin osan pinta-alan suhde pallon séteen neliéon.
Yksikkoa kutsutaan nimelld steradiaani.

Téyden avaruuskulman suuruus on pallon pinta-ala jaettuna pallon séteen
neliolld, ts. 47 steradiaania.

Olkoon esimerkkiné avaruuskulma, jonka kérken& on origo ja em. sulkeu-
tuvana kdyriané pisteitd (1,0,0), (0,1,0), (0,0, 1) yhdistéavéit kolmion sivut.
Avaruuskulmaa rajaavat puolisuorat sijaitsevat tdlloin koordinaattitasois-
sa. Pienempi avaruuskulma muodostuu siitd avaruuden kahdeksanneksesta,
jonka pisteiden koordinaatit ovat > 0. Suuruus on 7/2 steradiaania.
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ESITIEDOT: piste, suora, taso, ympyré, pallo
KATSO MYOs: vektorialgebra

Diedrikulma

Kahden toisiaan leikkaavan tason vilistd kulmaa — yleensa pienempéé kah-
desta mahdollisesta — kutsutaan tasojen diedrikulmaks:.

Sen suuruutta mitataan asettamalla tasojen leikkaussuoraa vastaan kohti-
suora taso. Alkuperéiset tasot leikkaavat tatéd pitkin kahta suoraa ja nédiden
vélisen (pienemmén) tasokulman suuruus on diedrikulman suuruus.

T1

(6%
T2 71

T2

Diedrikulman suuruus voidaan helposti laskea maarittamaélla ensin tasojen
normaalivektorit. Ndiden vélinen kulma on joko pienempi tai isompi diedri-
kulma siité riippuen, kummalle puolen tasoja normaalivektorit osoittavat.

Esimerkiksi tasojen x + 2y + 3z = 4 ja 4 — 3y + 2z = —1 normaalivektorit
saadaan muuttujien kertoimista:

n, =i+2j+3k n,=4i—3j+2k

Skalaaritulon avulla voidaan laskea naiden valinen kulma 9:

n; -1 4

In; ||ng| B 1/406

cosV =

ja siis ¥ & 1.37 rad ~ 78.5°.
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ESITIEDOT: piste, suora, kulma
KATSO MYOS: geometriset probleemat, Pythagoraan lause, monikulmiot

1/11

Kolmio: perusominaisuudet

Yksinkertaisin monikulmio on kolmio, joka muodostuu kolmesta pisteesta,
kolmion kdrjistd, ja naitd yhdistavistd janoista, kolmion sivuista. Kussakin
kérjessd kohtaavien sivujen vélissd on yksi kolmion kulmista.

Toisin kuin muut monikulmiot kolmio on aina tasokuvio: Jos kolme pis-
tettd eivit ole samalla suoralla, mutta sijaitsevat avaruudessa muutoin mi-
ten tahansa, ne méaaradvat aina tason yksikésitteisesti. Pisteiden méaraama
kolmio sijaitsee téssa tasossa.

Paralleeliaksioomasta seuraa, ettd minké tahansa (euklidisen) kolmion kul-
mien summa on 180°.

Epéeuklidisessa geometriassa paralleeliaksiooma ei kuitenkaan ole voimas-
sa eikd kolmion kulmien summa myo6skddn ole 180°. Esimerkkiné olkoon
pallokolmio, joka muodostuu pallon péivintasaajan kaaresta sekd kahdes-
ta navalta péiviantasaajalle ulottuvasta meridiaanikaaresta, joiden vélinen
aste-ero on «. Kolmion kulmien summa on talloin 180° 4 «.

sivun summa on suurempi kuin kolmas sivu. Kahden sivun erotus on pie-
nempi kuin kolmas sivu.

Téten muodostuvia epéayhtaloitd kutsutaan kolmioepdyhtdldiksi ja niilla
on tavattoman paljon yleistyksid monille matematiikan aloille. Esimer-
kiksi reaali- tai kompleksilukujen itseisarvoja koskevissa epéayhtaloissa
|21 4+ 22| < |z1| + |22] ja [|z1] — |22]| < |21 + 22| tai vektoreiden pituuksia
koskevissa epéyhtiloissa |a + b| < |a| + |b] ja ||a| — |[b|| < |a+ b| on kyse
samasta asiasta. Lukija piirtdkoon kuvan!
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ESITIEDOT: piste, suora, kulma
KATSO MYOS: geometriset probleemat, Pythagoraan lause, monikulmiot

Tasakylkinen, tasasivuinen, suorakulmainen kolmio

Jos kolmion sivuista kaksi on yhta pitkid, sanotaan, ettd kolmio on tasakyl-
kinen. Yhta pitkét sivut ovat tasakylkisen kolmion kyljet, kolmas sivu on
sen kanta. Yhté pitkien kylkien vastaiset kulmat ovat yhtéd suuret.

Jos kolmion kaikki sivut ovat yhté pitkié, kolmio on tasasivuinen. Talloin
my0s kaikki kulmat ovat yhté suuria, kukin 60°.

Jos yksi kolmion kulmista on suora, ts. = 90°, kolmiota sanotaan suorakul-
maiseksi. Suoran kulman kylkiné olevat sivut ovat suorakulmaisen kolmion
kateetit, suoran kulman vastainen sivu sen hypotenuusa.

Ks. myos Pythagoraan lausetta ja ns. muistikolmioiden ominaisuuksia.
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Kolmioiden yhtenevyys

Kahta (euklidisen geometrian) kolmiota sanotaan yhteneviksi, jos ne voi-
daan siirtda toistensa padlle siten, ettd kérjet yhtyvéat, jolloin myos sivut
yhtyvat. Talloin on sallittua myos kadntad kolmio peilikuvakseen, ts. siir-
tad ja kiertdd sitd kolmiulotteisessa avaruudessa. Yhtyvit kéirjet, kulmat ja
sivut ovat kolmioiden vastinkdrkid, vastinkulmia ja vastinsivuja, yleisemmin
vastinosia.

Yhtenevien kolmioiden vastinkulmat ovat pareittain yhtd suuria, samoin

vastinsivut.

Synteettisen geometrian péaéttelyt perustuvat usein kolmioiden todistami-
seen yhteneviksi. T&ll6in nojaudutaan yleensé johonkin seuraavassa esitet-
tavaan kolmioiden yhtenevyytta koskevaan lauseeseen.

Alla olevan kuvion kolmiot ovat kaikki yhtenevi:
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ESITIEDOT: piste, suora, kulma
KATSO MYOS: geometriset probleemat, Pythagoraan lause, monikulmiot

Yhtenevyyslauseet 1
Kolmioita koskevat yhtenevyyslauseet ovat seuraavat.

Kunkin lauseen lopussa on ilmoitettu siitd usein kidytettdava lyhenne, missé
kirjaimet (S = sivu, K = kulma) kuvaavat yhtenevyyteen vaadittavien yhtéa
suurten vastinosien keskindista sijaintia.

e Jos kolmiossa ovat kaikki sivut yhtéd suuret kuin vastinsivut toisessa
kolmiossa, niin kolmiot ovat yhtenevit (SSS).

b

S

e Jos kolmiossa on kaksi sivua ja niiden vélinen kulma yhté suuret kuin
vastinosat toisessa kolmiossa, niin kolmiot ovat yhtenevit (SKS).

b

e Jos kolmiossa on kaksi kulmaa ja niiden vélinen sivu yhta suuret kuin
vastinosat toisessa kolmiossa, niin kolmiot ovat yhtenevit (KSK).

Jatkuu

Kiveld, 9t niinkuin matematiikka, versio 1.12



Kolmio 5/11
ESITIEDOT: piste, suora, kulma
KATSO MYOS: geometriset probleemat, Pythagoraan lause, monikulmiot

Yhtenevyyslauseet 11

e Jos kolmiossa on kaksi kulmaa ja toisen vastainen sivu yhtd suuret
kuin vastinosat toisessa kolmiossa, niin kolmiot ovat yhtenevét (KKS).

e Jos kolmiossa on kaksi sivua ja toisen vastainen kulma yhtd suuret
kuin vastinosat toisessa kolmiossa ja jos lisdksi toisen sivuparin vas-
taisten kulmien summa ei ole 180°, niin kolmiot ovat yhtenevit (SSK).

a //\
i a
o
b

Kuvion katkoviiva osoittaa tilannetta, missa lisdehto ei tayty.

Yhtenevyyslausetta KKK ei luonnollisestikaan ole: Kulmat voivat pareittain
olla yhta suuria, mutta kolmiot ovat silti mittakaavaltaan erilaisia.

16} Y
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ESITIEDOT: piste, suora, kulma
KATSO MYOS: geometriset probleemat, Pythagoraan lause, monikulmiot

Kolmioiden yhdenmuotoisuus

Kahta kolmiota sanotaan yhdenmuotoisiksi, jos toinen voidaan suurentamal-
la tai pienentdmélld (so. mittakaavaa muuttamalla, mutta milldén muulla
tavalla venyttdmattd) saattaa yhteneviksi toisen kanssa. Yhdenmuotoisten
kolmioiden vastinosista puhutaan samaan tapaan kuin yhtenevien kolmioi-
den tapauksessa.

Yhdenmuotoisten kolmioiden vastinkulmat ovat kesken#ddn yhtéd suuria ja
vastinsivut ovat verrannollisia, ts. niiden pituuksien suhteella on sama arvo
sivuparista riippumatta. Téta suhdetta kutsutaan kolmioiden yhdenmuotoi-
suussuhteeksi.

Jos kolmioiden yhdenmuotoisuussuhde on k, niiden pinta-alojen suhde on
k2.

Seuraavassa esitettdvét kolmioiden yhdenmuotoisuuslauseet ovat saman-
tyyppiset kuin yhtenevyyslauseet. Joitakin eroja kuitenkin on.
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KATSO MYOS: geometriset probleemat, Pythagoraan lause, monikulmiot

Y hdenmuotoisuuslauseet

Seuraavilla perusteilla kaksi kolmiota voidaan paételld yhdenmuotoisiksi.
Lauseista kiytetdan samantyyppisia lyhenteitd kuin yhtenevyyslauseista.

e Jos kolmiossa on kaksi kulmaa yhté suurta kuin vastinkulmat toisessa
kolmiossa, niin kolmiot ovat yhdenmuotoiset (KK).

=«
p=p

(N

>

e Jos kolmiossa ovat kaikki sivut verrannolliset vastinsivuihin toisessa
kolmiossa, niin kolmiot ovat yhdenmuotoiset (SSS).

e Jos kolmiossa on kaksi sivua verrannollista vastinsivuihin toisessa kol-
miossa ja niiden vélinen kulma on yhta suuri kuin vastinkulma toisessa
kolmiossa, niin kolmiot ovat yhdenmuotoiset (SKS).

a =«
b " b_ ¢
C/ b/ c/
a %
c

e Jos kolmiossa on kaksi sivua verrannollista vastinsivuihin toisessa kol-
miossa ja toisia vastinsivuja vastaavat kulmat ovat yhtéd suuret seké
liséksi toisen sivuparin vastaisten kulmien summa ei ole 180°, niin

kolmiot ovat yhdenmuotoiset (SSK).
b

Q‘l@Q\

SUESES

Kuvion katkoviiva osoittaa tilannetta, missa lisdehto ei tayty.
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ESITIEDOT: piste, suora, kulma
KATSO MYOS: geometriset probleemat, Pythagoraan lause, monikulmiot

Kulmanpuolittajat ja keskijanat

Kolmion kulmanpuolittaja jakaa kulman kahteen yhté suureen osaan. Kaik-
kien kolmen kulman puolittajat leikkaavat toisensa samassa pisteessd, mi-
ki on suhteellisen helposti todistettavissa synteettisen geometrian keinoin.
Kulmanpuolittajien leikkauspiste on my&s kolmion sisdén piirretyn ympyran
(so. kolmion sivuja sivuavan ympyran) keskipiste.

Kolmion keskijana on jana, joka yhdistdd kolmion kérjen vastaisen sivun
keskipisteeseen. Kaikki kolme keskijanaa leikkaavat toisensa samassa pis-
teessé, joka jakaa jokaisen keskijanan suhteessa 1 : 2. Todistus on helpoin
vektorigeometriaa kidyttden, mutta voidaan suhteellisen helposti tehda myos
synteettiselld geometrialla.
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Korkeusjanat ja keskinormaalit

Kolmion korkeusjana on kolmion kérjestéd vastaiselle sivulle piirretty nor-
maali, so. sivua vastaan kohtisuora suora. Kaikkiaan n&itd on kolme. Seka
synteettisen geometrian ettid vektorigeometrian keinoin voidaan melko hel-
posti osoittaa, ettd korkeusjanat leikkaavat toisensa samassa pisteessi.

Kolmion keskinormaali on kolmion sivun keskipisteen kautta asetettu sivun
normaali. Naitdkin on kolme ja samoinkuin korkeusjanojen tapauksessa voi-
daan osoittaa, ettéd ne leikkaavat toisensa samassa pisteessé, joka on myos
kolmion ympéri piirretyn ympyrian (so. kolmion kérkien kautta kulkevan
ympyran) keskipiste.

Korkeusjanojen leikkauspiste, keskinormaalien leikkauspiste ja keskijanojen
leikkauspiste sijaitsevat kolmiosta riippumatta samalla suoralla, jota kutsu-
taan Fulerin suoraksi. Kulmanpuolittajien leikkauspiste ei sen sijaan yleensé
ole talla suoralla.

Kolmiosta voidaan 16ytd& monia muitakin geometrisia yhteyksia. Erads tél-
lainen on Feuerbachin ympyrd, joka kulkee jokaisessa kolmiossa seuraavien
yvhdeksén pisteen kautta: kolmion korkeusjanojen kantapisteet, so. ne pis-
teet, joissa korkeusjanat kohtaavat vastaisen sivun; kolmion sivujen keskipis-
teet; kolmion kérjet korkeusjanojen leikkauspisteeseen yhdistévien janojen
keskipisteet. Feuerbachin ympyran keskipiste puolestaan on Eulerin suoral-
la.
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Sinilause ja kosinilause

Monissa sovelluksissa joudutaan méaarittdmasan kolmion sivujen pituudet ja
kulmien suuruudet, kun joitakin tietoja kolmiosta on kiytettéavissa. Tyypil-
linen esimerkki on maanmittarin ongelma: On mitattu kahden pisteen vili-
nen etéisyys ja suuntakulmat niistéd pisteistd kolmanteen pisteeseen, jonka
etédisyys on méaritettava. Tunnetaan siis kaksi kolmion kulmaa ja néiden
vilisen sivun pituus; on méaéritettava kolmion muut sivut.

Taméntyyppisten tehtdvien ratkaiseminen perustuu sinilauseeseen ja kosi-
nilauseeseen: sini
kosini

(N
A

Jos kolmion sivut ovat a, b ja ¢ sekd nédiden vastaiset kulmat samassa jér-
jestyksessa «, 3 ja vy, on

a b c

= = 2r (sinilause
sina  sinf  siny ( )

> =a®+b*—2abcosy (kosinilause).

Téssé r on kolmion ympéri piirretyn ympyréan, so. kolmion kérkien kautta
kulkevan ympyréan side.

Lauseiden todistukset seuraavassa.
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Sini- ja kosinilauseen todistamisesta

Sinilauseen ensimméinen osa sina = a/(2r) voidaan todistaa muodosta-
malla kolmion ympéri piirretyn ympyrén sisdén uusi kolmio, jonka yhtena
sivuna on alkuperéisen kolmion sivu a ja toisena ympyran halkaisija. Hal-
kaisijan vastainen kulma (ympyrin kehékulma) on suora, kuten esimerkiksi
vektorigeometrialla ndhdédan. Tulos seuraa tdmén jialkeen sinin méaritelmas-
té (vastainen kateetti / hypotenuusa) ja siitd, ettd ympyréissa kaikki samaa
kaarta vastaavat kehdkulmat ovat yhta suuria.

>

=7

(D

V

Kosinilauseen todistaminen on yksinkertainen vektorigeometrian sovellus:
Jos kolmion sivuvektorit ovat a ja b, on kolmannen sivun vektoriesitys a—b.
Télloin on skalaaritulon ominaisuuksien perusteella

>=(a—b)-(a—b)=a-a+b-b—2a-b=a*+b*—2abcosy.

Kosinilause on itse asiassa Pythagoraan lauseen yleistys: Jos v = 90°, saa-
daan Pythagoraan lause.
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Pythagoraan lause 1/3
EsiTiEDOT: kolmio
KATSO MYOS: vektorigeometriaa

Pythagoraan lause

Pythagoraan lauseen mukaan suorakulmaisen kolmion kateettien pituuksien
a ja b nelididen summa on hypotenuusan pituuden c nelio:

a® +b* =

Lause voidaan alkeellisesti todistaa tarkastelemalla neliotéd, jonka sivun pi-
tuus on a+b ja piirtamalla sen sisdan nelja suorakulmaista kolmiota kahdella

eri tavalla:
a a

a b

Varjostetut alueet ovat nelidité, joiden alat ovat a?, b* ja c?. Niiden ulko-
puolelle jadva alue kummassakin isossa nelidssd on sama, nelja samanlaista
suorakulmaista kolmiota, jolloin my0s varjostettujen alueiden alat ovat sa-
mat: ¢ = a® + b°.

Lause voidaan todistaa myo6s vektorialgebralla: Jos a ja b ovat kateettien
vektoriesitykset, niin hypotenuusa on a — b. Hypotenuusan pituuden nelié
on talloin

c>=(a—b)-(a—b)=a-a+b-b—-2a-b=ad+10

koska a - b = 0 kolmion suorakulmaisuuden takia.

Pythagoraan lause on erikoistapaus kosinilauseesta.
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Pythagoraan lause 2/3
EsiTiEDOT: kolmio
KATSO MYOS: vektorigeometriaa

Muistikolmiot

Soveltamalla Pythagoraan lausetta tasakylkiseen suorakulmaiseen kolmi-
oon, jossa kummankin kateetin pituus on a ja hypotenuusan pituus on =,
saadaan

jolloin x = av/2.

Jos tasasivuinen kolmio, jonka sivun pituus on 2a, jaetaan korkeusjanalla
kahtia, saadaan kaksi suorakulmaista kolmiota, joissa hypotenuusan pituus
on 2a ja lyhyempi kateetti symmetrian takia a/2. Jos pitempi kateetti eli
kolmion korkeusjana on z, Pythagoraan lause antaa

a’ + 22 = 4ad?,

mista seuraa r = a\/g.
Saadaan siis seuraavat tulokset:

Jos suorakulmaisen kolmion molemmat terdvat kulmat ovat 45 astetta, niin
kateettien ja hypotenuusan suhde on 1: 1 : v/2.

Jos suorakulmaisen kolmion terdvét kulmat ovat 30 ja 60 astetta, niin ka-
teettien ja hypotenuusan suhde on 1 : /3 : 2.

- 45% 60° |
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Pythagoraan lause 3/3
ESITIEDOT: kolmio
KATSO MyOs: vektorigeometriaa

Pythagoraan lauseen historiaa

Thales Miletolainen ja Pythagoras Samoslainen ovat varhaisimmat tunnetut
kreikkalaiset matemaatikot. He olivat ldhtoisin Aigeian meren aéreltd ja
elivit 500-luvulla ennen ajanlaskumme alkua, Thales hieman Pythagorasta
aiemmin. Kumpikin ilmeisesti matkusteli Kaksoisvirranmaassa ja Egyptissé,
joista Kreikkaan kulkeutui myos matematiikkaan ja laskemiseen liittyvia
vaikutteita. Kummaltakaan ei ole kuitenkaan sailynyt kirjoitettuja tekstejé,
vaan késitykset heistd ovat enintéénkin toisen kdden tietojen varassa.

Pythagoras oli filosofi, matemaatikko ja lukumystikko, joka kerési ympé-
rilleen koulukunnan Krotoniin nykyiseen Kaakkois-Italiaan. Tarkkaa tietoa
koulukunnan matemaattisesta merkityksesté ei ole. Pythagoraan lauseena
tunnettu tulos oli laskumenettelyné tunnettu jo Kaksoisvirranmaassa. Geo-
metristen tulosten deduktiivinen todistaminen on kreikkalaisilta periisin,
mutta pythagoralaisten osuudesta ajatuksen kehittymiseen ei ole tietoa.
Mahdollisesti todistamisen idea on syntynyt vasta muutamia vuosisatoja
myShemmin.

Egyptin ja Kaksoisvirranmaan matematiikka oli kdytannollisistéd tehtavista
ldhtevaa laskemista: maanmittausta, pinta-alojen ja tilavuuksien méaérittéa-
mistd, perinndnjakoja, jne. Abstrakti matematiikka syntyi Kreikassa.
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Monikulmiot 1/5
ESITIEDOT: kolmio
KATSO MYOS: geometriset probleemat

Monikulmio

Monikulmioksi kutsutaan tasokuviota, jota rajaa peréttiisten janojen muo-
dostama monikulmion pziri. Janat ovat monikulmion sivuja, niiden paéte-
pisteet monikulmion kdrkipisteitd. Jos kédrkipisteita (ja siis myds sivuja) on
n kappaletta, puhutaan n-kulmiosta. Peréttéisten sivujen viéliin jaavéat mo-
nikulmion kulmat.

Jokainen n-kulmio voidaan kérkipisteet sopivasti yhdistamalld jakaa n — 2
kolmioksi, mistéd seuraa, ettd n-kulmion kulmien summa on (n — 2) - 180°.

Janaa, joka yhdistdé kaksi monikulmion kérkeé, mutta joka ei ole monikul-

mion sivu, kutsutaan sen ldvistdjdksi. Jokaisesta n-kulmion kérjestd voidaan

siten piirtdd n — 3 lavistdjai. Kertomalla tdmé karkien lukumaéaralla ja ja-

kamalla kahdella (koska jokainen lavistdja yhdistdaéd kaksi kédrked), saadaan
1

ldvistdjien kokonaismadrd: sn(n — 3).

Kiveld, 9t niinkuin matematiikka, versio 1.12

jana

kulma (taso-)

kolmio



Monikulmiot 2/5
ESITIEDOT: kolmio
KATSO MYOS: geometriset probleemat

Avaruusmonikulmio

Monikulmioita voidaan muodostaa myo6s kolmiulotteiseen avaruuteen. Jos
kérkid on enemman kuin kolme, ndmaéa eivét yleensé ole tasokuvioita, koska
kolmea useammat pisteet eivit lainkaan valttamétta sijaitse samassa tasos-
sa. Avaruusmonikulmion ajatellaankin muodostuvan vain perikkéain asete-
tuista (sulkeutuvista) janoista ilman, ettd ne rajaavat mitéén aluetta.

Esimerkiksi avaruusnelikulmio nayttaa seuraavalta:

A
C

b B

Talla on seuraava ominaisuus: Jos jana XY liikkuu siten, ettd se alkuase-
massaan yhtyy janaan AB, loppuasemassaan janaan DC ja piste X kulkee
janan AD tasaisella nopeudella samassa ajassa kuin piste Y kulkee janan
BC tasaisella nopeudella, niijl liikkkuva jana XY muodostaa satulapinnan.
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Monikulmiot 3/5
ESITIEDOT: kolmio
KATSO MYOS: geometriset probleemat

Siadnnoélliset monikulmiot

Monikulmiota sanotaan sdadnndlliseksi, jos sen kaikki kulmat ovat yhta suu-
ria ja sivut yhta pitkié.

Sadnnollisen kolmion eli tasasivuisen kolmion liséksi voidaan harpilla ja vii-
voittimella helposti konstruoida sdénnolliset neli-, kuusi- ja kahdeksankul-
miot, viisi- ja kymmenkulmiot ovat hieman vaikeampia.

Eriilla nelikulmioilla, jotka eivit ole sdannollisid eo. méaaritelmén mukaises-
ti, mutta joilla kuitenkin on joitakin sddnnollisyysominaisuuksia, on omat
nimityksensé:

e Puolisuunnikas on nelikulmio, jonka kaksi vastakkaista sivua on yh-
densuuntaista. (Ndmé& ovat puolisuunnikkaan kannat.)

e Suunnikas on nelikulmio, jonka molemmat vastakkaiset sivuparit ovat
keskendédn yhdensuuntaiset.

e Neljikids eli vinonelio on suunnikas, jonka kaikki sivut ovat yhté pitkia.
Kaytetaan myos nimitysta rombi.

e Suorakulmio on suunnikas, jonka kaikki kulmat ovat yhtd suuria (=

90°).

Sarjan viimeisend — sdannollisyytta lisdttdessd — on sdannollinen nelikul-
mio eli nelid.
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Monikulmiot 4/5
ESITIEDOT: kolmio
KATSO MYOS: geometriset probleemat

Siadnnoéllisten monikulmioiden laskemisesta

Sadnnollisten monikulmioiden sivujen pituuksia voidaan usein laskea al-
gebrallisen geometrian keinoin. Toisaalta myos kompleksilukuaritmetiikkaa
voidaan hyddyntéé.

Jos sdannollinen n-kulmio sijoitetaan siten, etté sen keskipiste on origossa ja
kirjet R-séteisella origokeskiselld ympyralld, saadaan kérkien koordinaatit
kompleksilukuina helposti muodossa Ru”, missi u = cos(27/n)+isin(27/n)
on kompleksinen kiertotekija. Indeksin k eri arvot antavat eri kérjet; k =
0,1,2,...,n — 1. Menettely on luonteeltaan numeerinen, koska sinin ja ko-
sinin tarkkojen arvojen laskeminen ei yleensé ole helppoa.

Esimerkkiné algebrallisten menetelmien kéytosta olkoon sddnnéllisen kym-
menkulmion sivun pituuden z méarittdminen, kun kulmio on piirretty R-
siteisen ympyran sisdan.

Yhdistamélla ympyrdn keskipiste kahteen perédkkéiseen kymmenkulmion
kérkeen saadaan tasakylkinen kolmio, jonka kulmat ovat 36°, 72° ja 72°.
Puolittamalla toinen kantakulma saadaan seuraava kuvio:

B

C A

K

Kolmiot KAB ja ABC ovat yhdenmuotoiset, koska kummassakin on kul-
mat 36° ja 72°. Kolmiot ACK ja BAC ovat tasakylkisid ja siis |AB| =
|AC| = |CK| = x. Yhdenmuotoisten kolmioiden vastinsivut ovat verrannol-
lisia, jolloin

|[KA|  |AB| g B_ow
|AB|  |BC| r R-—z

Téasta seuraa

z=3(v5-1R.

(Vrt. kultaiseen leikkaukseen.
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Monikulmiot 5/5
ESITIEDOT: kolmio
KATSO MYOS: geometriset probleemat

Laatoituksista

Erailla monikulmiotyypeilld voidaan peittdd taso aukkoja tai rakoja jat-
tamatta, laatoittaa esimerkiksi kylpyhuoneen lattia. Téllaisia monikulmio-
tyyppejad ovat ainakin tasasivuiset kolmiot, vakiomuotoiset suorakulmiot,
vakiomuotoiset suunnikkaat ja sddnnélliset kuusikulmiot. Kaikissa tapauk-
sissa laatoitus on jaksollinen, ts. kuvio toistuu samanlaisena lattian joka
paikassa.

Voidaan kysyd, olisiko mahdollista tehdé jollakin tavoin epésdannollisem-
pi laatoitus esimerkiksi kayttamalla erilaisia laattoja, mutta kuitenkin vain
muutamaa harvaa tyyppid. Yksinkertaisin téllainen on englantilaisen fyy-
sikon Roger Penrosen vuonna 1974 julkistama laatoitus, jossa kéytetddn
kahta erilaista laattaa. Ndiden muodot voidaan loytaa saannéllisesté viisi-
kulmiosta:

o

Kumpikin laatta on nelikulmio, jossa kahden sivun pituus on a ja kahden
muun sivun pituus %(\/5 — 1)a. Toisen laatan kulmat ovat 72°, 72°, 72° ja
144° (leijatyyppi), toisen laatan 72°, 36°, 216° ja 36° (nuolenkérkityyppi).

Laatat voidaan liittd4 toisiinsa siten, ettd kahden eri tyypin laatat aina muo-
dostavat yhdessd suunnikkaan. Jos ne kuitenkin liitetdén toisiinsa siten, etté
suunnikkaita ei synny, saadaan mielenkiintoisempi laatoitus: Silld voidaan
peittdd miten suuri ala tahansa — koko taso — ja laatoitus on jaksoton,
ts. ei 1oydy mitdén sellaista laatoituksen osaa, joka sddnnollisesti toistuisi
samanlaisena.

Kokeile! Nuolenkérkityypin laattoja tarvitaan jonkin verran yli puolet lei-
jatyypin laattojen méaarésta. Parilla sadalla laatalla saa jo aikaan kiintoisia
kuvioita.
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Monitahokkaat 1/4
EsITIEDOT: monikulmiot, taso
KATSO MYOS: geometriset probleemat

Monitahokas

Monitahokkaaksi kutsutaan kolmiulotteisen avaruuden kappaletta, jota ra-
jaavat tasopinnat. Tasopinnat ovat monitahokkaan tahkot; ndmé leikkaavat
toisensa pitkin sdrmid, joiden péétepisteet ovat monitahokkaan kdrkid.

Jos monitahokkaassa ei ole aukkoja ylla olevan viimeisen esimerkin tapaan
(tdasméllisemmin sanottuna jos monitahokas on yhdesti yhtenéinen), on voi-

massa Fulerin yhtdlo, jonka tosin jo Descartes tunsi: Euler
Descartes

e

f—et+tv=2
missd f on monitahokkaan tahkojen lukumééra, e sirmien lukumééré ja v
kérkien lukumééré. (Symbolit ovat englannista peréisin: face, edge, vertex.)

Jos monitahokkaassa on yksi tai useampia aukkoja, riippuu kaavan oikea
puoli aukkojen lukuméarista. Esimerkiksi yksiaukkoisessa tapauksessa on
f—e+v=0.
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Monitahokkaat 2/4
ESITIEDOT: monikulmiot, taso
KATSO MYOS: geometriset probleemat

Siadnnolliset monitahokkaat

Monitahokasta sanotaan sdannolliseksi, jos sen kaikki tahkot ovat saman-
laisia sddnnollisia monikulmioita ja kaikki kérjet samanlaisia. monikulmio

Jo antiikin kreikkalaiset tiesivét, ettd sddnnollisia monitahokkaita on vain
viisi: tetraedri, heksaedri eli kuutio, oktaedri, dodekaedri ja ikosaedri.

A
L KX

Néiden karkien, sdrmien ja tahkojen méaariat ovat seuraavat:

kérjet sdrmét tahkot
tetraedri 4 6 4
heksaedri 8 12 6
oktaedri 6 12 8
dodekaedri 20 30 12
ikosaedri 12 30 20

Yhdistaméllad sadnnollisen monitahokkaan sivutahkojen keskipisteet saa-
daan tdmén sisddn toinen sddnnollinen monitahokas: Tetraedrin tapauk-
sessa tetraedri, kuution sisddn oktaedri ja oktaedrin sisdén kuutio, dode-
kaedrin sisédn ikosaedri ja ikosaedrin dodekaedri. Tamé on péadteltavissa
edellé olevan taulukon symmetrioistakin.
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Monitahokkaat 3/4
ESITIEDOT: monikulmiot, taso
KATSO MYOS: geometriset probleemat

Symmetrisistd monitahokkaista

Jokaisesta sdannollisestd monitahokkaasta voidaan muodostaa uusi monita-
hokas seuraavalla tavalla: Jokaisen sivutahkon pééille asetetaan keskendin
samanlaiset pyramidit, joiden pohjina sivutahkot ovat. Pyramidien korkeus
valitaan siten, ettd kahden vierekkéisen pyramidin huiput ja niiden yhtei-
sen pohjasdrmén pédtepisteet ovat samassa tasossa; ndiden neljan pisteen
méadraamasta nelikulmiosta tulee uuden kappaleen sivutahko.

Tetraedrin tapauksessa téalloin syntyy kuutio. Kuutiosta ja oktaedrista saa-
daan monitahokas, jota kutsutaan rombidodekaedriksi (rombi = neljdkas,
vinonelio). Dodekaedrista ja ikosaedrista syntyy sama 30-tahokas.

Rombidodekaedri ja em. 30-tahokas eivét ole sdédnndllisid monitahokkaita,
vaikka niistd onkin 16ydettavissd monia symmetrioita.

Yksinkertaisempia symmetrisid, mutta ei sdannollisia monitahokkaita ovat
suorakulmainen sdrmio, jonka kaikki sivutahkot ovat suorakulmioita (yh-
teensd kuusi), ja suuntaissdrmio eli paralleeliepipedi, jonka sivutahkot ovat
suunnikkaita.

<y
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Monitahokkaat 4/4
ESITIEDOT: monikulmiot, taso
KATSO MYOS: geometriset probleemat

Siaannollisid monitahokkaita on vain viisi

Todistus sille, ettéd sdannollisia monitahokkaita on vain viisi, on ylldttavan-
kin yksinkertainen:

Koska sdannollisen monitahokkaan sivutahkot ovat samanlaisia saannollisia
monikulmioita — olkoot n-kulmioita — on jokaisen kulman suuruus

(n—2)-180°/n.

Koska kaikki kérjet ovat samanlaisia, yhtyy jokaisessa kérjessd sama méa-
ré p sivutahkoja. Yhdessa kérjesséd kohtaavien kulmien summan tulee olla
pienempi kuin taysi kulma 360°, jolloin saadaan epayht&lo

p(n —2)-180°/n < 360° eli np < 2(n+p).

Toisaalta on tietenkin n > 3, p > 3.

Ne arvot n, p, jotka toteuttavat saadun epéyhtélon, on helppo luetella ja
todeta, ettd jokaista kyseeseen tulevaa arvoparia todellakin vastaa jokin
tunnettu sddnnollinen monitahokas:

np 2(n+p)

9 12 tetraedri

12 14 oktaedri

15 16 ikosaedri

18 18 epayhtalo ei toteudu
12 14 kuutio

16 16 epayhtalo ei toteudu
15 16 dodekaedri

20 18 epayhtélo ei toteudu
18 18 epayhtalo ei toteudu

D UL UL W W w w3
Wk Wk WO ok ws

Koska muita epéayhtélon toteuttavia arvopareja ei ole, ei ole olemassa my0s-
kiddn muita sddnnollisid monitahokkaita.
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Kayra 1/4
EsITIEDOT: funktiokéisite, reaalifunktiot, yhtélot, koordinaatistot, piste
KATSO MYOS: suora, derivaatta, tangentti ja normaali, pinta

Tasokayra

Taso- tai avaruuskayrin tdsméllinen méérittely ei ole aivan yksinkertais-
ta. Mikali esiintyvét funktiot ovat riittdvan sdannollisid (esim. jatkuvia tai
derivoituvia), voidaan tasokdyrid luonnehtia seuraavilla tavoilla:

1. Ne tason pisteet, joiden suorakulmaiset koordinaatit x ja y toteuttavat
yhtilon y = f(z), muodostavat kiiyrin. Esimerkiksi paraabeli y = 22
tai itseisarvo y = |x|.

2. Ne tason pisteet, joiden suorakulmaiset koordinaatit toteuttavat muo-
toa F(x,y) = 0 olevan yhtdlon, muodostavat usein kiyrin. Esimer-
keiksi sopivat ympyrd 22 + y* — 1 = 0, paraabeli 22 — y = 0, suora
x + 2y — 3 = 0 tai Cartesiuksen lehti 23 + y® — 3xy = 0.

Muoto y = f(z) on erikoistapaus tésté, koska yhtdlo voidaan aina
saattaa muotoon F'(x,y) = f(x) —y = 0. Toisaalta yhtdlo F(z,y) =0
ei vilttaAmitti esitd kiyrid; esimerkiksi yhtilon a2 4 3% = 0 toteuttaa
vain yksi piste, origo, ja yhtdlod z2 + y*> + 1 = 0 ei toteuta mikiin
tason piste.

3. Tason pisteet, joiden napakoordinaatit r ja ¢ toteuttavat yhtélon
r = f(¢), muodostavat kdyran. Arkhimedeen spiraali r = ¢ ja lo-
garitminen spiraali r = e¥ ovat esimerkkeja.

4. Kéyra voidaan méiritelld muotoa x = z(t), y = y(t) olevan paramet-
riesityksen avulla. Kun parametr: t saa tietyt arvot, esimerkiksi ar-
vot joltakin valiltd [a, b], vastaa jokaista parametriarvoa kiayrian piste
(z(t),y(t)). Esimerkiksi ympyré 22 +y? = 4 voidaan esittii muodossa
r =2cost, y = 2sint, missi t € [0, 27].

Parametriesitys voidaan kirjoittaa myos vektorimuotoon: r(t) =
z(t)i+ y(t)j, missd r(t) on parametriarvoa t vastaavan kdyran pis-
teen paikkavektori.
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Kayra 2/4
EsITIEDOT: funktiokéisite, reaalifunktiot, yhtélot, koordinaatistot, piste
KATSO MYOS: suora, derivaatta, tangentti ja normaali, pinta

Parametriesityksen muodostaminen

Muodossa y = f(x) tai r = f(¢) annetut kiyrit voidaan parametrisoida
helposti: Jos parametriksi otetaan x tai ¢, esitykset ovat

r(z) = zi+ f(z)j, r(p) = flp)cospi+ f(p)sing].

Jos kdyréd on annettu muodossa F'(x,y) = 0, ei parametrisointi valttamétta
ole helppoa. Parametriksi on usein syytd valita muuttuja, jolla on jokin
luonnollinen geometrinen merkitys.

Ympyrin 22 + y? = 4 parametriesityksessid x = 2cost, y = 2sint parametri
t on ympyrén pistettd (x,y) vastaava keskuskulma.

Cartesiuksen lehti 23 + 3> — 32y = 0 voidaan parametrisoida ottamalla
parametriksi origon kautta kulkevan suoran y = tx kulmakerroin ¢, jolloin
parametriesitykseksi saadaan

3t 3t?
r = —— = .
1+ YT 15

YN
23+ y3 =3y =0

/) %
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Kayra 3/4
EsITIEDOT: funktiokéisite, reaalifunktiot, yhtélot, koordinaatistot, piste
KATSO MYOS: suora, derivaatta, tangentti ja normaali, pinta

Avaruuskayra

Luonnollisin tapa esittdd avaruuskdyrd on parametriesitys:
r(t) =ax(t)i+y(t)j+z(0)k,

missd kdyrédn pisteen suorakulmaiset koordinaatit, ts. paikkavektorin kom-
ponentit on esitetty parametrin ¢ funktioina: (z(t),y(t), 2(¢)).

Esimerkiksi ruuvikierteen, ns. ruuviviivan parametriesitys on
r(t) =acosti+asintj+ btk,

misséd a ja b ovat vakioita.

N
S

U

r(t) =acosti+asintj+ btk

N

WW\
.
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Kayra 4/4
EsITIEDOT: funktiokéisite, reaalifunktiot, yhtélot, koordinaatistot, piste
KATSO MYOS: suora, derivaatta, tangentti ja normaali, pinta

Kayran tangentti

Parametriesityksen avulla annetun taso- tai avaruuskédyran tangentin suun-
tavektori, tangenttivektori, saadaan yksinkertaisesti derivoimalla paramet-
riesitys:

v'(t)=2')i+y(t)j tai (&) =2'(t)i+y'()j+7(t)k

Tulos seuraa siitd, ettd r(t + h) — r(t) on kahta kiyrdn pistettd yhdista-
vé vektori, so. vektori, joka antaa kdyran erdén sekantin suunnan. Taméan
kanssa samansuuntainen on vektori

r(t+h) — ()
- .

Jos h — 0, ldhestyvét pisteet toisiaan, jolloin sekantti kid&ntyy tangentiksi,
ja toisaalta yo. erotusosaméirivektori lihestyy derivaattaa r'(t).

r'(?)

r(t)| /r(t+h)

Oo
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Pinta 1/2
EsITiEDOT: funktiokéasite, reaalifunktiot, yhtélot, koordinaatistot, piste
KATSO MYOS: taso, kiyri

Pinnan esitysmuodot

Kuten kéyrédn myos pinnan tdsméllinen méarittely on vaikea tehtava. Seu-
raavassa esitetdén ainoastaan eri mahdollisuudet luonnehtia kolmiulotteisen
avaruuden pinta paneutumatta tarkemmin esiintyvilta funktioilta vaaditta-
viin sdannollisyysominaisuuksiin.

1. Ne kolmiulotteisen avaruuden pisteet, joiden suorakulmaiset koordi-
naatit x, y ja z toteuttavat yhtdlon z = f(x,y), muodostavat pinnan.
Télloin siis xy-tason pistettd (z,y) vastaten lasketaan arvo z, joka il-
moittaa tdmén pisteen kohdalla (xy-tason yli- tai alapuolella) olevan
pinnan pisteen korkeuden. Esimerkiksi z = zy ja z = 22 — y? ovat
satulapintoja.

2. Muotoa F(z,y,z) = 0 oleva yhtdlo méérittda usein pinnan. Pinnan
muodostavat ne pisteet, joiden koordinaatit (z,y, z) toteuttavat yh-
talon. Esimerkiksi 22 4+ 4% + 22 — 1 = 0 on origokeskinen pallopinta,
r+1y+2z—1=0 on taso.

Muotoa F(z,y,z) = 0 oleva yhtélo ei valttdmatta toteudu ainoalla-
kaan arvokolmikolla (z,y, z). T4lloin se ei geometrisesti esitd mitdén.
Esimerkiksi sopii 22 + €Y 4 cosh z = 0. Yhtilo voi esittdd myos pistet-
tid: (x — 1)? 4+ (y — 2)* + (2 — 3)? = 0 on piste (1,2, 3). My6s suora on
mahdollinen: Yht#lo (z+y+ 2+ 1)+ (z+ 2y + 32 +4)? = 0 toteutuu
vain, joszc+y+z2+1=0jax+ 2y +32+4 =0, ts. kyseessd on
ndiden yhtaldiden méaérittdmien tasojen leikkaussuora.

3. Kolmiulotteisen avaruuden pintojen késittely on yleensé helpointa pa-
rametriesityksen avulla. T&lloin tarvitaan kaksi parametria:

r(u,v) =z(u,v)i+ y(u,v)j+ 2(u,v) k,

missd parametrit u ja v saavat arvot jostakin uv-tason alueesta. Jokais-
ta parametriparia (u,v) vastaa siten paikkavektori r(u,v), ts. pinnan
piste (z(u,v), y(u,v), z(u,v)). Esimerkkeja edempén.
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Pinta 2/2
EsITIEDOT: funktiokéisite, reaalifunktiot, yhtélot, koordinaatistot, piste
KATSO MYOS: taso, kiyri

Esimerkkeji pintojen parametriesityksista

Origokeskisen R-séteisen pallon parametriesitys on pallo

r(¥,p) = Rcostcospi+ Rcos¥sinpj+ Rsinvk,
Ve [-n/2,7/2], ¢ € -7, 7],

koordinaatisto

kuten pallokoordinaattien mééaritelmén perusteella voidaan péatella. (pallo-)

Toisena esimerkkiné olkoon eréds ruuvipinta:

1
r(u,v) =u(l — %)(cosvi—f-sinvj) + g(v—u) k, uwel0,3], vel0,8nr].

Parametriesityksen kéyttdé mahdollistaa pintojen tangenttitasojen ja mui- tangenttitaso
den geometristen ominaisuuksien tutkimisen derivaattojen avulla. Télloin
kuitenkin tarvitaan ns. usean muuttujan differentiaalilaskentaa.
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Ympyri 1/6
EsITiEDOT: kiyri, kulma, piste, suora

KATSO MYOS: toisen asteen kiyrit

Ympyra ja sen yhtilo

Tason pisteet, jotka ovat vakioetdisyydella kiintedsta pisteestd, muodostavat
ympyrdan eli ympyrdvitvan. Kiinted piste on ympyran keskipiste ja vakioetéi-
syys sen sdde.

Nimitystd ympyré kiytetddn toisinaan myos ympyréaviivan sisddn jadvésta
tasoalueesta. Ympyréviivaa itseddn kutsutaan talloin usein ympyran kehdk-
St

Analyyttisessa geometriassa ympyrad (ympyréviivaa) késitellddn sen yhta-
16n avulla. Pythagoraan lauseen perusteella ympyréan pisteet (x,y) toteut-
tavat yhtalon

(x —a)’ + (y = b)* = R,

missi (a,b) on ympyrin keskipiste ja R sen side. Suorittamalla nelicénko-
rotukset yht#lé saadaan muotoon x? + y? — 2ax — 2by + a® + b* — R? = 0.
Kyseessé on siten eréds toisen asteen kayré.

Jos kéddntden on annettuna toisen asteen kayrén yhtélo, jossa neliGtermien
22 ja y* kertoimet ovat yhti suuret eikéi tulotermii (ry-termii) esiinny,
voidaan nelitiksi taydentamallé tutkia, esittdako taméa ympyrad. Menettely
on seuraavan esimerkin mukainen:

Olkoon tarkasteltavana yht#lo 222 + 2y — x + 4y + ¢ = 0, missé ¢ on jokin
vakio. Tamé voidaan aluksi saattaa muotoon

2(z% — 2/2) + 2(y* + 2y) + c = 0.

Jotta sulkulausekkeet voitaisiin tulkita binomin nelioiksi binomikaavan mu-
kaisesti, on niihin lisdttdva sopivat neliotermit; jotta yhtélo sailyisi voimas-
sa, on ndmé termit toisaalla vihennettéava pois:

22 —2/2+1/16) +2(y* + 2y + 1) +c—1/8 —=2=0 eli
2 —1/4)* +2(y+1)? =17/8 — ¢ el
(x —1/4)* + (y +1)* = 17/16 — ¢/2.

Jos lauseke 17/16 — ¢/2 on positiivinen, se voidaan tulkita ympyran siteen
nelioksi ja kyseessa todella on ympyra. Esimerkiksi arvolla ¢ = —1 saadaan
siteeksi R = 5/4 ja ympyran keskipiste on (1/4, —1). Jos lauseke on = 0,
kyseessé on piste; arvolla ¢ = 17/8 yhtélo esittéé siten pistetta (1/4,—1).
Jos lauseke on negatiivinen, ei yhtilo voi toteutua milldén arvoilla (x,y)
eiké se siis esitd mitdan kayraa.
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Ympyri 2/6
EsITiEDOT: kiyri, kulma, piste, suora
KATSO MYOS: toisen asteen kiyrit

Ympyrian parametriesitys

Ympyran yhtélo voidaan esittdéd parametrimuodossa trigonometristen funk-
tioiden sin ja cos avulla. Ympyriin (z —a)? + (y — b)? = R? parametriesitys
on talloin

r=a+ Rcost, y=>b+ Rsint, te|0,2n].

Sijoittamalla voidaan ndhd4, ettd alkuperédinen yhtélo tilloin todellakin to-
teutuw: (r —a)? + (y — b)? = R2cos?t + R?sin’t = R2.

Parametrin ¢ saadessa arvot sinin ja kosinin jakson alueelta kiertdd piste
(x,y) ympyran yhden kerran. Siten alueen t € [0, 27| sijasta voidaan yhté
hyvin kayttaé vaikkapa aluetta t € [—m, 7.
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Ympyri 3/6
EsITiEDOT: kiyri, kulma, piste, suora
KATSO MYOS: toisen asteen kiyrit

Sektori ja segmentti

Olkoot A ja B kaksi ympyralld (ympyran kehélld) olevaa pistettd. Namé
jakavat ympyréin kahteen kaareen; ellei toisin mainita, kaarella AB tarkoi-
tetaan néista pienempéaé.

Kun kaaren péétepisteet A ja B yhdistetddn ympyran keskipisteeseen K,
muodostuu kaarta vastaava keskuskulma AK B. Kaaren AB suuruutta mi-
tataan sen keskuskulman suuruuden avulla yksikkéné aste, radiaani, tms.
Kaaren AB ja siteiden KA ja KB rajaama tasoalue on ympyrin sektori.

B

Ympyran sekantti, so. suora, joka leikkaa ympyria kahdessa pisteessé, jakaa
ympyraalueen kahteen osaan. Naitd kutsutaan ympyrian segmenteiksi. Ellei
toisin mainita, tarkoitetaan kahdesta mahdollisesta pienempéaé. Sekantista
ympyrin sisddn jadava osa on ympyran janne. Jos sekantti erityisesti kulkee
ympyrin keskipisteen kautta, jinnettd sanotaan ympyran halkaisijaksi.
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Ympyri 4/6
EsITiEDOT: kiyri, kulma, piste, suora
KATSO MYOS: toisen asteen kiyrit

Kehikulma

Ympyran kehdkulma on kulma, jonka kéarki on ympyréan kehélla ja kylkin
on kaksi jannettd (sekanttia) tai jdnne ja tangentti. Kehdkulman aukea-
maan jadva osa ympyrian kehdd on kehdkulmaa vastaava kaari. Téata kaarta
vastaavaa keskuskulmaa kutsutaan myos kehdkulmaa vastaavaksi keskus-

kulmaksi.

Kehidkulman suuruus on puolet vastaavasta keskuskulmasta. Tamé voidaan
paatelld piirtdamalld ympyradn kummankin kulman karkipisteen kautta kul-
keva halkaisija alla olevien kuvioiden osoittamalla tavalla. Vasemmanpuo-
linen kuvio on perustapaus, jossa tulos seuraa siitéd, ettd kolmion kulmien
summa on 180° ja toisaalta vieruskulmien summa on myos 180°. Yleinen
tapaus saadaan jakamalla tutkittavat kulmat halkaisijaan rajoittuvien kul-
mien summiksi tai erotuksiksi kahden jalkimmaéisen kuvion osoittamalla ta-
valla. Tulos on voimassa myds, jos kehdkulman toisena kylken& on ympyran

D@

Samaa kaarta vastaavat kehidkulmat ovat yhtd suuria riippumatta kulman
kérjen sijainnista ympyran kehélld. Téméa on seuraus edellisesté: jokainen

tallainen kehdkulma on suuruudeltaan puolet vastaavasta kaaresta (ts. kes-
kuskulmasta).
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Ympyri 5/6
EsITiEDOT: kiyri, kulma, piste, suora
KATSO MYOS: toisen asteen kiyrit

Tangenttikulma

Ympyran tangenttikulma on kulma, jonka kyljet ovat ympyrén tangentteja
ja karkipiste siis ympyrén ulkopuolella. Tangenttikulmaa vastaava keskus-
kulma saadaan yhdistamaélld tangenttien sivuamispisteet ympyrén keskipis-
teeseen.

Tangenttikulma ja vastaava keskuskulma ovat suplementtikulmia, ts. niiden
summa on 180°.

Pisteet, joissa tangenttikulman kyljet sivuavat ympyréad, 16ydetaan piirtéa-
mélld ympyré, jonka halkaisijana tangenttikulman kérjen ja ympyran kes-
kipisteen yhdysjana. Perusteena on, ettd puoliympyran sisdltdama kehékul-
ma on suora. (Konstruoitaessa geometrisia kuvioita harpilla ja viivoittimel-
la voidaan suora piirtéé, jos kaksi silla olevaa pistettd tunnetaan; tangentin
piirtdminen suoraan ympyréé sivuamaan ei siis ole sallittua eiké kdytannos-
sé kovin tarkkaakaan. Tamén johdosta on sivuamispiste ensin konstruoita-
va.)
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Ympyri 6/6
EsITiEDOT: kiyri, kulma, piste, suora
KATSO MYOS: toisen asteen kiyrit

Pisteen potenssi

Olkoon P annetun ympyrin ulkopuolinen piste. Asetetaan pisteen P kaut-
ta ympyran sekantti, joka leikkaa ympyraéd pisteissi A ja B. Pisteesta P
asetettu ympyran tangentti sivutkoon ympyraé pisteessa C'.

Pisteen P potenssiksi ympyréin suhteen sanotaan janojen pituuksien tuloa
|PA||PBJ, mikd on riippumaton sekantin asemasta ja yhtd suuri kuin tan-
gentilla olevan janan pituuden nelis |PC|?.

Todistus ilmenee seuraavasta kuviosta, missé kolmiot PAC' ja PC'B ovat yh-
denmuotoisia, koska niilld on yhteinen kulma pisteessé P ja toisaalta kulmat
PAC ja PCB ovat yhtéd suuria samaa kaarta BC' vastaavina kehédkulmina.
Kolmioiden sivujen verrannollisuudesta seuraa

|\PB|  |PC]

— ="' ¢li |PA||PB|=|PC|%
Bl = pa] i IPAIPBI=1PC

Jos piste P sijaitsee ympyrén siséllé, patee vastaava. Jos pisteen kautta ase-
tetaan sekantti, joka leikkaa ympyrdé pisteissi A ja B, on tulo |PA||PB)|
riippumaton sekantin asemasta. Tétd kutsutaan ympyréan sisdpuolella ole-
van pisteen P potenssiksi ympyréin suhteen.

Tulos todistetaan jélleen yhdenmuotoisten kolmioiden avulla. Jos AB ja
C'D ovat pisteen P kautta kulkevia ympyréan janteité, ovat kolmiot APD ja
C'PB yhdenmuotoisia ja

|PA|  |PC]

= li |PA||PB|=|PC||PD|.
o1 = pg  1PAIPBI=1PCIIPD

Tulo on siis riippumaton siitd, mika pisteen P kautta kulkeva sekantti on
kyseessa.
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Pallo
ESITIEDOT: pinta, ympyra
KATSO MYOS: toisen asteen pinnat, geometria

1/3

Pallon yhtilo

Pallo on pinta, jonka kaikki pisteet ovat vakioetéisyydelld kiintedsté pistees-
ta, pallon keskipisteestd. Vakioetéisyys on pallon sdde.

Nimitys pallo voi tarkoittaa joko pallopintaa tai pallopinnan rajoittamaa
avaruuden osaa.

Pythagoraan lauseesta seuraa, ettd kahden avaruuspisteen (a, b, ¢) ja (z,y, 2)
vélinen etdisyys on y/(z — a)? + (y — b)2 + (2 — ¢)?, jolloin pallopinnan yh-
taloksi saadaan

(r—a)’+(y—b°+(z2—0c)° = R

missé (a, b, ¢) on pallon keskipiste ja R sen side.
Pallon yhtéléa voidaan tutkia samaan tapaan kuin ympyran yhtaloa. Erityi-
sesti jos toisen asteen pinnan yht#lossi termeilld 22, 32 ja 22 on sama kerroin
ja yz-, zx- ja xy-termit puuttuvat, yhtalo esittéda joko palloa, pistetta tai ei
mitain.
Esimerkiksi: Yht&lo
Py A — 2 +62—-2=0

voidaan binomin nelidiksi tdydentamaélla saattaa muotoon

(2 +4r+4)+ (1 —2y+ 1)+ (2 +62+9) —4—-1-9-2=0 eli

(z4+2)+ (y—1)*+ (2 + 3)* = 16.

Tama esittaé palloa, jonka keskipiste on (—2,1, —3) ja séde 4.
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Pallo 2/3
ESITIEDOT: pinta, ympyra
KATSO MYOS: toisen asteen pinnat, geometria

Pallon tasoleikkaukset

Jos palloa leikataan tasolla, leikkauskuvio on aina ympyré. Jos leikkaava
taso kulkee pallon keskipisteen kautta, leikkausympyrén séide on sama kuin
pallon séde; jos taso ei kulje keskipisteen kautta, leikkausympyrén sédde on
pienempi. Edelliset ympyréat ovat pallon isoympyrditd, jalkimmaiset pikku-
ympyroita.

Esimerkiksi maapallon pinnalla paivintasaaja ja kaikki meridiaaniympyrét
ovat isoympyroita. Paivantasaajaa lukuunottamatta leveyspiirit ovat pikku-
ympyroita.

Jos palloa leikataan tasolla, jakautuu pallo kahteen kappaleeseen, joita kut-
sutaan pallosegmenteiksi. Vastaavat pallopinnan osat ovat kalotteja. Jos pal-
loa leikataan kahdella yhdensuuntaisella tasolla, jaa naiden véliin katkaistu
pallosegmentti ja pallopinnasta vyohykkeeksi kutsuttu osa.

Yhdistettdessd kalotin reunakéyréd séteilla pallon keskipisteeseen syntyy
kappale, jota kutsutaan pallosektoriksi. Samaa nimitystd kidytetddn kap-
paleesta, joka syntyy yhdistettédesséd vyohykkeen molemmat reunaympyrét
pallon keskipisteeseen; kyseessé on télloin kappale, jota rajoittaa vyohyke
ja kaksi kartiopintaa.

NN
ST NN
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Kiveld, 9t niinkuin matematiikka, versio 1.12

taso
ympyra

pallosegmentti
(tilavuus)

kalotti (ala)

vyohyke (ala)

pallosektori
(tilavuus)

kartiopinta

kartiopinta



Pallo 3/3
ESITIEDOT: pinta, ympyra
KATSO MYOS: toisen asteen pinnat, geometria

Geodeettiset viivat; pallokolmiot

Geodeettiseksi vitvaksi jollakin pinnalla kutsutaan kéyraé, joka antaa lyhim-
man pintaa pitkin kulkevan tien kahden annetun pisteen vélilla. Voidaan
osoittaa, ettd pallon geodeettisia viivoja ovat isoympyréiden kaaret.

Lyhin pallon pintaa pitkin kulkeva tie kahden pisteen vélilld on siis n&ité
yvhdistava isoympyran kaari. Taso, jossa kaari sijaitsee, méadraytyy kolmen
pisteen avulla: kaaren péadtepisteet ja pallon keskipiste.

Pallon pinnalle voidaan muodostaa elliptinen epdeuklidinen geometria pité-
mélld isoympyroitd tdméan geometrian suorina. Ajatus on sikéli luonnolli-
nen, ettd tavallisessa tasogeometriassa kahden pisteen vilinen lyhin tie on
suoran osa, jana. Pallonpintageometriassa lyhin tie on vastaavalla tavalla
tdmén geometrian suoran osa, isoympyran kaari.

Pallokolmio on pallonpintageometrian kolmio, jonka sivut ovat isoympyroi-
den kaaria. Seké kolmion sivuja — kaaria — etté sen kulmia voidaan siten
mitata kulmamitoilla, esimerkiksi asteilla. Pallokolmioiden laskemista kut-
sutaan pallotrigonometriaksi.

Voidaan osoittaa, ettd pallokolmioiden kulmien summa on aina > 180°.
Esimerkiksi jos pallokolmion sivuiksi otetaan péivintasaajan kaari ja kaksi
pohjoisnavalta pédivintasaajalle ulottuvaa meridiaanikaarta, saadaan pallo-
kolmio, jonka kulmien summa on 90° 4+ 90° + a = 180° + «, missd « on
meridiaanikaarten vélinen pituusaste-ero.
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Kartio ja lierio 1/3
ESITIEDOT: pinta, ympyra
KATSO MYOS: toisen asteen pinnat, monitahokkaat

Kartio

Yleiseksi kartiopinnaksi kutsutaan pintaa, jonka voidaan ajatella syntyvan
siten, ettd pinnan muodostajasuora liikkuu avaruudessa kulkien kaiken ai-
kaa kiintedn pisteen kautta ja toisaalta koskettamalla kaiken aikaa kiintedé
tukikédyrad. Kiintedta pistettd kutsutaan kartiopinnan kdrkipisteeksi eiké se
saa sijaita tukikayralla. Pinta, jonka muodostajasuora liikkuessaan pyyhkii,
on kartiopinta. Muodostajasuora on molemmissa suunnissa dérettomyyteen
ulottuva, jolloin saadaan kahteen suuntaan aukeava rajoittamaton pinta.

Rajoitettu kartiopinta saadaan valitsemalla tukikayrdaksi umpinainen taso-
kayré ja muodostajaksi kirkipisteesta tukikdyrille ulottuva jana. Kérkipiste
ei talloin saa sijaita tukikdyrdan tasossa. Tukikdyrén siséddn jaava tasoalue
on pohja ja itse kartiopinta waippa; ndiden rajaamaa kappaletta sanotaan
(yleiseksi) kartioksi. Muodostajajanaa kutsutaan myos kartion sivujanaksi.

Esimerkkeja tdméan médritelméan mukaisista kartioista ovat pyramaidi, jossa
tukikdyrédné on nelio tai yleisemmin tasomonikulmio, ja ympyrdikartio, jossa
tukikdyrd on ympyra.

Ympyrikartiota sanotaan suoraksi tai vinoksi sen mukaan, onko kérjen ja
pohjaympyran keskipisteen yhdysjana kohtisuorassa vai vinossa pohjan ta-
soa vastaan. Suoran ympyrikartion vaippa on pyorahdyspinta, joka syntyy
muodostajajanan pyorahtiaessd em. yhdysjanan, kartion akselin ympari.

Suoran ympyrakartion vaippa voidaan leikata auki jotakin sivujanaa pitkin
ja taivuttaa tasoon ympyransektoriksi, jonka séteené on sivujana.

Jos kérkipiste asetetaan origoon, on suoran ympyrikartion yhtalo
22 = (2 + 7).

Poikkileikkaus korkeudella |z| on siten ympyré, jonka side on |z/al.
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Kartio ja lierio 2/3
ESITIEDOT: pinta, ympyra
KATSO MYOS: toisen asteen pinnat, monitahokkaat

Katkaistu kartio

katkaistu kartio

Katkaistu kartio saadaan leikkaamalla kartiosta kérki pois pohjan suuntai- (tilavuus)

sella tasolla. Leikkaavasta tasosta kappaleen sisdén jadavaa osaa kutsutaan
myd6s pohjaksi; katkaistulla kartiolla on siten kaksi pohjaa. Pohjien vélinen
pinnan osa on katkaistun kartion vaippa.

katkaistu kartio
(vaipan ala)

Jos kyseessé on pyramidityyppinen kappale, puhutaan mieluummin katkais- katkaistu

tusta pyramidista. pyramidi
(tilavuus)

Katkaistun suoran ympyrakartion vaippa voidaan leikata auki ja taivuttaa
tasokuvioksi samaan tapaan kuin kartion vaippa. Té&lloin syntyy tasoalue,
jota rajoittaa kaksi samakeskistd ympyrédnkaarta ja nédiden yhteiseen keski-
pisteeseen suuntautuvat janat.
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Kartio ja lierio 3/3
ESITIEDOT: pinta, ympyra
KATSO MYOS: toisen asteen pinnat, monitahokkaat

Lierio
Yleiseksi lieriopinnaksi kutsutaan pintaa, joka voidaan ajatella syntyvan
seuraavasti: pinnan muodostajasuora litkkkuu suuntansa séilyttéen siten, etté

se kaiken aikaa koskettaa kiintedd tukikayréd; lieriopinta on pinta, jonka
suora talloin pyyhkii.

Jos tukikdyrd on umpinainen tasokdyréd ja muodostajana on vakiopituinen
jana, jonka toinen péadtepiste on tukikéyralla, saadaan rajoitettu lieriopinta.
Muodostajajanan pédtepisteet sijaitsevat talloin tasoissa, joista lieriGpinnan
sisédn jadvid osia sanotaan lierion pohjiksi; itse pinta on wvaippa. Pohjien
ja vaipan rajaama kappale on (yleinen) lierid. Muodostajajanaa kutsutaan
lierion sivujanaksi.

Jos tukikdyrd on monikulmio, saadaan sdrmidpinta, jota usein kutsutaan
prismaksi. Jos se on ympyré, saadaan ympyralierio; timéa on vino tai suora
riippuen siitd, onko muodostajasuora vinossa vai kohtisuorassa ympyran
tasoon niahden.

Kartion tavoin myos lierion vaippa voidaan leikata auki sivujanaa pitkin ja
levittaé tasoon.
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Toisen asteen kayrit 1/7
EsITiEDOT: kiyri, kartio ja lierio
KATSO MYOS: ympyri, toisen asteen pinnat

Toisen asteen kdyra

Toisen asteen kdyrikst kutsutaan kayrad, jonka yhtélo xy-koordinaatistos-
sa on muuttujien x ja y suhteen toista astetta. Yleisimméssd muodossaan
tama on

Az® + By? + 2Cxy + 2Dz + 2By + F = 0,

missd A, B, C, D, E ja I ovat vakioita. (Yhtélossé esiintyvit kakkoset
ovat epéolennaisia; kertoimet on tapana Kkirjoittaa tdhdn muotoon, koska
talloin yhtélon pidemmiille meneva késittely johtaa hieman yksinkertaisem-
piin lausekkeisiin.)

Kertoimista riippuen yhtalo esittdé erilaisia kdyrid. Padtyypit ovat ellip-
si (siséltden erikoistapauksenaan ympyran), paraabeli ja hyperbeli. Yhtilo
voi esittdd myos yhté tai kahta suoraa tai yhté ainoaa pistettd. Liséksi on
mahdollista, ettd mikddn piste (x,y) el toteuta sitd eikéd se siis esitd geo-
metrisesti mitaan.

Ellipsien, paraabelien ja hyperbelien tarkempi késittely on edempéna.

Seuraavat esimerkit esittdvéit yhtéd suoraa, kahta yhdensuuntaista suoraa,
kahta toisensa leikkaavaa suoraa ja pistettéd; viimeinen ei esitd mitdan:

(x+y—1)°=0,
(z+y—-1)(r+y—2)=0,
(z+ty—1(r—y—-1)=0,

2(z —1)*+3(y — 2)* =0,
20z — 1) +3(y—2)* +1

Tarkempaa yleisen toisen asteen kayrén tutkimista ei téssa kasitella.
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Toisen asteen kayrit 2/7
EsITiEDOT: kiyri, kartio ja lierio
KATSO MYOS: ympyri, toisen asteen pinnat

Ellipsi

FEllipsi voidaan méaéritelld kdyrana, jonka pisteilld on seuraava ominaisuus: ellipsi (ala)
Niiden kahdesta kiinte#std pisteesté (polttopisteistd) mitattujen etéisyyksien kayrs (taso-)
summa on vakio.

Jos polttopisteiksi valitaan xy-tason pisteet (c,0) ja (—¢,0) (¢ > 0) ja em. ?z;r)dmaamto

vakioksi 2a (a > ¢), saadaan ellipsin yhtdlo yksinkertaiseen muotoon: sl
yhtilo

22 2

2 e ="
missd b = va? — 2. Lukua a sanotaan ellipsin ison akselin puolikkaaksi,
luku b on pikku akselin puolikas.

Suhdetta e = ¢/a kutsutaan ellipsin eksentrisyydeksi ja se mittaa ellipsin
litistyneisyytta. Koska 0 <c <a,on 0 <e < 1.

Jos ¢ = 0, polttopisteet yhtyvit ja kayrasta tulee ympyra. Eksentrisyys on  ympyra
talloin e = 0. Jos a on kiinted ja ¢ — a, jolloin b — 0 ja e — 1, niin ellipsin

iso akseli sdilyy muuttumattomana, mutta pikku akseli pienenee ja kayréa

litistyy kohden polttopisteitd yhdistdvaa janaa.

Nimitys polttopiste aiheutuu siitd, ettd jos toisesta polttopisteestéd lahtee
side, joka ellipsiin osuessaan heijastuu heijastumislain mukaisesti, niin hei-
jastunut sdde kulkee toisen polttopisteen kautta. Geometrisesti tulkittuna
tamé tarkoittaa, ettd ellipsin pisteestd polttopisteisiin piirrettyjen janojen
vélisen kulman puolittaja on ellipsin normaali. normaali

parametriesitys

Ellipsille kiytetddn usein myos parametriesitysti: © = acost, y = bsint, (tasokiiyrin)

t € [0,27]. -
sini

kosini
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Toisen asteen kiyrit 3/7
EsITiEDOT: kiyri, kartio ja lierio
KATSO MYOS: ympyri, toisen asteen pinnat

Hyperbeli

Hyperbeli maaritelladn samaan tapaan kuin ellipsi. Kyseessd on kéyré, jon-  kayra (taso-)
ka pisteilld on seuraava ominaisuus: Niiden kahdesta kiintedstd pisteesté
(polttopisteistd) mitattujen etéisyyksien erotuksen itseisarvo on vakio.

koordinaatisto

Kun polttopisteiksi valitaan xy-tason pisteet (¢,0) ja (—c,0) (¢ > 0) ja (xy-)
vakioksi 2a (0 < a < ¢), saadaan hyperbelille yht&lo

yhtalo
2 2
2 ¥
a’>  b?
missid b = v/c? — a?. Lukuja a ja b sanotaan hyperbelin puoliakseleiksi.
2 2
oo E-f=1
Jos a = b, sanotaan, ettd hyperbeli on tasasivuinen.
Suhde e = ¢/a on hyperbelin eksentrisyys. Koska ¢ > a, on e > 1.
Hyperbelilld on monia samantyyppisid geometrisia ominaisuuksia kuin el-
lipsilla. Esimerkiksi hyperbelin pisteesté polttopisteisiin piirrettyjen yhdys-
janojen vilisen kulman puolittaja on hyperbelin tangentti. tangentti (suora)
Hyperbelille voidaan kiyttid parametriesitystd © = +acosht, y = bsinh¢, Parametriesitys
feR (tasokayran)
hyperbelisini

hyperbelikosini

Kiveld, 9t niinkuin matematiikka, versio 1.12



Toisen asteen kayrit 4/7
EsITiEDOT: kiyri, kartio ja lierio
KATSO MYOS: ympyri, toisen asteen pinnat

Liittohyperbeli ja asymptootit

Jos hyperbelinyhtalossa

2 2
x
oY
a? b2

koordinaattien x ja y roolit vaihdetaan, jolloin hyperbelin polttopisteet (0, ¢)
ja (0, —c) sijoitetaan y-akselille, ja vakioksi otetaan 2b, saadaan alkuperiisen

hyperbelin listtohyperbeli

@2 v
a2z b2

Jos yhtélossd asetetaan oikeaksi puoleksi 0, saadaan toisen asteen yhtalo,
joka esittéd kahta suoraa:

2 P b

——==0 eli y==£—=x.

a’> b v a

Niitd kutsutaan hyperbelin ja liittohyperbelin yhteisiksi asymptooteiksi. :iiynrzgﬁ?frfﬂtigsi

2

YA |
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Toisen asteen kiyrit 5/7
EsITiEDOT: kiyri, kartio ja lierio
KATSO MYOS: ympyri, toisen asteen pinnat

Paraabeli

Paraabeli on kiyré, jonka pisteilld on seuraava ominaisuus: Jokaisen pisteen
etéisyys kiinteéista pisteesta (polttopisteestd) on yhté suuri kuin sen etéisyys
kiintedstd suorasta (johtosuorasta).

Jos polttopiste on (0,d) ja johtosuora x-akselin suuntainen suora y = —d,
on paraabelin yhtalo xy-koordinaatistossa

= qz?, missi a= !
y=an T ad

Polttopisteen kautta kulkeva johtosuoran normaali on paraabelin akseli, jon-
ka suhteen kéyrd on symmetrinen. Jos paraabeli sijoitetaan koordinaatis-
toon edelld kuvatulla tavalla, sen akseli on y-akseli.

yn
y 2

>
X

y=—d

Heijastuessaan paraabelista akselin suuntaiset séteet kohtaavat polttopis-
teessé. Tédmén johdosta paraabelimuotoa kédytetddn mm. lautasantenneis-
sa.

Tietyssd mielesséd paraabeli on ellipsin ja hyperbelin vélitapaus. Tamé ei
ole nédhtavissé edelléd kasitellyistda kdyrien yhtaloistd, mutta esimerkiksi na-
pakoordinaattiyhtéloista (joissa (toinen) polttopiste asetetaan origoon) se
ilmenee. Témén johdosta on luontevaa sanoa, ettéd paraabelin eksentrisyys
on = 1.
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Toisen asteen kiyrit 6/7
EsITiEDOT: kiyri, kartio ja lierio
KATSO MYOS: ympyri, toisen asteen pinnat

Kartioleikkaukset

Ellipseja, paraabeleja ja hyperbeleja kutsutaan usein yhteisella nimella kar-

tioletkkaukset. Tama johtuu siité, ettd suoran ympyréakartion ja tason leik- ympyrakartio

suora
kauskédyra on aina jokin néistd. Mika on kyseessé, riippuu leikkaavan tason Easo )
ja kartion sivuviivan vélisestd kulmasta seuraavan kuvion osoittamalla ta-
valla:
777777777 hyperbeli
paraabeli
ellipsi
Jos kartion sivuviivan kaltevuuskulma kartion pohjatasoon néhden on « ja
leikkaavan tason kaltevuuskulma [, niin leikkauskéyra on
ellipsi, jos B < a
paraabeli, jos [ = a;
hyperbeli, jos 8 > a.
Jotta hyperbelin molemmat haarat tulisivat mukaan, on tarkasteltava kar-
tiota kaksihaaraisena, so. kérkipisteensd suhteen symmetrisend molempiin
vastakkaisiin suuntiin avautuvana pintana.
Etta leikkauskéayrét todella ovat ellipsejé, paraabeleja ja hyperbeleja, voi- o
geometria

daan todistaa synteettisen avaruusgeometrian keinoin. Té&ll6in on apukon-
struktiona sijoitettava kartion sisddn kaksi Dandelinin palloa, paraabelita-
pauksessa yksi. Namé ovat palloja, jotka sivuavat kartiopintaa pitkin ympy-
riaviivaa ja koskettavat leikkaavaa tasoa yhdessé pisteessé, joka osoittautuu
leikkauskayran polttopisteeksi.

(synteettinen)

pallo
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Toisen asteen kiyrit /7
EsITiEDOT: kiyri, kartio ja lierio
KATSO MYOS: ympyri, toisen asteen pinnat

Kartioleikkausten napakoordinaattiyht&lot

Jos (toinen) polttopiste sijoitetaan origoon, voidaan ellipsi, paraabeli ja hy-

perbeli esittdd napakoordinaattiyhtédlon avulla: koordinaatisto

(napa-)
p

r=—m,
1 —ecosp

missé p on vakio ja e eksentrisyys (vakio).

Jos e < 1, kyseessé on ellipsi. Jos e > 1, saadaan hyperbelin toinen haara.
Arvo e = 1 antaa paraabelin.

yn Yy
/

T 20+ T
4 4

\y% 20

>
T

: T
A

Téssd muodossa on luontevaa késitelld kartioleikkausten tarkeéda sovellusta,
planeettaliikettd. Gravitaatiolaista seuraa nimittéin, ettéd jos tarkastellaan
yvhden planeetan liikettd Auringon ympérilld ottamatta huomioon muiden
planeettojen aiheuttamia héiriditd, rata on ellipsi, paraabeli tai hyperbeli,
jonka polttopisteessid Aurinko on.
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Toisen asteen pinnat 1/5
ESITIEDOT: pinta
KATSO MYOS: toisen asteen kiyrat, pallo, kartio ja lierio

Toisen asteen pinta

Toisen asteen pinnaksi kutsutaan pintaa, jonka yhtélo kolmiulotteisessa xyz-
koordinaatistossa on toista astetta muuttujien x, y ja z suhteen. Yhtélon
yleinen muoto on

Ax* + By* + C2* + 2Dyz + 2Ez2x + 2Fxy + 2Gr + 2Hy +2Jz + K = 0,

missd A, B, C, D, E, F, G, H, J ja K ovat vakioita.

Pinnat, joita yhtalo voi esittéé, jaotellaan ellipsoidi-, hyperboloidi-, parabo-
loidi- ja lieriotyyppeihin. Liséksi tulevat kysymykseen néiden erilaiset sur-
kastumat, kuten piste, suora, taso, kaksi leikkaavaa tai kaksi yhdensuun-
taista tasoa. On myo6s mahdollista, ettd yhtalo ei esitd geometrisesti mitdan
(ts. mink&én pisteen koordinaatit (z,y, z) eivit toteuta yhtalod).
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Toisen asteen pinnat 2/5
ESITIEDOT: pinta
KATSO MYOS: toisen asteen kiyrat, pallo, kartio ja lierio

Ellipsoidi

FEllipsoidin yhtdlo on muotoa ?Llilgf,iljsl)
72 yg 52 yhtalo
S+ +t5=1 koordinaati
a b2 2 oordinaatisto

(xyz-)
missé a, b ja ¢ ovat vakioita (# 0). Mikédli kaksi néistd on yhtéd suuria,
kyseessd on pydrdhdysellipsoidi, joka syntyy ellipsin pyoréahtédessd jomman- —ellipsi
kumman akselinsa ympéri. Jos kaikki vakiot ovat yhta suuria, kyseessa on
pallo. pallo
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Toisen asteen pinnat 3/5
ESITIEDOT: pinta
KATSO MYOS: toisen asteen kiyrat, pallo, kartio ja lierio

Hyperboloidit

Muotoa

I‘Q y2 22

a2 b2 2
oleva toisen asteen yhtélo, missé a, b ja ¢ ovat mitd tahansa nollasta eroavia
vakioita ja d = 1, —1 tai 0, esittdd hyperboloidityypin pintaa.

Jos d = 1, kyseessd on yksiwaippainen hyperboloidi; jos d = —1, pinta on
kaksivaippainen hyperboloidi. Jos d = 0, kyseessd on néiden viliin jaava
kartiopinta, jota kutsutaan myos hyperboloidien asymptoottikartiokss.

Jos kartiotapauksessa a = b, saadaan suora ympyrékartio, ts. pinnan poik-
kileikkaus akselia vastaan kohtisuoralla tasolla on ympyré.

«\\\Illllll/'
N

\Nunnyr//4
/

\ 7
N7
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Toisen asteen pinnat
ESITIEDOT: pinta
KATSO MYOS: toisen asteen kiyrat, pallo, kartio ja lierio

4/5

Paraboloidit
Yhtalo

2 2
T y:
p2 ? = 22,

missé p ja ¢ ovat vakioita (# 0), esittda elliptistd paraboloidia. Jos p =
q, kyseesséd on pydrdihdysparaboloidi, joka syntyy, kun paraabeli pyorahtas

akselinsa ympaéri.

Yhtélo

ARRe
\\“--

72 2
——y—:2z,

p2

missé jalleen p ja g ovat nollasta eroavia vakioita, esittaa hyperbolista para-
boloidia eli satulapintaa. Jos p = ¢ = 1, saadaan pinta z = %(xQ —y?), joka
on yhtenevé pinnan z = xy kanssa.
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Toisen asteen pinnat 5/5
ESITIEDOT: pinta

KATSO MYOS: toisen asteen kiyrat, pallo, kartio ja lierio

Lieriot
Toista astetta olevien lieriopintojen perustyypit ovat elliptinen lierid, para-
bolinen lierid ja hyperbolinen lierid, joiden yhtalot ovat

2 2 2 2
z y x vy _ _ 2
¥+b_2_1, — — = =1, y=axr’.

Jos elliptisessé lieriossd on a = b, saadaan suora ympyrélierio, jonka poik-
kileikkaus akselia vastaan kohtisuoralla tasolla on ympyré.

A A A A A A A A

7777 AT

[T 7777

T

il

a8 i I

L N W W W W W

i e Sy N
AN Y Y Y A A
|

Eo. yhtélot ovat samoja kuin xy-tason ellipsin, hyperbelin ja paraabelin
yhtélot. Koska ne eivit lainkaan sisédlla muuttujaa z, niiden tulkitseminen
kolmiulotteisen avaruuden pinnoiksi merkitsee, etté jos piste (x,y,0) on ky-
seiselld xy-tason kayrélld, niin piste (x,y,z) on pinnalla z-arvosta riippu-
matta. Pinnat ovat siis lieriopintoja, jotka syntyviét siten, ettd pystysuorassa
asennossa liikkkuva suora tukeutuu kyseiseen xy-tason kayraan.
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Tangentti ja normaali 1/4
ESITIEDOT: suora, kiyré, pinta
KATSO MYOS: geometriset probleemat, geometriset kuvaukset

Sekantti ja tangentti

Suoraa, joka leikkaa tarkasteltavaa kayrdd vahintdén kahdessa pisteesséd, suora
kutsutaan kayréan sekantikss. kiyra (taso-)

Olkoon leikkauspiste P kiinted ja lihestykoon toinen leikkauspiste @ sitd kdyrd (avaruus-)
kayrad pitkin. Jos kédyrd on siled pisteen P kohdalla, ts. kyseessd ei ole

kayralla oleva karkipiste tai muulla tavoin epésddannollinen piste, kadntyy

sekantti talloin suoraksi, joka sivuaa kdyrdd pisteessd P. Siitd tulee talloin

kiayran tangentti eli sivuaja.

"
N

Muodossa y = f(x) annetun tasokdyran tangentin yhtilo voidaan méérittaa

derivaatan avulla. Sama koskee minké tahansa kdyrdn tangenttisuunnan derivaatta

maarittamista vektorina. differentiaali

. . . . A . tangenttivektori
Kahden kéyridn sanotaan leikkaavan toisensa kulmassa «, jos kayrien leik- &

kauspisteeseen asetettujen tangenttien vélinen kulma on a. kulma (taso-)
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Tangentti ja normaali 2/4
ESITIEDOT: suora, kdyré, pinta
KATSO MYOS: geometriset probleemat, geometriset kuvaukset

Tangenttitaso

Kéyran tangenttia (suoraa) vastaa pinnan tangenttitaso. Pinnan pisteeseen
P asetettu tangenttitaso voidaan méaritelld tasoksi, joka siséltéé kaikki ne
pisteen P kautta kulkevat suorat, jotka ovat tangentteja jollekin pinnalla
sijaitsevalle pisteen P kautta kulkevalle kéyrille. Tangenttitason sanotaan
siwuavan pintaa pisteessa P.

Jotta pinnalla olisi tangenttitaso tietyssé pisteessa, tulee sen olla siled tdmén
pisteen kohdalla. Esimerkiksi kartiolla ei ole tangenttitasoa kérkipisteessa.

Pinnalla ja tangenttitasolla voi sivuamispisteen ympéristossi olla muita-
kin yhteisia pisteitd. Esimerkiksi satulapinta leikkaa tangenttitasoaan pit-
kin kahta sivuamispisteen kautta kulkevaa suoraa.

Muodossa z = f(z,y) annetun pinnan tangenttitaso voidaan méérittaa dif-
ferentiaalilaskennan keinoin; talloin kuitenkin tarvitaan kahden muuttujan
funktion f(x,y) osittaisderivaatan késitetté.
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Tangentti ja normaali 3/4
ESITIEDOT: suora, kiyré, pinta
KATSO MYOS: geometriset probleemat, geometriset kuvaukset

Normaali

Suora, joka on kohtisuorassa toista suoraa vastaan, on tdmé&n normaali. suora

Janan keskinormaali on janaa vastaan kohtisuora sen keskipisteen kautta jana

kulkeva suora. keskinormaali
(kolmion)

Avaruusgeometriassa suoraa vastaan kohtisuora taso on sen normaalitaso. taso
Tasoa vastaan kohtisuora suora on sen normaali.

Tasokdyrin pisteeseen P asetettu mormaali on suora, joka on kohtisuorassa kayra (taso-)
tahan pisteeseen asetettua tangenttia vastaan. Avaruuskiyrian tapauksessa kiyrd (avaruus-)
puhutaan vastaavasti kdyrdn normaalitasosta.

T A

Pinnan normaali on sen tangenttitasoa vastaan kohtisuora suora. pinta
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Tangentti ja normaali 4/4
ESITIEDOT: suora, kiyré, pinta
KATSO MYOS: geometriset probleemat, geometriset kuvaukset

Projektio

Pisteen P projektio tai tdsméllisemmin kohtisuora projektio suoralle s méa-
ratddn asettamalla pisteen kautta suoran normaali n. Tdméan normaalin
kantapiste, so. piste, jossa normaali leikkaa suoran, on projektiopiste P’.

Pe J2
n s n
./ T
P’\ 2

Vastaavalla tavalla méaritelladn avaruuspisteen P kohtisuora projektio ta-
solle 7: Asetetaan pisteen kautta kulkeva tason normaali n; piste, jossa tdma
kohtaa tason, on projektiopiste P’.

Monimutkaisemmat geometriset kuviot projisioidaan suoralle tai tasolle pro-
jisioimalla periaatteessa kuvion jokainen piste erikseen. TAll6in esimerkiksi
janan projektio saadaan projisioimalla sen péa#tepisteet: ndiden yhdysjana
on janan projektio.

Avaruudessa sijaitsevan ympyran projektio tasolle on ellipsi. Jos ympyran
taso on projektiotason suuntainen, tulee ellipsistd ympyrd. Jos ympyréan
taso on kohtisuorassa projektiotasoa vastaan, kutistuu ellipsi anaksi.

Projektion késite on itse asiassa yleisempi; ks. geometriset kuvaukset.
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Geometriset kuvaukset 1/7
EsITiEDOT: funktiokésite, piste, koordinaatistot
KATSO MYOS: tangentti ja normaali, kompleksiluvut

Geometrinen kuvaus

Geometriseksi kuvaukseksi kutsutaan funktiota, jonka lahtojoukkona ja sa-  funktio
moin maalijoukkona on tasogeometriassa koko taso ja avaruusgeometriassa kuvaus
koko kolmiulotteinen avaruus. l3htdjoukko

Kuvaus liittis jokaiseen lihtjoukon pisteeseen P jonkin maalijoukon pis- M22/ioukko

teen P’. Merkitddn P’ = F'(P), missd F' on kuvauksen nimi.

Kuvaus F' voidaan ilmoittaa kertomalla, miten kuvapisteen P’ suorakul-
maiset koordinaatit (z’,y’) lasketaan, kun argumenttipisteen P koordinaa-
tit (x,y) tiedetdéin; avaruudessa vastaavasti (2/,y', 2’) ja (z,y, 2):

x':f1($l?,y), x:ifl(xvyaz)v
{ y/ — fQ(x,y); Yy = fQ(I,y,z),

2= f3(z,y, 2).

Geometrisen kuvion kuvautuminen mééritetddn periaatteessa pisteittiin:
lasketaan kuvion jokaisen pisteen kuva erikseen.

Tasotapauksessa kuvaus voidaan esimerkiksi mééaritelld yhtéloilla

' =2z + 3y,
y =3xr—uy.
Téasséd jokainen suora kuvautuu suoraksi ja esimerkiksi ympyrdn kuva on suora
ellipsi: ympyr
ellipsi
- T

Kuvaukset voivat olla monimutkaisempiakin eikd suoran valttdméatta tar-
vitse kuvautua suoraksi, vaan tuloksena voi aivan hyvin olla jokin kayra.

geometria

Kuvaus voidaan toisaalta médritella myos synteettisen geometrian késittein. .
(synteettinen)

Esimerkiksi pisteen P kuvaksi asetetaan piste, joka saadaan kiertamall&
tata 90° positiiviseen suuntaan pitkin ympyréaviivaa, jonka keskipisteend on
kiinted piste K.
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Geometriset kuvaukset 2/7
EsITiEDOT: funktiokésite, piste, koordinaatistot
KATSO MYOS: tangentti ja normaali, kompleksiluvut

Euklidiset kuvaukset: siirto ja kierto

Geometrisia kuvauksia, jotka siilyttavit kuvattavan geometrisen kuvion
muodon, kutsutaan euklidisiks: kuvauksiksi. N&ita ovat siirto, kierto, pei-
laus ja skaalaus seké néistd yhdistamélla saadut kuvaukset.

Esimerkiksi vektorigeometriaa kédyttden voidaan kuvauksille johtaa lausek-
keet, missd kuvapisteen P’ koordinaatit (z’,y') tai (z/,y/, ") lausutaan pis-
teen P koordinaattien (z,y) tai (x,y, z) avulla.

e Kuvaus on siirto, jos pisteen P kuvapiste P’ saadaan siirtamalld pis-
tettd P annetun matkan annettuun suuntaan.

P/ /

e Kuvaus on kierto, jos tasotapauksessa kuvapiste P’ saadaan kierté-
mélld pistettd P annetun kulman verran annetun pisteen, kiertokes-
kuksen ympéri. Jos kyseessd on kierto kolmiulotteisessa avaruudessa,
kiertokeskus on korvattava suoralla, kiertoakselilla.

Jatkuu
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Geometriset kuvaukset 3/7
EsITiEDOT: funktiokésite, piste, koordinaatistot
KATSO MYOS: tangentti ja normaali, kompleksiluvut

Euklidiset kuvaukset: peilaus ja skaalaus

e Kuvaus on peilaus, jos kuvapiste P’ asetetaan pisteen P kanssa sym-
metriseen asemaan annetun suoran suhteen. Avaruustapauksessa suo-
ra on korvattava tasolla.

e Kuvaus on skaalaus keskuksena annettu piste K, jos kuvapiste P’ ase-
tetaan samalle pisteestd K alkavalle séteelle kuin piste P ja etdisyyk-
sille pétee |KP'| = «o|KP|, missi a on skaalaussuhde. Jos a < 0,
asetetaan P’ vastakkaiselle puolelle keskusta K kuin P.

F/;D,
K-/ P #
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Geometriset kuvaukset 4/7
EsITiEDOT: funktiokésite, piste, koordinaatistot
KATSO MYOS: tangentti ja normaali, kompleksiluvut

Projektiokuvaukset

Projektiokuvauksissa 1ahtojoukkona on kolmiulotteinen avaruus ja maali-
joukkona jokin tdmén taso. Kun kolmiulotteisen avaruuden kuvion tai kap-
paleen jokainen piste kuvataan téllaisella kuvauksella, saadaan kuvion tai
kappaleen kuva kaksiulotteiseen tasoon. Tasoa sanotaan tdmén johdosta ku-
vatasoksi.

Projektiokuvauksia on kahta tyyppia: yhdensuuntaisprojektioita ja keskus-
projektioita.

Yhdensuuntaisprojektiossa taytyy kuvatason liséksi olla annettuna projek-
tiosdterden suunta. Tamé ei saa olla kuvatason suuntainen. Pisteen P ku-
vapiste P’ loydetéddn asettamalla pisteen P kautta projektiosdde, so. suora,
jolla on em. suunta, ja maarittamalla piste, jossa projektiosidde leikkaa ku-
vatason.

Q

r \

— T
M

Jos projektioséteet ovat kohtisuorassa kuvatasoa vastaan, puhutaan ortogo-
naaliprojektiosta; jos nain ei ole, projektio on wvino.

Keskusprojektiossa tarvitaan kuvatason lisdksi kiinteé piste, projektiokeskus
K, joka ei saa olla kuvatasossa. Pisteen P kuvapiste P’ on projektioséteen
K P ja kuvatason leikkauspiste. Aivan kaikille avaruuden pisteille P ei tél-
14 tavoin kuvapistettd 16ydetéd: Jos side K P on kuvatason suuntainen, ei
leikkauspistetta luonnollisestikaan ole.
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Geometriset kuvaukset 5/7
EsITiEDOT: funktiokésite, piste, koordinaatistot
KATSO MYOS: tangentti ja normaali, kompleksiluvut

Aksonometria; perspektiivikuvat

Yhdensuuntaisprojektiolla muodostettuja kuvia sanotaan aksonometrisik-
st kuwvikst. Tunnetuin esimerkki on kavaljeeriprojektio, jossa kuvatasona on
yz-taso ja projektiosidteiden suunta on hieman vinossa x-akseliin nédhden;
kyseessé ei siis ole ortogonaaliprojektio. Toinen merkittdava aksonometria
on dimetrinen ortogonaaliprojektio, jota kiytetdan varsinkin teknisen suun-
nittelun havainnekuvissa.

Keskusprojektiolla muodostetut kuvat ovat perspektiivikuvia.

Ihmissilmé ja kamera muodostavat kuvia likimain keskusprojektion peri-
aatteella. Tamén johdosta perspektiivikuvat nayttavit varsin luonnollisil-
ta. Aksonometriset kuvat nayttiavit usein tietylla tavoin vendhtéaneilté, si-
td enemmaén, mitd vinommasta aksonometriasta on kyse. Niiden etuna on
kuitenkin — ainakin ollut késinpiirtdmisen kautena — helpompi konstruoi-
tavuus.

Yhdensuuntais- ja keskusprojektion méaaritelmien perusteella voidaan joh-
taa synteettisen geometrian sddnnot, joilla projektiokuvat on piirrettava.
Téalloin puhutaan deskriptiivisestd geometriasta. Toisaalta esimerkiksi vek-
torialgebraa kéyttden voidaan projektioille johtaa myos laskukaavat, joita
kayttaen kuvien tekeminen tietokoneella tulee mahdolliseksi.

) L%

kavaljeeriprojektio dimetrinen ortogonaaliprojektio

keskusprojektio
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Geometriset kuvaukset 6/7
EsITiEDOT: funktiokésite, piste, koordinaatistot
KATSO MYOS: tangentti ja normaali, kompleksiluvut

Mandelbrotin joukko

Sellaiset tason kuvaukset itseensé, joiden lausekkeet ovat ns. epdlineaarista
tyyppiéd, saattavat johtaa varsin mutkikkaisiin kuvioihin. N&itd kutsutaan
usein fraktaaleiksi. Tunnettu esimerkki on Mandelbrotin joukko.

Kuvaus F, joka synnyttdda Mandelbrotin joukon, esitetdén yleensa komplek-
silukujen avulla: w = F(z) = 22 + ¢, missi ¢, 2 ja w ovat kompleksilukuja.
Ajattelemalla kompleksiluvut z ja w tason pisteiksi se voidaan kuitenkin
tulkita kuvaukseksi tasosta tasoon.

Itse asiassa jos z = x + iy, w = 2’ + iy ja ¢ = a + ib, niin yhtalo w = F(z)
voidaan hajottaa reaali- ja imaginaariosaan:

¥ =2 -y +a,
y = 2xy + 0.

Téssé on siis kyse kuvauksesta, jossa pisteen (x,y) kuvapiste (z/,y’) laske-
taan eo. kaavoilla.

Mandelbrotin joukko méaéritelladn seuraavasti:

Muodostetaan jono tason pisteitd siten, ettd seuraava piste z,.q eli
(Znt1, Yns1) lasketaan aina edellisen pisteen z,, eli (z,,y,) avulla:

_ 2 2
Tnt+1 _xn_yn+aa

_ _ 2 -
Znp1 = F(zn) = 2, + ¢ eli { Yoot = 20y 4 b.

Aloituspisteené on origo zo = 0 eli (zg,%0) = (0,0) ja ensin lasketaan piste
21, ts. (21, y1) soveltamalla edelld olevia kaavoja arvolla n = 0. Seuraava pis-
te zo eli (z2,y2) saadaan tdmén jilkeen asettamalla n = 1, jolloin kaavojen
oikealle puolelle sijoitetaan z; eli (x1,%;). Néin jatketaan.

Pistejonon kayttdytyminen riippuu kompleksiluvusta (pisteestd) c eli (a, b).
Jos jono karkaa &ddrettomyyteen, tdmé piste ei kuulu Mandelbrotin jouk-
koon. Jos pistejono sen sijaan pysyy rajoitetulla alueella (itse asiassa origo-
keskisessd ympyrissé, jonka side on = 2), piste (a,b) kuuluu Mandelbrotin
joukkoon.

Tuloksena on varsinkin reunoiltaan hékellyttdvan monimutkainen kuvio.
Mistdédn sdannollisestd reunakayrastéd ei voida puhua. Kuviota suurennet-
taessa havaitaan, ettd samat (tai samankaltaiset) yksityiskohdat kertautu-
vat yhé pienemmaésséd mittakaavassa. Kuvio seuraavassa.
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Geometriset kuvaukset T/7
EsITIEDOT: funktiokésite, piste, koordinaatistot
KATSO MYOS: tangentti ja normaali, kompleksiluvut

Mandelbrotin joukon kuva

Kuvissa Mandelbrotin joukko esitetdin yleenséd yhdelld vérilla, usein mus-
talla tai valkealla. Joukon ulkopuoliset alueet esitetdan useilla eri véareilla.
Tietyn pisteen (a,b) véri kuvaa sitd, miten nopeasti edelld kuvattu pistejo-
no karkaa ddrettomyyteen, kun koordinaatteja a, b kiytetdan laskennassa.
Viriskaala sindnsé on mielivaltainen ja valitaan pikemminkin esteettisten
mieltymysten mukaan.

Ylla joukko on valkea, sen ulkopuoli musta.
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Pinta-aloja ja tilavuuksia 1/4
ESITIEDOT: monikulmiot, ympyré, toisen asteen kéayrét, pallo, kartio ja
lierio, toisen asteen pinnat

KATSO MYOS: pinta-alojen ja tilavuuksien laskeminen

Laskemisesta ja méaéirittelysta

Tasokuvioiden pinta-alojen seké avaruuskappaleiden tilavuuksien ja pinta-
alojen laskeminen perustuu suoraviivaisten kuvioiden tai kappaleiden ta-
pauksessa yleensa alkeisgeometrisiin pédttelyihin. Kéyrien viivojen ja pin-
tojen rajoittamat alat ja tilavuudet lasketaan yleensé integroimalla.

Kayrén kaarenpituuden, tasokuvion alan, avaruuspinnan alan ja kappaleen
tilavuuden késitteet eivét ole aivan yksinkertaisesti méaariteltavissa. Maari-
telmét perustuvat seuraaviin ideoihin:

e Kiayridn kaarenpituuden maéarittelyssa lahtokohtana on, ettd janan pi-
tuus osataan madrittad. Kaarenpituutta approksimoidaan sijoittamal-
la kayralle perédkkaisia jakopisteité ja yhdistamaélla ndma murtoviivak-
si. Tamén pituus voidaan laskea summeeraamalla osajanojen pituu-
det. Jos murtoviivan pituudella on raja-arvo jakopisteistod tihennet-
téessd, se méaaritelladn kaarenpituudeksi.

e Tasokuvion pinta-alan méaérittelyn ldhtokohtana on, ettd suorakul-
mion ala on erisuuntaisten sivujen pituuksien tulo. Kuvion sisdén ase-
tetaan suorakulmioita, jotka eivit peitd toisiaan, ja lasketaan néi-
den yhteinen pinta-ala. Pienin mahdollinen ylaraja téllaisten suora-
kulmiojoukkojen yhteispinta-alalle on tasokuvion pinta-alan sisdap-
proksimaatio. Samalla tavoin kuvio voidaan peittdd suorakulmioilla,
jotka eivét peitd toisiaan, ja laskea nédiden yhteinen pinta-ala. Suurin
alaraja kuviota peittavien suorakulmiojoukkojen pinta-aloille on taso-
kuvion pinta-alan ulkoapproksimaatio. Jos sisé- ja ulkoapproksimaatio
ovat yhta suuret, yhteistd arvoa kutsutaan kuvion alaksi.

e Avaruuskappaleen tilavuus méaritellidn samaan tapaan kuin tasoku-
vion pinta-ala, mutta suorakulmioiden sijasta kdytetédéan suorakulmai-
sia sdrmioita. Téllaisen sdrmion tilavuus on samasta kérjesté lahtevien
sivujen pituuksien tulo.

e Avaruudessa olevan pinnan ala voidaan méaéritella asettamalla pin-
nalle jakopisteitd ja yhdistdmaélla ndmé& kolmioverkoksi. Jokainen
kolmio on tasokuvio ja sen pinta-ala voidaan laskea. Kolmioverkon
yhteispinta-ala on approksimaatio avaruuspinnan alalle. Jos jakopis-
teistod tihennettiessd yhteispinta-alalla on raja-arvo, tatda kutsutaan
avaruuspinnan alaksi.

Edelld mainittujen raja-arvojen olemassaolo tai siséd- ja ulkoapproksimaa-
tioiden yhtédsuuruus ei ole itsestdén selvdd. Esimerkeiksi kelpaavat monet
fraktaalikuviot.
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Pinta-aloja ja tilavuuksia

ESITIEDOT: monikulmiot, ympyré, toisen asteen kéayrét, pallo, kartio ja

lierio, toisen asteen pinnat
KATSO MYOS: pinta-alojen ja tilavuuksien laskeminen

Tasokuviot
Kolmio

ala = ah/2 ; a kanta, h kantaa vastaan kohtisuora korkeus
Suorakulmio

ala = ab ; a, b samasta kérjestéd alkavien sivujen pituudet
Suunnikas

ala = ah ; a kanta, h kantaa vastaan kohtisuora korkeus

ala = |a x b| ; a, b samasta kirjesta alkavat sivuvektorit
Puolisuunnikas

a+b i .

ala = 5 h ; a, b kannat, h néitd vastaan kohtisuora korkeus

Ympyra

kehanpituus = 27r ; r ympyran sidde
ala = mr? ; r ympyran side

Ympyran sektori
kaarenpituus = ar ; « keskuskulma radiaaneissa, r side
ala = ar?/2 ; a keskuskulma radiaaneissa, r séde
ala =1rs/2 ; r sade, s kaarenpituus

Ympyran segmentti
vastaava sektori
— vastaava keskuskolmio, jos 0 < a <,
+ vastaava keskuskolmio, jos 7 < a < 27;
a keskuskulma radiaaneissa

Ellipsi z%/a® + y*/b* = 1

ala = mab ; a, b ellipsin puoliakselit
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Pinta-aloja ja tilavuuksia

ESITIEDOT: monikulmiot, ympyré, toisen asteen kéayrét, pallo, kartio ja

lierio, toisen asteen pinnat
KATSO MYOS: pinta-alojen ja tilavuuksien laskeminen

Kappaleet 1

Suorakulmainen sarmi6
tilavuus = abc ; a, b, c samasta kérjestd alkavien sdrmien pituudet

Suuntaissarmio
tilavuus = Ah ; A pohjan ala, h pohjaa vastaan kohtisuora korkeus
tilavuus = |a- b x c| ;
a, b, c samasta kérjestéd alkavat sarmévektorit

Lierio, prisma
tilavuus = Ah ; A pohjan ala, h pohjaa vastaan kohtisuora korkeus

Suora ympyrilierio
tilavuus = 7r2h ; r pohjaympyran siade, h korkeus
vaipan ala = 27rh ; r pohjaympyréin sdde, h korkeus

Kartio, pyramidi
tilavuus = Ah/3 ; A pohjan ala,

h pohjaa vastaan kohtisuora korkeus

Suora ympyrakartio
tilavuus = r2h/3 ;  r pohjaympyrin side, h korkeus
vaipan ala = 7rs ; r pohjaympyran sidde, s sivujana

Katkaistu kartio, katkaistu pyramidi
tilavuus = h(A; + VA1 A2 + As)/3
Ay, Ay pohjien alat,
h pohjia vastaan kohtisuora korkeus

Katkaistu suora ympyrékartio
tilavuus = wh(r? 4+ riry +13)/3 ;
r1, o pohjaympyroiden séteet, h korkeus
vaipan ala = 7(ry 4+ r2)s ;
r1, ro pohjaympyroiden séteet, s sivujana

Kiveld, 9t niinkuin matematiikka, versio 1.12

sarmid (suora-
kulmainen)

sarma

sarmio
(suuntais-)

skalaarikolmitulo

lierio
prisma

ympyralierio
(suora)

kartio
pyramidi

ympyrakartio
(suora)

kartio
(katkaistu)

pyramidi
(katkaistu)



Pinta-aloja ja tilavuuksia 4/4
ESITIEDOT: monikulmiot, ympyré, toisen asteen kéayrét, pallo, kartio ja
lierio, toisen asteen pinnat

KATSO MYOS: pinta-alojen ja tilavuuksien laskeminen

Kappaleet II

Pallo pallo
tilavuus = 47r3/3 ;  r pallon side
ala = 4mr? ; r pallon side

Kalotti, vyohyke kalotti
ala = 27rh ; r pallon séde, h kalotin tai vyohykkeen vyhyke

pohjaa vastaan kohtisuora korkeus

Pallosektori pallosektori
tilavuus = 27r2h /3 ; r pallon side,
h sektoria vastaavan kalotin tai vyohykkeen
pohjaa vastaan kohtisuora korkeus

Pallosegmentti pallosegmentti
tilavaus = wh?(r — h/3) ;
r pallon sidde, h segmentin pohjaa vastaan
kohtisuora korkeus

Ellipsoidi :172/a2 + yz/b2 + 22/62 =1 ellipsoidi
tilavuus = 4mwabc/3 ; puoliakselit a, b ja ¢
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Joukko-oppi 1/4
ESITIEDOT:
KATSO MYOs: logiikka, reaaliluvut

Joukon kisite

Matemaattisen pééttelyn (todistamisen) pohjana pidetdén usein formaalin
logiikan ohella joukko-oppia. Vaikka nikemystd voidaankin kritisoida eiké
joukko-oppi ole ldhtokohtana ongelmaton eiké aina tarpeellinenkaan, on pe-
ruskésitteiden tuntemus kuitenkin valttdmaéatonta.

Joukko on jonkinlainen kokoelma tarkasteltavana olevan perusjoukon objek-
teja eli alkioita.

Tyypillisid perusjoukkoja ovat reaalilukujoukko R, kompleksilukujoukko C
tai vaikkapa reaalimuuttujan reaaliarvoisten funktioiden f : R — R joukko.

Perusjoukossa R voidaan muodostaa esimerkiksi joukko, joka koostuu po-
sitiivisista reaaliluvuista. Jos télle kdytetd&n nimed R, , merkitddn 2 € R,
ja —2 ¢ R, osoittamaan, etta luku 2 kuuluu joukkoon ja luku —2 ei kuulu;
vaihtoehtoisesti voidaan sanoa, ettd 2 on alkiona ko. joukossa, tms.

Joukkoja merkitddn yleensa isoilla kirjaimilla ja niiden méaérittelyssa kay-
tetddn aaltosulkumerkintédé seuraavaan tapaan:

A={r eR|2*>2}.

Pystyviivan vasemmalla puolella osoitetaan, ettéd perusjoukkona on reaali-
luvut R. Oikealla puolella on joukon alkioilta vaadittava ehto. Esimerkin
joukkoon A siis kuuluvat reaaliluvut, jotka ovat > /2 tai < —v/2. Jos
asiayhteydestéd on selvid, mistd perusjoukosta on kyse, merkitddn lyhyem-
min: {z | 2* > 2}.

Jos joukossa on #érellisen monta alkiota, se voidaan antaa luettelemalla
alkiot. Esimerkiksi A = {1,3,5,7} on neljan alkion (luvun) muodostama
joukko.

Joukko voi luonnollisesti késittéaé kaikki perusjoukon alkiot. Toisaalta puhu-
taan myos tyhjdastd joukosta, jossa ei ole ainuttakaan alkiota. Tata merkitaan
symbolilla (). Esimerkiksi {z e R |2? >0} =R, {r e R | 2? < 0} = 0.

Muita esimerkkeja joukkomerkinndn kéytostd ovat kompleksitason origo-
keskinen R-séiteinen ympyrd {z € C | |z| < R} ja sellaisten jatkuvien
reaalifunktioiden joukko, joiden kuvaaja kulkee origon kautta:

{f:R— R | f jatkuva, f(0)=0}.
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Joukko-oppi 2/4
ESITIEDOT:
KATSO MYOs: logiikka, reaaliluvut

Osajoukko

Joukon A sanotaan olevan joukon B osajoukko, merkitdin A C B, jos jo-
kainen joukon A alkio on myos joukon B alkio, ts. logiikan merkinnoin
r€A = z€B.

Merkintdd A C B kéytettdessd on myos mahdollista, ettd joukot A ja B
ovat samat eli A = B. Jos erityisesti halutaan osoittaa, ettd A on aito
osajoukko, ts. on olemassa ainakin yksi alkio z siten, ettd = € B jax ¢ A,
merkitddn usein A ; B. Naiiltéd osin merkinnét eivit kuitenkaan ole taysin
vakiintuneita.

Tyhjin joukon katsotaan olevan minki tahansa joukon osajoukko: () C A.

Esimerkiksi: Jos joukko F' muodostuu kaikista funktioista R — R, joukko C
jatkuvista ja C) derivoituvista funktioista R — R, niin C; C Cy C F', koska
jokainen derivoituva funktio on myos jatkuva. Kummassakin tapauksessa
osajoukko on aito.
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Joukko-oppi 3/4
ESITIEDOT:
KATSO MYOs: logiikka, reaaliluvut

Joukkoalgebraa

Seuraavat eri joukkojen valiset suhteet tai operaatiot edellyttavéit, ettd puhe
on saman perusjoukon joukoista.

Joukkojen A ja B leikkaus muodostuu niiden yhteisesté osasta:
ANB={z|x € Ajax € B}.

Tama voi luonnollisesti olla tyhjéa joukko.

/
ANB AUB

Joukkojen A ja B unioniin kuuluvat molempien joukkojen alkiot:
AUB={x|x € A tai z € B}.
Erityisesti on siis AN B C AU B.

Joukon A komplementti (perusjoukon suhteen) muodostuu joukkoon A kuu-
lumattomista alkioista:

CA={z|x¢ A}
Joukon A komplementti joukon B suhteen on

BN\A={z|rzeBjaz¢ A}

: -

CA B\ A

Kuvatut operaatiot voidaan ymmaértaa joukkojen vilisiksi laskutoimituksik-
si. Niilla on omat laskusddntonsé, esimerkiksi:
AN(BUC)=(ANB)U(ANC),
C(AuB) = (CA)n(CB),
(AnCB)N (CC)=AnC(BUCO).

Télloin puhutaan joukkoalgebrasta.

Laskusédntojen voimassaolo voidaan usein paételld piirtdméllda mahdolli-
simman yleisté tapausta koskeva kuvio.
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Joukko-oppi 4/4
ESITIEDOT:
KATSO MYOs: logiikka, reaaliluvut

Reaalilukujoukon vilit

Reaalilukujoukon (lukusuoran) R avoimeen wvdliin kuuluvat tietylla vélil-  reaaliluku
14 olevat luvut ilman valin padtepisteitd; suljettuun vdlitn kuuluvat myos lukusuora
paatepisteet:

avoin vili: la,b ={x e R|a <z < b},
suljettu vali: [a,b) ={z € R |a <z <b}.

Avoimen vélin merkintdnd kaytetdin joskus myos kaarisulkuja: (a,b) =
la, b[.

Vali voi olla my6s puoliavoin: [0,1] = {xr e R |0 <z < 1}.

Vilin péadtepisteend kéytetddn toisinaan myds symbolia co. Esimerkiksi

{reR|z>2} =200

Vilimerkinta viittaa osajoukkoon, jolloin joukko-opin operaatioita voidaan
kohdistaa véleihin. Esimerkiksi

J—2.0[U0,1]=]-21],  [L,5]N[3,10] = [3,5].

Joukko-opillisten merkintojen turhaa kéyttéd on kuitenkin syytd vélt-
téad. On luontevampaa kirjoittaa ’'tapauksessa |z| < 2, x # 0’ kuin
‘€ [-2,0[U]0,2] tai 'z € {z | |z| <2, x #0}.
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Logiikka 1/5
ESITIEDOT:
KATSO MYOS:

Formaali logiikka

Luonnollinen logiikka muodostaa perustan arkielamén pééattelyille. Sen
kdyttd on intuitiivista ja usein tiedostamatonta. Mikéli logiikka halutaan
tasmallistdd — esimerkiksi tietokoneelle ohjelmointia varten — tarvitaan
formaalit péadttelysdannot. Naiden muodostamaa kokonaisuutta kutsutaan
formaaliksi logitkaksi. Kasitteenmuodostusta ohjaa talloin luonnollinen lo-
giikka; kyseesséd on luonnollisen logiikan formalisointi.

Formaalissa logiikassa tarkastellaan lausumia, propositioita, joista oletetaan,
ettd ne ovat aina joko tosia tai epdtosia. Tatd kutsutaan logiikan kaksiar-
voisuudeksi.

Esimerkkejé propositioista ovat 'ulkona sataa (téssé paikassa, tdlla hetkel-
14)’; '2 > 5’; 'menen kauppaan’. Propositiot voivat myds olla laajempia: ’jos
ulkona sataa ja minun taytyy menné kauppaan, otan auton’. Propositioita
sen sijaan eivit ole 'xr > 3’; ’oletko ldhdossd?’; 'osta se!’.
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Logiikka 2/5
ESITIEDOT:
KATSO MYOS:

Propositiologiikka

Propositioista p ja ¢ voidaan johtaa uusia propositioita kiayttamélla seuraa-
via loogisia operaattoreita eli konnektiiveja:

konjunktio: pAq 'pjaq,

disjunktio: pVq 'p tai q’,

negaatio: —p el p’,

implikaatioo  p = q 'p:stéd seuraa ¢’,  ’jos p niin ¢,
ekvivalenssi: p <= q 'p ja q ovat yhtapitavia’,

'p jos ja vain jos q’.
Néiden merkitys on péa#osin luonnollisen logiikan mukainen. Tésméllinen
merkitys ilmenee seuraavasta totuusarvotaulusta, missé loogisen operaatto-
rin avulla saadun proposition totuusarvo on mééaritelty kaikkia propositioi-
den p ja ¢ totuusarvoja vastaten (1 = tosi, 0 = epétosi).

Plq| P |pPANqg|PVq|p = q|DP = ¢
1111 0 1 1 1 1
110 O 0 1 0 0
01 1 0 1 1 0
0]0| 1 0 0 1 1

Erityisesti on syytd huomata disjunktion merkitys: p V ¢ tarkoittaa siis 'p
tai ¢ tai molemmat’. Kyseessé on siten ns. ’ei-poissulkeva tai’. Luonnollisen
logiikan kannalta ei myoskaén liene itsestddn selvéd, ettd p = ¢ on tosi
propositiosta ¢ riippumatta, jos p on epatosi. Kyseesséa onkin tarkoituksen-
mukaisuussyista tehty maéarittely; tavoitteena on toimiva kalkyyli.

Eo. maérittelyissé p ja q ovat atomipropositioita; konnektiivien avulla muo-
dostetut ovat johdettuja propositioita. Mista tahansa propositioista voidaan
muodostaa uusia propositioita yhdisteleméllad niitd konnektiivien avulla.

Jos johdettu propositio on tosi riippumatta sen atomipropositioiden to-
tuusarvoista, sitd sanotaan tautologiaksi. Esimerkki seuraavassa.
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Logiikka 3/5
ESITIEDOT:
KATSO MYOS:

Esimerkki: epidsuora todistus

Olkoon tarkasteltavana johdettu propositio r:
(p = q) <= (~q = —p).

Téamén totuusarvo voidaan selvittdd muodostamalla totuusarvotaulu, missé
p ja q saavat kaikki mahdolliset totuusarvot:

pPlqg|™P|™q|p = 49| = "P|T
111} 0 | 0 1 1 1
110} 0] 1 0 0 1
01 1160 1 1 1
070 1 1 1 1 1

Osoittautuu siis, ettd propositio r on aina tosi, ts. se on tautologia. Tama
merkitsee, ettd propositiot p = ¢ ja ¢ = -—p ovat joko molemmat
tosia tai molemmat epétosia.

Kyseessé on itse asiassa matematiikassa paljon kaytetyn epdsuoran todista-
misen periaate. Luonnollista logiikkaa kéyttden tdmén voi esittdd seuraa-
vasti:

Jos on osoitettava, ettd lausumasta p seuraa lausuma ¢, mutta tdmén pait-
tely osoittautuu vaikeaksi, voidaankin tarkastella, mitéd tapahtuu, jos q ei ole
voimassa. Tutkitaan siis, mitéd seuraa lausumasta —q, ns. vastaoletuksesta eli
antiteesista. Jos talloin voidaan osoittaa, ettd —p on voimassa, paddytiaan
ristiriitaan, koska alkuperéisesséd tehtédvéssd p on tosi. Lausuma —q ei siis
voi olla tosi, ts. ¢ on tosi. Alkuperdisen tehtdvin p = ¢ sijasta téssi siis
todistetaankin, ettd ¢ — —p.

Esimerkkiné epédsuoran todistuksen kaytostd olkoon seuraavan lauseen to-
distaminen:

FEi ole olemassa suurinta alkulukua.

Tamé lause on propositio ¢; propositio p muodostuu kaikista tunnetuista
luonnollisten lukujen ominaisuuksista. Propositio —¢ on t&ll6in 'on olemassa
suurin alkuluku’.

Olkoon siis suurin alkuluku olemassa ja tdamé olkoon n. Téalloin alkulukuja
on darellinen médrd; ndmé ovat 2,3,5,7,...,n. Olkoon m = (2-3-5-7-
...-n)+1. Jos taméi jaetaan milld tahansa alkuluvuista 2,3,5,7,...,n, saa-
daan jakojaannokseksi 1. Koska jako ei mene tasan, on m alkuluku, jolloin
se on pienempi tai yhtd suuri kuin suurin alkuluku n; siis m < n. Selvés-
ti on kuitenkin m > n, jolloin on syntynyt ristiriita luonnollisten lukujen
suuruusjarjestykseen néahden.
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Logiikka 4/5
ESITIEDOT:
KATSO MYOS:

Predikaattilogiikka

Muotoa 'z > 5’ tai x ja y ovat naimisissa’ olevat lausumat eivét ole propo-
sitioita, koska niiden totuusarvo riippuu siitd, mitd muuttujien z ja y paikal-
le sijoitetaan. Téllaisia vapaista muuttujista riippuvia lausumia kutsutaan
predikaateiksi ja niitd merkitddn funktioiden tapaan: p(x), m(zx,y).

Kun muuttuja(t) sidotaan, esimerkiksi niille annetaan arvot jostakin pe-
rusjoukosta, predikaatit muuttuvat propositioiksi. Edellisen esimerkin ta-
pauksessa luonnollinen perusjoukko on reaalilukujoukko R ja asettamalla
xr = 7w saadaan epétosi propositio m > 5. Jalkimmaisesséd esimerkissd muut-
tujan x luonnollinen perusjoukko muodostuu kaikista miehistd, muuttujan
y kaikista naisista, jolloin esimerkiksi ’(tietty) Pekka ja (tietty) Maija ovat
naimisissa’ on propositio, jonka totuusarvo on mahdollista selvittéa.

Muuttujat voidaan sitoa myos kvanttoreilla, joista tdrkeimmaét ovat seuraa-
vat:

kaikilla-kvanttori: Vap(xz) ’kaikilla 2 on ominaisuus p(z)’,
on olemassa -kvanttori:  Jrp(x) ’on olemassa x, jolla
on ominaisuus p(x)’.

Esimerkiksi sitomalla predikaatti |z| > 0 kaikilla-kvanttorilla (perusjoukko-
na reaaliluvut) saadaan propositio Vz (Jz| > 0), joka on tosi.

Sitomalla predikaatti 22 < 0 on olemassa -kvanttorilla (perusjoukkona re-
aaliluvut) saadaan epiitosi propositio 3z (z* < 0). Jos perusjoukkona sen
sijaan ovat kompleksiluvut, saadaan tosi propositio.

Jos predikaatissa on useampia muuttujia, ndméa on kaikki sidottava. Esi-
merkiksi 3z Vym(z,y) on epétosi, kun m(x,y) on predikaatti 'z ja y ovat
naimisissa’.

Predikaateille voidaan muodostaa laskusaéantoja. Luonnollisen logiikan poh-
jalta esimerkiksi seuraavat ovat ilmeisia:

—Vrp(xr) < Jz-p(z),
—Jrp(r) < Vr-p(z),
Va [p(x) A q(z)] <= [Vep(z) AVeg(z)],
Jz [p(z) A q(z)] = [Frp(z) ATz g(2)].
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Logiikka
ESITIEDOT:
KATSO MYOS:

5/5

Logiikka ja matematiikka

Logiikkaa voidaan pitdd matemaattisen paéttelyn — lauseiden eli teoreemo-
jen todistamisen — tyokaluna. Yleensd matematiikassa ei kuitenkaan esiteté
todistuksia formaalin logiikan muotoon puettuna, vaan pikemminkin sovel-
letaan luonnollista logiikkaa ja vain tarvittaessa turvaudutaan formaalin lo-
giikan kalkyyliin. Syyné on tradition ohella todistusten luettavuus: tiukka
formaalin logiikan kéytto johtaa raskaisiin ja vaikeaselkoisiin esityksiin.

Tietokoneiden tekodlysovelluksissa — joissa my6s voidaan pyrkid lauseiden
todistamiseen — formaalin logiikan kédytto sen sijaan on vélttaméttomyys.

Matematiikka voidaan ndhdéa jarjestelméné, jonka pohjana ovat aksioomat,
tosiksi sovitut lausumat. Ndiden perusteella johdetaan ainakin periaatteessa
logiikan keinoin joukko lauseita, jotka muodostavat tarkasteltavana olevan
matemaattisen teorian. Jokainen lause todistetaan joko aiemmin todistet-
tuihin lauseisiin tai suoraan aksioomiin vedoten.

Esimerkiksi reaalisten funktioiden jatkuvuusteorian pohjana voisivat olla
aksioomat, jotka méérittelevit reaalilukujoukon. Néaihin vedoten voidaan
médritelld jatkuvuuden késite ja logiikkaan pohjautuvalla paittelyketjulla
todistaa vaikkapa Bolzanon lause: Jos jatkuva funktio saa suljetun vélin
paétepisteisséa erimerkkiset arvot, silld on ainakin yksi nollakohta talla va-
lillA.

Modernin geometrian pohjana eivit enédé ole Eukleideen antiikin Kreikassa
esittdmat aksioomat vaan ndiden modernimpi versio, jota yleenséd kutsu-
taan Hilbertin aksioomiksi saksalaisen matemaatikon David Hilbertin (1862
— 1943) mukaan. Geometrioitakin on erilaisia; néitd vastaavat erilaiset ak-
sioomajarjestelmaét.

Sovellusten kannalta matemaattinen teoria on malli, joka jollakin tavoin
kuvaa sovellusta, reaalimaailman ilmicta. Malli ei ole sama asia kuin ilmi6
vaan ldhes aina yksinkertaistus, jonka pétevyydelld on rajoituksensa.

Periaatteessa voidaan ajatella, etté kaikki matematiikka rakennetaan yhden
aksioomasysteemin varaan ja téltd pohjalta johdetaan jokainen matemaat-
tinen teoria maéarittelemalld uusia kasitteitéd ja todistamalla néitd koskevia
lauseita. Ndkemystéd kutsutaan usein bourbakistiseksi 1930-luvulla syntyneen
salanimeé Nicolas Bourbaki kidyttdneen ranskalaisen matemaatikkoryhman
mukaan. Ryhmé on julkaissut joukko-opillisista perusteista ldhtenytta 20.
vuosisadan matematiikan yleisesitysté, joka ei kuitenkaan ole saavuttanut
alkuperdisia tavoitteitaan.

Luontevampaa onkin nidhdéa aksiomaattisen menetelmén merkitys rajoite-
tummin: kullakin matematiikan osa-alueella on oma aksioomasysteeminsa,
johon tulokset perustetaan. Silti hyvinkin erilaisilla alueilla on yllattavia-
kin kosketuskohtia. Sovellusaloilla ei toisaalta vélttamétta tarvitse olla edes
kovin tietoinen aksiomaattisesta perustasta.
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Matemaattinen induktio 1/2
ESITIEDOT:
KATSO MYOs: logiikka

Induktion periaate

Olkoon P(n) jokin luonnollisesta luvusta n riippuva véittdma, joka halutaan
osoittaa voimassa olevaksi, olipa n mika tahansa luonnollinen luku.

Esimerkiksi P(n) voisi tarkoittaa yhtalod

4+224 .. . +n°= én(n—i—l)@n—i—l).
Jos n =5, kyseesséi on yhtéls 12 422 432 +42 + 52 = 1 - 5(5+ 1)(2- 5+ 1);
merkintd P(5) tarkoittaa tétd yhtdlod. Arvolla n = 2 saadaan viittdma
P(2)eli 12 +22 = 3 - 2(2+1)(2- 24 1). Arvolla n = 1 kutistuu viittama
P(1) muotoon 1% = ¢ -1(1+1)(2- 1+ 1). Kaikki nimé ovat voimassa olevia
yhtaloitd, kuten yksinkertaiset laskut osoittavat.

Yhtdlo on voimassa joka ainoalle luonnolliselle luvulle n, ts. P(n) on tosi
kaikilla n, mutta muutamien arvojen kokeilu ei tietenkéén riitd todistamaan
tata.

Matemaattinen induktio on todistusmenetelmé, jota voidaan kayttdad té-
mantyyppisten asioiden todistamiseen.

Todistuksen rakenne on seuraava:

1) Osoitetaan aluksi, ettd vaittdma P(1) on tosi. Tamé& on yleensd yksin-
kertainen lasku.

2) Todistetaan ns. induktioaskel: Jos P(n) on tosi, niin myés P(n + 1) on
tosi eli symbolein P(n) = P(n+1). Tam4 todistus on suoritettava siten,
ettd paattely on patevéa kaikille luonnollisille luvuille n.

T#lloin katsotaan viittdmén P(n) tulleen todistetuksi kaikille arvoille n €
N. Perusteluna on seuraavan ketjun syntyminen:

P(l) = P(2) = P(3) = PH4) = ....

Aluksi on nimittéin todettu P(1) voimassa olevaksi. Koska induktioaskel on
todistettu jokaiselle arvolle n, se pitee erityisesti arvolla n = 1: jos P(1)
on tosi, niin my6s P(2) on. Mutta P(1) on jo osoitettu todeksi ja siis myos
P(2) on tosi. Arvolla n = 2 induktioaskel antaa P(2) = P(3). Koska
edelld on jo P(2) osoitettu todeksi, seuraa téasté, ettd myos P(3) on tosi.
Naiin jatketaan.

Induktiotodistuksen alkukohdan ei vélttdmétta tarvitse olla n = 1, vaan
aivan hyvin voidaan aloittaa jostakin muustakin arvosta n = ng ja samalla
periaatteella osoittaa viittdma pateviksi arvoilla n > ny.
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Matemaattinen induktio
ESITIEDOT:
KATSO MYOs: logiikka

2/2

Esimerkki matemaattisesta induktiosta

Todistetaan induktiolla luonnollisten lukujen 1,2, ...

koskeva vaittama P(n) eli

Zk? n(n+1)(2n + 1).

oikeaksi kaikilla luonnollisilla luvuilla n.

1) Arvollan =1 on

,n nelididen summaa

n 1

SE=YH=1

k=1 k=1

1 1

g+ DEn+1) =11+ 12 14+1) =1,

Viittdméa P(1) on siis tosi.

2) Induktioaskel. Oletetaan, ettd P(n) on tosi ja osoitetaan tatd hyviksi
kiyttéden, ettd myos P(n + 1) on tosi. Viittdmén P(n + 1) vasen puoli on

n+1

k=
1

Z E:k:2 (n+ 1) én(n+1)(2n+1)+(n+l)2

=—(n+1)(2n* +7Tn +6).

6

Toisen yhtéldisyysmerkin kohdalla on kdytetty oletusta, ettd P(n) on tosi.

Toisaalta viittdmén P(n + 1) oikea puoli on

6

1(n+1)[(n+1) +1]2(n +1) + 1] :é(n—i— 1)(2n* +Tn + 6).

P(n+ 1) on siis tosi, koska sen vasen ja oikea puoli ovat samat.
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Lukumé&éran laskeminen 1/7
ESITIEDOT:
KATSO MYOs: joukko-oppi, binomi- ja multinomikertoimet

Samapituisten merkkijonojen lukuméira I

Olkoon tehtédviand muodostaa annetuista merkeista (olioista, alkioista)
ai, az, ag, ..., an

jonoja, joissa on p kappaletta merkkejé.

Jonoa muodostettaessa voidaan sen ensimméinen merkki valita n eri taval-
la: mikd tahansa merkeistd aj kelpaa. Toinen merkki valitaan ensimmaéi-
sestd riippumatta ja sekin siis voidaan valita n eri tavalla. Kaksimerkkisié
jonoja on siten n? kappaletta. Koska kolmaskin merkki valitaan edellisisté
riippumatta, voidaan kaksimerkkisten jonojen loppuun liittdd miké tahansa
merkeistd ja jokainen jono siten jatkaa n eri tavalla: kolmimerkkisid jonoja
on kaikkiaan n? kappaletta.

Jatkamalla télla tavoin paddytédén seuraavaan tulokseen:
Jos kéytettavissa on n erilaista merkkid, néistd voidaan muodostaa p merkin
pituisia jonoja n? kappaletta.

Jonojen muodostaminen voi tapahtua noudattamalla jotakin johdonmukais-
ta menetelméd. Jos esimerkiksi kiytettéivissi olevat merkit ovat a, b, ¢ ja d,
saadaan kolmimerkkisié jonoja 4% = 64 kappaletta. Namé ovat

aaa, aab, aac, aad, aba, abb, abc, abd,
aca, ach, acc, acd, ada, adb, adc, add,
baa, bab, bac, bad, bba, bbb, bbc, bbd,
bca, beb, bee, bed, bda, bdb, bde, bdd,
caa, cab, cac, cad, cba, cbb, cbc, cbd,
cca, ccb, cce, ced, cda, cdb, cde, cdd,
daa, dab, dac, dad, dba, dbb, dbc, dbd,
dca, dcb, dcc, ded, dda, ddb, ddc, ddd.
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Lukumé&éran laskeminen 2/7
ESITIEDOT:
KATSO MYOs: joukko-oppi, binomi- ja multinomikertoimet

Samapituisten merkkijonojen lukumaara 11

Olkoon tehtavind muodostaa p merkkid (oliota, alkiota) késittdvét jonot,
joissa ensimmaéinen merkki valitaan n; merkin kokoelmasta, toinen merkki
no merkin kokoelmasta jne.

Samalla ajattelulla kuin edelld paddytdaéan seuraavaan: Ensimméinen merk-
ki voidaan valita n, tavalla. Tamén perddn voidaan asettaa toinen merkki
no tavalla; kahden merkin jonoja on siten nin, kappaletta. Jokaisen kaksi-
merkkisen jonon perdén voidaan asettaa kolmas merkki ng tavalla; kolmen
merkin jonoja on ninsnz kappaletta.

Yleisesti:

Jos ensimmadiseen merkkiin on kédytettdvissd ny erilaista merkkié, toiseen ns
merkkid, jne. on p-merkkisid jonoja kaikkiaan mins ...n, kappaletta.

Esimerkiksi kolmesta kirjaimesta ja kolmesta numerosta muodostuvia eri-
laisia rekisterinumeroita on 23 -23-23-9-10-10 = 10 950 300 kappaletta,
kun kaytossa on 23 kirjainta ja ensimmé&inen numero ei saa olla 0.
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Lukumé&irian laskeminen 3/7
ESITIEDOT:
KATSO MYOs: joukko-oppi, binomi- ja multinomikertoimet

Joukon osajoukkojen lukuméira

Joukossa A olkoon &aérellisen monta alkiota, n kappaletta:

A=A{a,a9,...,a,}.

Tamén osajoukot ovat joukkoja, joihin on otettu joitakin néistéd alkioista.
Esimerkiksi {a1, as, a7} on osajoukko (mikéli n on véhintdén 7). Yhden al-
kion muodostamat joukot ovat myos osajoukkoja, esimerkiksi {a; }. Tyhjaa
joukkoa, so. joukkoa, jossa ei ole ainuttakaan alkiota, ja joukkoa A itsedén
pidetddn myos osajoukkoina.

Jokainen osajoukko voidaan esittédé nollista ja ykkosistd muodostuvalla jo-
nolla, jossa on n merkkid, so. yhtd monta merkkid, kuin joukossa A on
alkioita. Nolla tarkoittaa, ettd vastaava alkio ei kuulu osajoukkoon, ykko-
nen puolestaan, ettd se kuuluu. Jos n = 7, on osajoukon {aj,as,az} esitys
1010001. (Edellytykseni on, ettéd joukosta A poimitut alkiot luetellaan aina
tietyssé, esimerkiksi kasvavan indeksin mukaisessa jirjestyksessa.)

Kysymys osajoukkojen lukumééarasta pelkistyy talloin kysymykseksi merk-
kijonojen lukumaéaréstéa: Miten monta jonoa voidaan muodostaa merkeista 0
ja 1, kun jonojen pituus on n? Vakiopituisten jonojen lukumésraé koskevan
tuloksen perusteella saadaan seuraavaa:

Jos joukossa on n alkiota, sen osajoukkojen lukumééra on 2".
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Lukumé&éran laskeminen 4/7
ESITIEDOT:
KATSO MYOs: joukko-oppi, binomi- ja multinomikertoimet

Jéarjestysten eli permutaatioiden lukumaéaira

Olkoon annettuna n kappaletta merkkeja (olioita, alkioita)
ai, Qgz, Az, ..., Qap,

jotka on jérjestettdva kaikkiin mahdollisiin jdrjestyksiin. N&itd kutsutaan
merkkien permutaatioiksi.

Permutaatioiden lukuméérd voidaan selvittdd muodostamalla ne merkki
kerrallaan. Ensimméinen merkki voidaan valita n eri tavalla, koska kaik-
ki merkit ovat talloin kéytettdvissd. Toisen merkin valitsemiseen on enéé
n — 1 mahdollisuutta, koska yksi on jo kdytetty; kolmas on valittava jaljella
olevista n — 2 merkisté, jne. Viimeisen merkin kohdalla ei enéé ole valinnan
varaa: se on on ainoa jiljelld oleva.

Permutaatioiden lukuméird on sama kuin valintamahdollisuuksien luku-
madrd kuvatussa muodostamisprosessissa:

n-(n—1)-(n—2)-...-2-1.

Tata kutsutaan n-kertomaksi ja merkitaan n!. kertoma
Tulokseksi saadaan siis:
n merkkiéd voidaan jarjestédd n! erilaiseen jarjestykseen.

Jarjestykset voidaan muodostaa jotakin johdonmukaista menetelmé&a kéyt-
tden. Jos esimerkiksi merkkeiné ovat a, b, ¢ ja d, on erilaisia jéarjestyksia eli
permutaatioita 4! = 1.2 -3 -4 = 24 kappaletta. Namé ovat

abcd, abdc, acbd, acdb, adbe, adch,
bacd, badc, bead, beda, bdac, bdca,
cabd, cadb, cbad, cbda, cdab, cdba,
dabc, dach, dbac, dbca, dcab, dcba.
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Lukumé&irian laskeminen 5/7
ESITIEDOT:
KATSO MYOs: joukko-oppi, binomi- ja multinomikertoimet

Jéarjestettyjen osajonojen lukuméiira

Olkoon annettuna n kappaletta merkkeja (olioita, alkioita)
ai, Qgz, Az, ..., Qap,

joista on kaikilla mahdollisilla tavoilla poimittava p kappaletta ja esitet-
tava ndmé kaikissa mahdollisissa jérjestyksissd. Naitd kutsutaan toisinaan
merkkien p-variaatioiksi.

Ensimmaéinen merkki voidaan valita n eri tavalla, koska kaikki merkit ovat
kiytettavissd. Seuraava on valittava jéljelld olevista n — 1 merkisté, joten
mahdollisuuksia on n — 1. Kolmatta merkkid valittaessa mahdollisuuksia
on n — 2. Kun néin jatketaan, on viimeiselle eli p:nnelle merkille n — p 4 1
valintamahdollisuutta.

Mahdollisuuksia on kaikkiaan

n-(n—l)~...~(n—p—|—1):m.

Siis:
n merkin p-variaatioiden lukumdééra on n!/(n — p)!.

Esimerkiksi merkeisté a, b, ¢, d voidaan poimia kahden merkin jéarjestettyja
jonoja 4!/(4 — 2)! = 12 kappaletta. Nama ovat

ab, ac, ad, ba, be, bd,
ca, cb, cd, da, db, dc.
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Lukumé&irian laskeminen 6/7
ESITIEDOT:
KATSO MYOs: joukko-oppi, binomi- ja multinomikertoimet

p-alkioisten osajoukkojen eli kombinaatioiden lukuméaéra

Olkoon annettuna n kappaletta merkkeja (olioita, alkioita)
ai, G2, Az, ..., Gn.

Tehtavana on selvittdd, monellako tavalla néistd voidaan poimia p kappa-
letta, kun huomiota ei kiinnitetd poimittavien merkkien keskin&iseen jar-
jestykseen. Sama voidaan lausua toisin: Montako p alkion muodostamaa
osajoukkoa joukolla {ay,as,as,...,a,} on?

Poimittavia p merkin yhdelmia kutsutaan p-kombinaatioikst.

Jos poimittavien merkkien keskindinen jérjestys otetaan huomioon, on
kyseessid p-variaatioiden lukumé&érd. Variaatioita on n!/(n — p)! kappalet-
ta. Naiden joukossa on kuitenkin sellaisia, joissa on samat merkit, mutta
eri jarjestyksissd. Koska tietyt p merkkid voidaan jéarjestdd p! jarjestyk-
seen, on samat merkit sisédltdvida jarjestyksid aina p! kappaletta, jolloin
p-kombinaatioiden méaara saadaan jakamalla p-variaatioiden méara luvulla
p!. Lukumé&éri on siis
n!

pl(n—p)!
Téata kutsutaan myos binomikertoimeksi ja merkitdén (;)
Siis:
n alkion joukosta voidaan valita p kappaletta (Z) eri tavalla, kun jarjestyk-
seen ei kiinnitetd huomiota.

Esimerkiksi merkeistd a, b, ¢, d voidaan poimia kahden merkin yhdelmi&
(3) = 6 kappaletta. Namé ovat

ab, ac, ad, be, bd, cd.

Koska p-kombinaatiot ovat p-alkioisia osajoukkoja, tulee nédiden lukuméa-
rien summan olla sama kuin kaikkien osajoukkojen lukumééara, kun huo-

mioon otetaan kaikki mahdolliset arvot p, ts. p =0, 1,...,n. On siis oltava
3 (") o
p=0 p

Tamé on erikoistapaus binomikaavasta (z +y)" = 377 (;)x”_pyp, kun
asetetaan r = y = 1.
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Lukumé&irian laskeminen T/7
ESITIEDOT:
KATSO MYOs: joukko-oppi, binomi- ja multinomikertoimet

Toisiaan leikkaavien joukkojen alkioiden lukuméira

Merkitasan darellisen monesta alkiosta muodostuvan joukon B alkioiden lu- alkio
kumédrad N(B). joukko

Olkoot Ay, As, ..., A, airellisen monen alkion muodostamia joukkoja. Jos
joukoissa on yhteisid alkioita, ts. ne leikkaavat toisiaan, joukkojen unioniin  unioni
kuuluvien alkioiden mé#raa laskettaessa joudutaan ottamaan huomioon yh-

teisten alkioiden lukuméarat. leikkaus

Kahden joukon A;, A, tapauksessa tulos on yksinkertainen:

N(A; U Ag) = N(A;) + N(Ay) — N(A; N Ay).

Kolmen joukon tapauksessa tulos on myo6s péaateltavissa kuviosta:

N(A; U AU Aj)
= N(A1)+ N(A2) + N(A3) = N(A; N Ay) — N(A2 N Az) — N(As N Ay)
+ N(A; N AN A3).

Joukkojen méadrdn kasvaessa tilanne tulee monimutkaisemmaksi, mutta

edeltéd ilmeneva periaate on yleistettavissd summamerkintaéd kdyttéien: summamerkint3
N(A;U...UA,)
= > NAY - D NANA)+ DY NANANA)—...

1<k<n 1<j<k<n 1<i<j<k<n

+ (=" IN(A; N...NA,).
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Binomi- ja multinomikertoimet 1/4
ESITIEDOT:
KATSO MYOS: polynomit, lukumééran laskeminen

Kertoma

n ensimmaéisen luonnollisen luvun tulo on n-kertoma; tata merkitdan huu-
tomerkin avulla:
n=1-2-3-...-n.

Lisdksi asetetaan 0! = 1.
Esimerkiksi 6! =1-2-3-4-5-6 = 720.

Kertomafunktio f : N — N, f(n) = n! kasvaa erittdin nopeasti argumentin
n kasvaessa. Esimerkiksi

40! = 815915283247897734345611269596115894272000000000,

missé on 48 numeroa; 100! on suuruusluokaltaan 101°%,
Suuria kertomia voidaan arvioida Stirlingin kaavalla:

n!l~n"e"V2mn.

(James Stirling oli englantilaissyntyinen Venetsiassa toiminut professori, jo-
ka julkaisi kaavan vuonna 1730.)

Kertomafunktion yleistyksend on gammafunktio I'(z), joka positiivisilla re-
aaliarvoilla x mééritelldaan integraalilla

F(:E):/ e "t
0

ja jolle pétee n! = I'(n + 1), missd n on luonnollinen luku.
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Binomi- ja multinomikertoimet 2/4
ESITIEDOT:
KATSO MYOS: polynomit, lukumééran laskeminen

Binomikertoimet

Binomikertoimeksi kutsutaan lauseketta

() ==

missd n ja p ovat kokonaislukuja jan > 0,0 < p < n.

Kombinatoriselta kannalta kerroin (") osoittaa, miten monella tavalla n
olion joukosta voidaan valita p oliota, ts. montako p-kombinaatiota n oliosta
voidaan muodostaa.

Kertoimet esiintyvét myos binomikaavassa

(z+y)" = i (Z) " ryP,

p=0
jonka avulla voidaan kehittdd binomin z + y potenssit.

Niilla kahdella ndkokulmalla on selvd yhteys. Binomin potenssi voidaan
kirjoittaa

(z+y)" =(+y)z+y).. (z+y),
missa tekijoitd x + y on siis n kappaletta.

Summien kertominen voidaan ajatella tapahtuvaksi siten, ettd poimitaan
kaikilla mahdollisilla tavoilla jokaisesta tekijastd (r + y) aina yksi termi
ja ndmi kerrotaan keskendén; lopuksi saadut tulot lasketaan yhteen. Siten
esimerkiksi tapauksessa n = 3 saadaan xxx +xxy 4+ ryr +ryy +yrr +yry +
yyx + yyy. Yleisesti termejd on 2" kappaletta.

Termeissé on kuitenkin samanmuotoisia, jotka voidaan yhdistéda. Edelld ole-
va lauseke saa talloin muodon 2 + 322y + 3zy? + y>. Yleisessi tapauksessa
muotoa xPy" P olevien termien lukumé&ira ratkeaa sen mukaan, monellako
tavalla n tekijistd (x + y) voidaan poimia ne p kappaletta, joista valitaan
termiksi x; muista valitaan termiksi y. Kombinaatiotarkastelujen perusteella
nédiden lukumééri on juuri (;), jolloin paadytadn binomikaavaan.
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Binomi- ja multinomikertoimet 3/4
ESITIEDOT:
KATSO MYOS: polynomit, lukumééran laskeminen

Pascalin kolmio

Mekaaninen lasku (kertomia kdyttéden) osoittaa, ettd binomikertoimien véa-

lilla vallitsee yhtalo
(" )=020)+6)
- + )
p p—1 p

Jos kertoimet kirjoitetaan riveille siten, etta rivilla n ovat perdkkéin luetel-

tuina kertoimet (g), kun p =0,1,...,n, saadaan ns. Pascalin kolmio:

Binomikertoimien vélinen yhtélo merkitsee, ettd seuraavan rivin kertoimet binomikaava
saadaan laskemalla yhteen kaksi viistosti yldpuolella olevaa. Pascalin kol-

mion avulla voidaan siis helposti laskea binomikertoimet kayttdmétta ker-

tomaan perustuvia lausekkeita.
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Binomi- ja multinomikertoimet 4/4
ESITIEDOT:
KATSO MYOS: polynomit, lukumééran laskeminen

Multinomikertoimet
Binomikertoimien yleistyksend ovat multinomikertoimet. Naiden lauseke on
n!
pilpal o pw!”
missé p; + po + ... + Py = n. Jos m = 2, ndmé antavat binomikertoimet.

Multinomikertoimet ilmaisevat, miten monella tavalla n alkion joukko voi-
daan jakaa m osajoukkoon, joiden alkioiden lukumé&érédt ovat py, po, ...,
Pm-

Binomikaavaa vastaa multinomikaava

n!

Ti+ T+ ...+, = -
(71 2 ) Z pilpa!. . ol

p1t+p2+...+pm=m
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Todennikoisyyslaskenta 1/7
ESITIEDOT: joukko-oppi, lukumééran laskeminen, funktiokasite
KATSO MYOs: tilastomatematiikka, todennikoisyysjakaumat

Todennékoisyyslaskennan peruskisitteet

Todenndkoisyyslaskennassa tarkastelun kohteena ovat satunnaisilmiot. Esi-
merkkejé téllaisista ovat tavallisen kuusitahkoisen nopan heitto ja vaikkapa
tikan heitto tauluun.

Kaikki ilmioén mahdolliset tulokset muodostavat joukon €2, jota kutsutaan
otosavaruudeksi. Nopan tapauksessa tamé on joukko {1,2,3,4,5,6} vasta-
ten heiton tuloksena saatavia silmélukuja. Tikanheitossa tulokset ovat sopi-
vassa koordinaatistossa ilmoitettuja koordinaattipareja (x,y), jotka ilmaise-
vat, mihin pisteeseen tikka osuu. Luontevaa on valita tikkataulun keskipis-
te origoksi ja yksikoksi senttimetri. Otosavaruudeksi voidaan télloin ottaa
xy-taso, vaikka kaikki sen pisteet eivit varmasti olekaan mahdollisia heitto-
tuloksia.

Otosavaruuden alkioita kutsutaan alkeistapauksiksi.

Tapahtumalla tarkoitetaan otosavaruuden 2 osajoukkoa. Nopanheitossa se
voi olla esimerkiksi tulos ’vihintddn 37, ts. joukko {3,4,5,6}; tikanheitossa
alle 5 senttimetrin pidhin keskipisteesti eli {(x,y) | 22 + y* < 25}.

Jokaiseen tapahtumaan liitetdén todenndkoisyys P, so. funktio, jonka argu-
mentteina ovat em. osajoukot. Talld tulee olla seuraavat ominaisuudet:

e 0 < P(A) <1, olipa A mikd tahansa tapahtuma.
e P(Q2) =1 eli ns. varman tapahtuman todennékoisyys on = 1.

e P(AUB) = P(A)+ P(B), jos ANB =0, ts. jos A ja B ovat erillisi.

Funktio P kuvaa tapahtuman todennékoisyyttéd: mita lahempéand P(A) on
arvoa 1, sitd todenndkoisempi on tapahtuma A.

Eo. ominaisuuksien seurauksena on mm. komplementtitapahtuman A=0\A
todennékoisyytta koskeva saanto: Koska P(A)+P(A) = P(AUA) = P(Q) =

1, on P(A) = 1 — P(A). (Todennékdisyyslaskennassa kéytetddn yleensi
merkintid A joukko-opillisen komplementin merkinnin CA sijasta.)

Eo. ominaisuudet eivat méaras funktiota P, vaan ainoastaan asettavat sille
tietyt jarkevyysvaatimukset. Funktion madrittdminen kussakin yksityista-
pauksessa edellyttda jotakin lisdtietoa ilmiosté.

Hieman tédsméllisempéaan muotoon Kkirjoitettuina funktiolta P vaadittavia
ominaisuuksia kutsutaan Kolmogorovin aksioomiksi todennéikoisyyslasken-
nan perusteita tutkineen neuvostoliittolaisen matemaatikon Andrei Nikola-
jevits Kolmogorovin (1903 — 1987) mukaan.
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Todennikoisyyslaskenta 2/7
ESITIEDOT: joukko-oppi, lukumééran laskeminen, funktiokasite
KATSO MYOs: tilastomatematiikka, todennikoisyysjakaumat

Todennikoisyysfunktio P

Monissa alkeellisissa todennékoisyyslaskennan probleemoissa otosavaruus
on luonnollista valita siten, ettéd alkeistapauksia on d&rellinen méaré ja nii-
td on perusteltua pitdd yhtd todennékoisiné. Jos alkeistapausten lukuméara
on n, on jokaisen alkeistapauksen e, todennékoisyys talloin P(e,) = 1/n,
k=1,2,...,n.

Esimerkiksi heitettéiesséa virheetontd noppaa tarkoittaa 'virheettomyys’ sité,
ettd kaikki silméluvut ovat keskendéan yhtd todennédkoisia. Alkeistapauksia
on siten kuusi: ’heiton tuloksena on yksi’, ’heiton tuloksena on kaksi’, jne.
ja jokaisen todennikoisyys on 1/6, esimerkiksi P({2}) = 1/6. Erillisten
tapahtumien unionia koskeva sdanto antaa talloin esimerkiksi tapahtuman
'heitto antaa véhintdédn 3’ todennikdisyydeksi

4 2

P({3,4,5,6}) = P({3}) + P({4}) + P({5}) + P({6}) = 4- é =573

Taméantyyppisissé esimerkeissé todennikoisyys voidaan luonnehtia tapah-
tuman kannalta suotuisien alkeistapausten ja kaikkien alkeistapausten lu-
kuméérien suhteeksi. Tatd luonnehdintaa kutsutaan klassiseksi todennakoi-
syydeksi.

Alkeistapausten symmetrisyys ei kuitenkaan valttamétta merkitse sité, etté
ne olisivat yhtéd todennékéisia. Jossakin mielessé esimerkiksi poikien ja tyt-
tojen syntyminen on symmetristd, mutta tilastojen mukaan poikia kuiten-
kin syntyy hieman enemmaén kuin tyttéja. Talloin on luontevaa maéaarittaa
todennékoisyysfunktio P tilastollisen frekvenssin perusteella, so. méaritta-
malla riittdvan pitkéltd ajanjaksolta syntyvien poikien ja tyttojen prosent-
tiosuudet. Suomalaisten tilastojen perusteella saadaan télloin P(poika) ~
0.51 ja P(tyttd) ~ 0.49.

Téllaisessa tilanteessa puhutaan todennékoisyyden frekvenssitulkinnasta.

Tikanheittoon liittyvien todennékoisyyksien méaérittdminen ei ole yhté help-
poa. Ne ilmeisesti riippuvat myos heittdjasta. Maarittdminen voisi tapahtua
frekvenssitulkinnan mukaisesti pitkédn heittosarjan pohjalta. Télloin jollakin
tavalla tilastoitaisiin tietyn heittédjin saamat tulokset ja ndiden avulla luon-
nehdittaisiin hénen todennédkdisyysjakaumansa. Luonnehdinnan tulisi olla
sellainen, ettd sen avulla voidaan ainakin jollakin tarkkuudella méaarittaa
esimerkiksi todennékoisyys, ettd tikka osuu kahdeksikkoon taulussa ylos-
péin osoittavassa 45 asteen sektorissa.
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Todennikoisyyslaskenta 3/7
ESITIEDOT: joukko-oppi, lukumééran laskeminen, funktiokasite
KATSO MYOs: tilastomatematiikka, todennikoisyysjakaumat

Esimerkkeji kombinatorisesta todennikdisyyslaskennasta

Mikéli alkeistapauksia on #darellinen méaédrd ja on perusteltua pitdd niité
yhta todennédkoisind, johtaa todenndkoisyyksien laskeminen usein erilaisten
kombinaatioiden lukumaéaérien laskemiseen.

1) Arpajaisissa on 100 arpaa, joista kymmenen on voittoarpoja. Henkilo
ostaa viisi arpaa. Milld todennéakoisyydelld hédn saa ainakin yhden voiton?

Alkeistapauksia olkoot 100 arvan joukosta poimitut viiden arvan kombinaa-
tiot. Néitd on kaikkiaan (120) = 75287520. Kombinaatioita on perusteltua
pitdd yhtd todennékdisind, jolloin tietyn kombinaation todennikoisyys on

1/('Y) = 1/75287520.

Tapahtuma, jonka todennékdisyyttd kysytdén, on A = "ainakin yksi voitto’.
Tamén komplementtitapahtuma on A = ’ei yhtéén voittoa’. Tapahtumaan

A kuuluvia kombinaatioita on (950) = 43949268 kappaletta ja siis

_ 1
P(A) = 43949268 - —————— ~ 0.584.
(4) 75287520

Todennékoisyys saada ainakin yksi voitto on siis P(A) = 1— P(A) ~ 0.416.

2) Hyvin sekoitetusta korttipakasta vedetdén nelji korttia. Milla todenné-
koisyydelld ne ovat eri maita?

Keskenéén yhté todennékoisié alkeistapauksia ovat 52 kortin pakasta otetut
neljan kortin kombinaatiot, joiden lukumé&éra on (542). Jokaisen kombinaa-
tion todennékaisyys on siis 1/ (542). Eri maita olevien kombinaatioiden mé&ara
on 13*, koska jokaisesta maasta kortti voidaan valita 13 tavalla. Todenni-
koisyys on siten

13%. ~ 0.105.

(%)
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Ehdollinen todennikdéisyys

Tiettyyn ilmicon liittyvan todennékoisyysfunktion P maéaérittdmisen ohje-  funktio
nuorana voidaan todennékoisyyden frekvenssitulkinnan mukaisesti pitaé ti-
lastollisia kokeita. Haluttaessa méaérittdd todennékoisyys tapahtumalle B,
kun tapahtuma A on sattunut, on luonnollista suorittaa koesarja ja las-
kea tapaukset, joissa sattuu A ja joissa sattuu sekd A ettd B. Jos ndiden
lukuméérét ovat n(A) ja n(A N B), todennékoisyyttd approksimoi suhde

tilastotiede
(matemaattinen)

n(ANB) n(ANDB)/N

n(A) n(A)/N

missd N tarkoittaa sarjan kokeiden kokonaismédrdéd. Lausekkeen oikean
puolen voidaan tulkita approksimoivan tapahtumien A N B ja A toden-
nékoisyyksien suhdetta P(AN B)/P(A).

FEhdollinen todenndkdisyys P(B|A) tapahtumalle B, kun tapahtuma A on
sattunut, méaaritellidn tdmén johdosta asettamalla

P(B|A) = %.

Esimerkkina olkoon seuraava:

Hyvin sekoitetusta korttipakasta vedetdén perdkkéin kaksi korttia. Ensim-
méinen osoittautuu dssiksi. Milld todennékoisyydelld toinenkin on &ssi?

Kahden kortin variaatioita on 52 - 51 = 2652 kappaletta. On luonnollista variaatio
pitdd néitd yhtd todenndkoisind, jolloin jokaisen todennikoisyys on 1/2652.
Tarkoittakoon A tapahtumaa ’ensimmaéinen kortti on &ssé, toinen mika ta-

hansa’ sekd B tapahtumaa ’'toinen kortti on &ssé, ensimmaéinen miké ta-

hansa’. Tapahtumia A ja A N B vastaavien korttiparien lukuméérit ovat

4-51 =204 ja4-3 =12, jolloin vastaavat todennékoisyydet ovat

11 1 1
P(A)=204- —— =~ ja P(ANB)=12- —— = —
(4) 252~ 13 0 I ) 2652 221

Kysytty ehdollinen todennékéisyys on talloin

P(ANB) 13 1

PO ==py “m1~ 1

~ 0.059.
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Tapahtumien riippumattomuus

Tapahtumat A ja B ovat riippumattomat, jos P(B|A) = P(B), ts. jos ta-
pahtuman B todennékoisyys ei riipu siitéd, onko A sattunut vai ei.

Yhdistamélla tédhan ehdollisen todennékoisyyden maéritelmé, saadaan riip-
pumattomille tapahtumille kaava P(AN B) = P(A)P(B).

Esimerkkiné olkoon ehdollisen todennékoisyyden laskeminen sille, etté toi-
sessa nopanheitossa saadaan kuutonen sen jialkeen, kun ensimmaéisen heiton
tuloksena on ollut kuutonen:

Alkeistapauksia ovat kahdessa heitossa saatavat mahdolliset silmélukuparit.
Naiita on 6-6 = 36 kappaletta ja niitd on perusteltua pitdéd yhtéd todennékoi-
siné jokaisen todennikoisyyden ollessa 1/36. Jos A tarkoittaa tapahtumaa
‘ensimmaéinen heitto antoi kuutosen (ja toinen mitd tahansa)’ ja B tapah-
tumaa ’toinen heitto antoi kuutosen (ja ensimméinen mita tahansa)’, on

1 1 1
P(A)=6-—=-, P(ANB)=—.
(4) =6 36 6 (AN B) 36
Ehdollinen todennikoisyys on siis
P(AnB) 1
P(B|A) = ——— = —.

Tamé& on sama kuin P(B), kuten luonnollisesti pitdd ollakin, koska perét-
taiset nopanheitot eivat milldén tavoin riipu toisistaan.

Koska samaa koetta toistettaessa peréttiiset toistot ovat toisistaan riip-
pumattomia, voidaan niiden todennikoisyyksid laskea helposti: Jos A tar-
koittaa tapahtumaa ’ensimméinen nopanheitto antaa enintédéan kolmosen’ ja
B tapahtumaa ’toinen heitto antaa vihintddn kolmosen’, on todennékoi-

syys saada ensimmaiselld heitolla 1, 2 tai 3 ja toisella 3, 4, 5 tai 6 kaavan
3 4 1
P(AN B) = P(A)P(B) mukaisesti 553
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Stokastinen muuttuja

Otosavaruudessa (2 médritelty funktio on stokastinen muuttuja eli satun-
naismuuttuja. Yleensd tdma on reaaliarvoinen.

Kahta noppaa heitettéessi otosavaruus €2 muodostuu pareista (m, n), missi
m ja n ovat heiton tuloksena saadut silméluvut, ts. m ja n saavat toisistaan
riippumatta arvot 1, 2, 3, 4, 5, 6. Esimerkki stokastisesta muuttujasta on
ndiden summa: X (m,n) = m + n. Stokastinen muuttuja (siis funktio) X
saa talloin ddrellisen monta arvoa: 2, 3, ..., 12.

Heitettéessa tikkaa tauluun voidaan otosavaruudeksi €2 ottaa xy-taso, jon-
ka origo sijaitsee taulun keskipisteessd. Alkeistapaukset eli otosavaruuden
alkiot muodostuvat koordinaattipareista (z,y), jotka kuvaavat tikan osu-
miskohtaa. Eréds stokastinen muuttuja on osumiskohdan etéisyys taulun
keskipisteestd: D(x,y) = /2% + y2. Muuttujan D arvoja ovat kaikki ei-
negatiiviset reaaliluvut.

Edellisessé esimerkissé on kyseessa diskreett: stokastinen muuttuja, koska se
saa vain erillisid arvoja. Jalkimmaéisesséd tapauksessa muuttuja on jatkuva.

Stokastisten muuttujien argumentit on yleensé tapana jéttéaa kirjoittamatta.
Esimerkiksi merkintd X = x tarkoittaa, ettd stokastinen muuttuja X saa
arvon .

Noppaesimerkissid merkintd {X = 5} tarkoittaa otosavaruuden osajoukkoa
eli tapahtumaa {(m,n) € Q | X(m,n) = 5}. Vastaavasti tikanheittoesi-
merkkiin liittyvé joukko {D <5} = {(x,y) € Q| D(x,y) < 5} on tapahtu-
ma.

Stokastisten muuttujien saamiin arvoihin liittyvien todennikdéisyyksien tar-
kastelu johtaa tilastollisten jakaumien tarkasteluun.

Seuraavissa kuvissa on kahden nopan heittoon liittyva otosavaruus ja funk-
tion X (m,n) = m+n sen eri osissa saamat arvot sekd todennékoisyysfunk-
tion p(z) = P({X = z}) kuvaaja.

A PA
6/36.-
6/ 7[S[9NOT112 5/36.
567891011 4/36—7
4[516] 781910 336
231456/7]8 36 ‘
12(30450617] | S
123456 2 345 67 8 9101112 =z

Kiveld, 9t niinkuin matematiikka, versio 1.12

funktio

kuvaaja

jakauma
(diskreetti)



Todennikoisyyslaskenta T/7
ESITIEDOT: joukko-oppi, lukumééran laskeminen, funktiokasite
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Todennékoisyyslaskennan historiaa

Todennékoisyyslaskennan historia alkaa 1600-luvulta, jolloin ranskalaiset
matemaatikot Pierre Fermat (1601 — 1655) ja Blaise Pascal (1623 — 1662)
kivivit kirjeenvaihtoa uhkapeleistd. (Kumpikaan ei kuitenkaan itse ollut
peluri.) Myohempid merkittavid nimid ovat sveitsildinen Jakob Bernoulli
(1654 — 1705), ranskalaissyntyinen, Englannissa elinyt Abraham de Moiv-
re (1667 — 1754) ja ranskalainen Pierre Simon de Laplace (1749 — 1827).
Jokaisella on ansioita myos muilla matematiikan aloilla. Laplace kiteytti to-
dennékoisyyslaskennan siihenastiset tulokset teokseensa Théorie analytique
des probabilités.

Todennékoisyys ymmaérrettiin téalldin ns. klassisena todennékoisyytené, jos-
sa — esimerkiksi jonkin korttipelitilanteen — todennékoisyys méaritellaan
suotuisien tapausten ja kaikkien tapausten lukuméérien suhteena. Tamé
edellyttdd, ettd pohjana ovat jotkin alkeistapaukset, joita on perusteltua
pitdéd keskenddn yhtd todennékoisinéd. Suotuisien tapauksien méaran laske-
minen johtaa télloin yleensd kombinatorisiin tehtéviin, minké johdosta to-
dennékoisyyslaskenta usein vieldkin mielletdén jonkinlaiseksi kombinaatio-
opiksi.

Matematiikassa 1800-luku merkitsi voimakasta kehitysta ja erityisesti abs-
traktimpaan késittelytapaan siirtymista. Késitteet pyrittiin maarittelemadn
aksiomaattisesti irrallaan sovelluksista, jolloin teoria muodosti oman itsenéi-
sen kokonaisuutensa. Télla saavutettiin se etu, ettd samaa teoriaa voitiin
soveltaa hyvinkin erilaisiin, mutta periaatteelliselta rakenteeltaan saman-
kaltaisiin ongelmiin.

Seurauksena oli, ettd klassisen todennékoisyyden késitettd ei endéd pidet-
ty riittdvana eikd todennékoisyyslaskentaa aina edes matematiikkana. Ti-
lanne muuttui 1900-luvun alkupuolella, jolloin my&s todennédkoisyyslasken-
ta sai aksiomaattisen perustansa. Todennékoisyysteorian perusteet kiteytti
neuvostoliittolainen matemaatikko Andrei Nikolajevits Kolmogorov (1903 —
1987) vuonna 1933 julkaistussa kirjoituksessaan.
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ESITIEDOT: todennikdisyyslaskenta, madrétty integraali
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Diskreetit jakaumat

Olkoon X diskreetti stokastinen muuttuja, joka saa erilliset arvot xy, xs, .. .,
z,. (N&itd voi olla myos ddretdon madrd: xy, missi k saa arvoikseen kaikki
luonnolliset luvut.)

Diskreetin stokastisen muuttujan jakauma, diskreetti jakauma, so. muuttu-
jan saamiin arvoihin liittyvét todennédkoisyydet voidaan maéaéritelld anta-
malla pistetodenndikdisyydet p; jokaiselle indeksille k:

Némé ovat > 0 ja niiden summa on ), py = 1.

Pistetodennékoisyydet voidaan graafisesti esittda pystysuorien janojen avul-
la. Esimerkiksi kahta noppaa heitettédessé pistelukujen summa on stokasti-
nen muuttuja, joka saa arvot 2, 3, ..., 12. Ndiden todennékoisyysjakauma
ilmenee seuraavasta graafisesta esityksesta:

P
6,36
5/36
4/36
3/36
2/36
1/36

] )
2 345678 9101112 =

Usein esiintyvé diskreetti jakauma on binomijakauma. Taméa kuvaa saman
kokeen toistamista, missé toistot ovat toisistaan riippumattomia ja kussakin
toistossa tuloksena on joko A tai tdmén komplementtitapahtuma A. Jos

néiden todennikoisyydet ovat P(A) = p ja P(A) = 1 — p, niin toistettaessa
koe n kertaa saadaan tulos A tdsmélleen k kertaa todennédkoisyydelld

n
DE = (k)pk(l —p)"* k=01,....n

Diskreetteja jakaumia on paljon muitakin.
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Jatkuvat jakaumat

Jatkuva stokastinen muuttuja X saa reaaliarvoja joltakin reaaliakselin vélil-
té [a, b] (tai mahdollisesti kaikki reaaliarvot). Talloin yksittdisen reaaliarvon
todennékoisyys on = 0, vaikka arvo ei olekaan mahdoton. Sen sijaan toden-
nikoisyys, ettd arvo osuu jollekin osavilille [c, d], on yleensd positiivinen.

Jatkuvan muuttujan X jakauma, ns. jatkuva jakauma méaaritelladn yleensé
tiheysfunktion f(x) avulla. Tamé on kaikkialla > 0 ja todenndkoisyys, etté
muuttujan X arvo on valilld [c, d], saadaan integraalista:

P(chgd):/df(m)dx.

Jos integroidaan satunnaismuuttujan kaikkien mahdollisten arvojen muo-
dostaman vilin yli (voidaan ajatella koko reaaliakselin yli), on kyseessé
varma tapahtuma ja siis [~ f(z)dz = 1.

Yksinkertainen esimerkki jatkuvasta jakaumasta on tasainen jakauma vé-
lilld [a, b]. TAmén tiheysfunktio on

1
k b
P un x € [a,b],
0 muulloin.
Yy
1 . .
b—a
>
a b T

Jatkuvia jakaumia on paljon muitakin; erityisen térked on normaalijakauma,
jota késitellddn edempéna.
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Kertyméfunktio

Diskreetin tai jatkuvan stokastisen muuttujan X kertymdfunktioksi kutsu-
taan funktiota F(x) = P(X < z). Koska kyseessd on todennikoisyys, on
0 < F(z) <1 kaikilla z. Funktio on kaikkialla kasvava (so. jos x; < xs, niin
F(z1) < F(x9); funktio voi siis olla paloittain vakio).

Diskreetin satunnaismuuttujan kertyméfunktio on porrasfunktio; esimerk-
kin& olkoon kahta noppaa heitettiessa saatavan pistesumman kertyméfunk-
tio:

0.57

234 56 7 8 9101112

>

Jatkuvan jakauman kertyméfunktiolle F'(x) ja tiheysfunktiolle f(z) pétee

F(a:)—P(ng)—/_x f(z)dux.

Jos tiheysfunktio on jatkuva, patee myos

Esimerkkiné jatkuvan satunnaismuuttujan kertyméfunktiosta olkoon valia
[a, b] vastaavan tasaisen jakauman kertyméfunktio:

0, kun z < a,
F(z) T8 Jma<z<b
T) = un a <
b—a’ - =7
1, kun x > .
Yy
1
a b ?
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Jakauman tunnusluvut
Erilaisia jakaumia pyritdan luonnehtimaan sopivilla tunnusluvuilla.

Téarkein néistd on odotusarvo, jota voidaan luonnehtia stokastisen muuttu-
jan saamien arvojen painotetuksi keskiarvoksi, jossa painoina ovat toden-
nékoisyydet.

Jos diskreetti satunnaismuuttuja X saa arvot xj todennédkdisyyksilla py,

odotusarvo on
E(X ) = E LEPk-
k

Jos jatkuvan satunnaismuuttujan tiheysfunktio on f(x), on odotusarvo

zﬂxy:/%$f@ﬁm.

oo

Tamakin on todennékoisyyksilla painotettu keskiarvo, kuten ndhdédan tar-
kastelemalla integraalia vastaavaa Riemannin summaa.

Esimerkiksi yhden nopan heitossa odotusarvo on

11, .1 1 1, 1
1-24+9.- T L= 1 _35.
cH2 B et a5 o6 =35

kyseessd on silméalukujen suora keskiarvo, koska kaikki pistetodennékéisyy-
det ovat samoja.

Binomijakauman ja vélid [a, b] vastaavan tasaisen jakauman odotusarvoiksi
saadaan

n b
n T a+b
k: kl_ n_k: ] d - .
k:E:O <k)p( p) np ja /ab—a r=—

Jakauman laajuutta — hajontaa — odotusarvon E(X) = p ympérilli voi-
daan mitata tarkastelemalla etdisyyttd |X — u| (joka itse on stokastinen
muuttuja). Tamén nelion odotusarvo on jakauman varianssi:

o? = B((X - pn)?).

Varianssin nelidjuuri o = /E((X — p)?) on jakauman keskihajonta.

Diskreetin ja jatkuvan jakauman tapauksessa varianssille voidaan johtaa
lausekkeet

o’ = (mx—p)’p  ja o7 = /_Oo (x — p)*f(x)de.

k o0

Néiden avulla saadaan esimerkiksi binomijakauman varianssiksi np(1 — p)
ja tasaisen jakauman varianssiksi (b — a)?/12.
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Normaalijakauma

Jatkuvista jakaumista tiarkein on normaalijakauma. Sité tarvitaan sekd mo-
nissa sovelluksissa etté teoreettisissa tarkasteluissa kuvaamaan ilmioité, jois-
sa keskialueen arvot ovat tietylla tavalla todenndkodisempié kuin kummankin
aaripadn arvot.

Standardinormaalijakauman tiheysfunktio on

1 2
. —z?/2
r) = e , z€R
() NGr
Tamén kuvaajaa kutsutaan Gaussin kellokdyrdksi. Gauss

Y
0.5

S S >

1 1 x

Standardinormaalijakauman kertyméfunktio on

1 * 2
O(z) = \/_2_7T/ e 2 at,

missé integraalia ei voida laskea tavallisten alkeisfunktioiden avulla. Useat integraalifunktio
tietokoneohjelmat kuitenkin kykenevit laskemaan funktiolle ®(z) numeeri- alkeisfunktio
sia arvoja. Nditd on myos taulukoituina.

Yy
1

>
X

Standardinormaalijakauman odotusarvo on 0 ja keskihajonta 1.

Normaalijakaumasta kaytetddan usein myos yleistd muotoa, jossa odotusarvo
on = u ja keskihajonta = . Tiheysfunktio ja kertyméfunktio ovat télléin

1 2 /(902 1 T — U
— —(z—p)?/(20%) _
T e
/(@) V2ro USO( o )

o -
F(z) = QM/ e~/ gt — @ (x . “) .
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Tilastodata

Tilastojen pohjana on jollakin johdonmukaisella tavalla kerdtty jotakin il-
miotd koskeva data (tiedot). Esimerkkejd ovat tuhannelta hengeltd kysyt-
ty poliittinen puoluekanta, koululuokan matematiikan kokeen arvosanat ja
joukko-osaston alokkaiden pituudet.

Data voi olla diskreettid, jolloin vain tietyt arvot tulevat kysymykseen (puo-
luekanta, arvosanat), tai jatkuvaa, jolloin periaatteessa miké tahansa jolla-
kin vililld oleva reaaliarvo on mahdollinen (ihmisten pituudet). Data voi olla
numeerista (arvosanat, pituudet) tai nominaalista (puolueiden nimet). Jél-
kimmaéisessé tapauksessa se voidaan koodata numeeriseen muotoon, mutta
koodaus ei (vilttaméttd) merkitse jarjestyksen muodostamista: vaikka puo-
lueille annettaisiinkin numerot, ndmé tuskin kuvaavat puolueiden sijoittu-
mista vaikkapa oikeisto-vasemmisto -akselille.

Diskreetin datan tapauksessa voidaan jokaiselle data-arvolle laskea sen frek-
venssi: montako kertaa arvo esiintyy datassa. Jatkuva data voidaan ensin
luokitella (esimerkiksi sijoittaa ihmisten pituuksien arvot viiden senttimet-
rin pituisille vileille) ja tdmén jilkeen muodostaa luokkien frekvenssit.

Frekvenssit voidaan esittdd havainnollisessa muodossa erilaisina diagram-
meina. Tavallisimpia ovat pylvisdiagrammit eli histogrammit, joissa esite-
tadn yleensé absoluuttiset frekvenssit, ja piirakkadiagrammit, joista ilmene-
vit frekvenssien suhteelliset osuudet kokonaisuudesta.

Jos data esittéad ilmion kehitystd ajan mukana, ts. kyseessé on atkasarja, voi-
daan ilmictd kuvata ajan funktiona. Argumenttina vaaka-akselilla on talloin
aika.

Esimerkkejé seuraavassa.
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ESITIEDOT:
KATSO MYOs: todennikoisyyslaskenta, todennékoisyysjakaumat, keskiarvo

Tilastodatan esittiminen

Esimerkkiné pylvés- ja piirakkadiagrammista olkoon Teknillisen korkeakou-
lun erdédn matematiikan peruskurssin arvosanajakauma. Pylvisdiagrammis-
sa on vaaka-akselilla eri arvosanat (0 = hylatty, huonoin hyviksytty 1, paras
5); pystyakselilla ovat eri arvosanan saaneiden opiskelijoiden absoluuttiset
méaarat. Piirakkadiagrammista ilmenevét eri arvosanojen suhteelliset osuu-
det havainnollisesti.

70 _—
60 - 1
50 |

40
30 V
20

10

0123435

Suomen vikilukudata muodostaa aikasarjan. Alla on véakiluvun kehitysta
1900-luvulla kuvaava funktio. Pystyakselilla on vikiluku miljoonina.

5.0 —
4.5 —
4.0 —
3.5

3.0 7

2.5\\\‘\\\‘\\\‘\\\‘\\
1900 1920 1940 1960 1980
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ESITIEDOT:
KATSO MYOs: todennikoisyyslaskenta, todennékoisyysjakaumat, keskiarvo

Datan tunnusluvut

Datasta voidaan my6s muodostaa tunnuslukuja, jotka kuvaavat joitakin sen
oleellisia piirteitd. Tavallisimmat ovat seuraavat:

e Moodi on se datassa esiintyva arvo, jota on lukumééariisesti eniten.
Kaytto tulee kysymykseen vain diskreetin datan tapauksessa. Esimer-
kiksi kannatukseltaan suurin puolue tai yleisin koearvosana.

e Mediaani on suuruusjirjestykseen asetetun datan keskimméinen arvo
(tai jos arvoja on parillinen mé#éré, kahden keskimméisen keskiarvo).
Télloin datan tulee olla numeerista.

o Keskiarvo voldaan laskea numeerisesta datasta. Jos data muodostuu
luvuista x1, xs, . . ., x,, ndiden keskiarvo on

e Keskihajonta kuvaa datan keskimé&érdistd poikkeamaa keskiarvosta.
Todennékoisyyslaskennan teoriaan liittyvistd syistd lasketaan poik-
keamien nelividen keskiarvon nelijuuri:

n

n n 2
1= 2[5  (550)
k=1 k=1

k=1
Jalkimmaéinen lauseke on toisinaan edellistd kdtevampi, koska téalloin

sekéd keskiarvon ettd keskihajonnan laskemista varten tarvitaan ai-
noastaan datassa olevien lukujen summa ja nelididen summa.

Keskiarvon ja keskihajonnan lausekkeet voidaan esittdd myos frekvenssien
avulla. Namé johdetaan melko helposti edelld esitetyisté.
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KATSO MYOs: todennikoisyyslaskenta, todennékoisyysjakaumat, keskiarvo

Matemaattinen tilastotiede

Tilastodatan perusteella pyritdéan usein tekeméin johtopaitoksia laajem-
masta joukosta, kuin mistd data on keratty. Esimerkiksi puolueiden kanna-
tusta dénioikeutetun vieston keskuudessa arvioidaan haastattelemalla tuhat
sopivasti valittua henkil6é; tietyn ikédisen miespuolisen vieston pituusjakau-
maa tutkitaan mittaamalla osa asevelvollisten kutsuntoihin osallistuvista;
hehkulamppujen kéyttoikdjakaumaa arvioidaan polttamalla loppuun varsin
rajoitettu osa tuotannosta.

Tyypillisté téllaisissa tilanteissa on, ettd koko joukkoa — tarkasteltavaa po-
pulaatiota — ei voida tutkia joko tutkimuksen hankaluuden tai kalleuden
tahden, sen takia ettd tutkimus tuhoaa populaation (hehkulamput), siksi
ettd halutaan selvittdd jokin yleinen ominaisuus rajallisella méaralla tois-
tettavia kokeita tai jostakin muusta téllaisesta syysté.

Télloin muodostetaan koko populaatiosta otos, so. tutkitaan vain rajallista
madrdd populaation yksiloitda ja pyritddan tédten saadun datan avulla teke-
méadn yleisid johtop#adtoksid. Otos valitaan jollakin satunnaismenettelylla
siten, ettd systemaattisia virheité ei synny. Kaytossd on useita erilaisia me-
netelmia.

Koko populaation tutkimisessa otoksen avulla on pohjana matemaattinen
tilastotiede, joka perustuu todennékoisyyslaskentaan.
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ESITIEDOT:
KATSO MYOs: todennikoisyyslaskenta, todennékoisyysjakaumat, keskiarvo

Estimointi

Matemaattisen tilastotieteen perusprobleema on tutkittavaan ilmioon liit-
tyvéin todennékoisyysjakauman tunnuslukujen méaarittdminen.

Olkoon tarkasteltavana ilmio, jonka oletetaan luonteensa perusteella nou-

dattavan jotakin todennékéisyysjakaumaa, mutta jotkin jakauman paramet-

rit — esimerkiksi tiheysfunktion lausekkeessa olevat vakiot — ovat tunte- tiheysfunktio
mattomia. Naiden madrittdmiseksi voidaan muodostaa otos, jonka avulla

pyritdén arvioimaan eli estimoimaan parametreille sopivat arvot.

Esimerkiksi voidaan olettaa, ettd ihmisten pituudet noudattavat normaalija-

kaumaa, mutta tdmén odotusarvo p ja keskihajonta o ovat tuntemattomia. J(?];Lr:;]:“_)

Mittaamalla sopivasti valittu ihmisjoukko (otos), voidaan ndmé estimoida. dot
oqaotusarvo

Jos otosdataa merkitdan i, xo, ..., x,, saadaan todennakdisyyslaskennan keskihajonta

teorian perusteella odotusarvon estimaatiksi (jakaumasta riippumatta) 0tos-  todenniksisyyslaskenta
keskiarvo
summamerkinta

Keskihajonnan estimaatti on vastaavasti otoskeskihajonta

n

1
5 — _ )2
§= n—lg(xk 7).

k=1

Taméa poikkeaa koko datan keskihajonnasta s siten, ettd summamerkin edes-
sd on jakajana n — 1 havaintojen lukuméaérén n sijasta.

Tuntemattomat parametrit voivat olla muunkinlaisia. Niiden estimaateille
johdetaan vastaavantyyppiset lausekkeet todennékoisyyslaskennan teorian
avulla.
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KATSO MYOs: todennikoisyyslaskenta, todennékoisyysjakaumat, keskiarvo

Tilastollinen testaus

Jotakin ilmiota tutkittaessa siitd tehddan usein hypoteeseja ja tilastodatan
(otoksen) perusteella pyritadn padtteleméin, pitavitko hypoteesit paikkan-
sa. Tata sanotaan hypoteesien tilastolliseksi testaamiseksi.

T&lloin joudutaan varautumaan kahden eri lajin virheeseen: hypoteesi hy-
viksytddn, vaikka se on véérd; hypoteesi hylatiadn, vaikka se on oikea.

Todennikoisyyslaskennan teorian avulla suunnitellaan testi (otoksen koko,
sopivan testisuureen laskeminen), jolla hypoteesin voimassaolo voidaan tar-
kistaa siten, ettd kummankin lajin virheen todennékdéisyys saadaan riitta-
vén pieneksi.

Yksikertainen esimerkki on arpanopan virheettémyyden testaaminen. Hy-
poteesina on télléin, ettd eri silméluvut ovat yhtd todennékoisia. Noppaa
heitetdéin useita kertoja, jolloin saadaan joukko heittotuloksia. Naméa muo-
dostavat otoksen kaikista mahdollisista nopalla tehtévisté heitoista. Tilasto-
matemaattisena probleemana on méaarittaa riittava heittojen méadra ja muo-
dostaa heittotuloksista testisuure, jonka arvon perusteella voidaan paattaa,
onko hypoteesia pidettava oikeana esimerkiksi 99 prosentin varmuudella.

Toisena esimerkkiné olkoon tuote-erdn kelvollisuuden testaaminen: Tietty
osa tuotteista tutkitaan (miké voi merkitd niiden rikkomista) ja tulosten pe-
rusteella lasketaan arvo sopivasti muodostetulle testisuureelle. Téméan pe-
rusteella padtetddn, padstetddnko erd markkinoille vai ei. Todennékoisyys,
ettd virheellinen erd hyvéksytédn, on saatava riittdvan pieneksi. Toisaalta
virheettomén erén hylkdystodennékoisyys ei myoskéadn saa olla liian suuri.
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KATSO MYOs: todennikoisyyslaskenta, todennékoisyysjakaumat, keskiarvo

Korrelaatio

Tutkimuksen kohteena olevasta populaatiosta tai siitd muodostetusta otok-
sesta voidaan koota kahta eri ominaisuutta koskeva data. Téllaisia voivat
olla esimerkiksi jonkin koulun oppilaiden péa#stotodistusten matematiikan
ja A-kielen arvosanat. Halutaan selvittdé, millainen riippuvuus néiden vé-
lilld vallitsee: menestyviatko matemaattisesti lahjakkaat yleensé hyvin myos
kielissa vai keskittyvatko oppilaat jompaankumpaan toisen jéddessa vahem-
malle huomiolle.

Jos tarkastelussa on n oppilasta, joiden matematiikan arvosanat ovat
x1,T9,...,Ty, ja Kkieliarvosanat vastaavasti yi,ys,...,Yn, voidaan muo-
dostaa graafinen esitys, jossa pisteet (zx,yx), k = 1,2,...,n, sijoitetaan
xy-koordinaatistoon. Témé antaa jo jonkinlaisen kuvan tilanteesta.

Alla olevassa kuvassa on Teknillisen korkeakoulun matematiikan peruskurs-
sin ensimmaisen ja toisen vilikokeen tuloksista muodostettu graafinen esi-
tys. Ensimmaéisen vélikokeen tulokset ovat vaaka-akselilla ja toisen pystyak-
selilla.

25

20 |

15- o

10- °

5| b

I T I |
5 10 15 20 25
Nayttdaa ilmeiseltd, ettd valikoemenestysten vililla on positiivinen riippu-
vuus, ts. pisteet sijoittuvat nousevan suoran y = kx + b, k > 0, ymparille.

Tarkempi mitta riippuvuudelle on korrelaatiokerroin; ks. seuraavaa.
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KATSO MYOs: todennikoisyyslaskenta, todennékoisyysjakaumat, keskiarvo

Korrelaatiokerroin

Korrelaatiokerrointa laskettaessa kumpikin data ensin skaalataan sen kes-
kiarvolla ja keskihajonnalla, mink& jédlkeen muodostetaan parittainen tulo-
summa:

n — —
r—l Tp—T Yp—Y
nzkzl 54 sy

Téassé & ja y tarkoittavat kummastakin datasta laskettuja keskiarvoja, s, ja
s, ovat vastaavasti keskihajonnat. Lauseke voidaan saattaa myods muotoon

- n e Yk — (g @) (o pm Yr)
VS ad = (S ) n Sy — (T )’

jolloin tarvitsee laskea datasta vain summat, neliGsummat ja tulosumma.

)

Korrelaatiokerroin on aina vililld [—1, 1]. Sen merkin mukaan puhutaan po-
sititvisesta tai negatitvisesta korrelaatiosta. Mita ldhempénd ykkosta arvo
on, sitd vahvempaa on ominaisuuksien esiintyminen yhdessé. Lahelld arvoa
—1 oleva korrelaatiokerroin osoittaa vastaavasti, ettd ominaisuudet eivét
yleensé esiinny samanaikaisesti.

Vahvan positiivisen korrelaation sanotaan usein tarkoittavan ominaisuuk-
sien vilista riippuvuutta. Téasta ei kuitenkaan voida péaatelld, ettd ominai-
suuksien valilld olisi kausaalisuhde, ts. toinen olisi toisen syy. Kyse on vain
siitd, ettd ominaisuudet kidyttaytyvit samansuuntaisesti. Niilld saattaa esi-
merkiksi olla jokin kolmas ominaisuus yhteisené syyné.

Kun korrelaatiokerroin lasketaan otoksesta, joudutaan erikseen miettiméaan
sen merkitsevyyttd. Otoksen epdedustavuus tai pienuus saattaa johtaa sii-
hen, ettd esimerkiksi korrelaatiokertoimen arvon |r| < 0.5 ei voida katsoa
merkitsevésti poikkeavan nollasta.

Edellé olevassa Teknillisen korkeakoulun matematiikan peruskurssin véliko-
keita koskevassa esimerkissé vilikoemenestysten vilinen korrelaatiokerroin
on 0.61.
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KATSO MYOS:

Yleistid matematiikan merkinnoistia

Nykyéan kaytossa olevat matematiikan merkinnét ovat kehittyneet vuosisa-
tojen kuluessa eiviatkd monet niisté ole kovinkaan vanhoja. Varsin tavallista
on, ettd jonkin osa-alueen alkuperiisten ideoiden luoja ei lainkaan tuntisi
niitd merkintojé, joita kdyttden hdnen nimedidn kantavat tulokset nykyaan
esitetadn.

Esimerkiksi antiikin Kreikan geometriassa tarkasteltiin janojen pituuksien
keskinéisid suhteita, mutta ei ilmaistu néitd algebrallisin lausekkein kuten
nykyéaédn. Algebra levisikin arabimaista Eurooppaan vasta keskiajan lopulla.
Vield 1500-luvun algebralliset merkinndt — mm. potenssien merkintd —
poikkesivat nykyisesta.

[saac Newtonin tapa esittda differentiaali- ja integraalilaskenta 1600-luvun
lopulla ei aivan helposti avaudu nykyajan lukijalle erilaisten merkintéjen
ja osin késitteidenkin takia; alan perustavat merkintdtavat ovat perdisin
sen toiselta kehittdjialtd, Gottfried Wilhelm Leibnizilta. Suurimman osan
differentiaali- ja integraalilaskennan merkinnéista on kuitenkin vakiinnutta-
nut 1700-luvulla Leonhard Euler. Han on myo6s ottanut kéyttéon symbolit
7, e ja ¢ matematiikan tarkeille vakioille.

Varsinkin painetussa tekstissd noudatetaan nykyddan matematiikan merkin-
noissé tapoja, joiden tarkoituksena on jasentéé lausekkeet mahdollisimman
selvisti ja jo merkintédtavalla osoittaa, minké tyyppinen olio milloinkin on
kyseessa.

Esimerkiksi erilaiset muuttujat, vakiot ja tarkemmin maaraaméattomat funk-
tiot kirjoitetaan kursivoituina: = (—b++/0?> — 4ac)/(2a),  f(z). Standar-
difunktioiden nimet sen sijaan kirjoitetaan antiikvalla: sin z, log, =. (Johdon-
mukaista, mutta ei tavanomaista olisi lisitd ndihin sulut: sin(z), log,(z).)

Vektorit merkitdédn joko lihavoituina, a, tai merkitsemélld viiva tai nuoli
symbolin péélle, a, d.

Erikoistilanteissa kdytetdan myos esimerkiksi kaunokirjoitus-, fraktuura- tai
muita symboleja: A, $, R.

Kreikkalaiset kirjaimet ovat varsin laajassa kéytossd osoittamassa esimer-
kiksi kulmien suuruuksia tai usein skalaareja (vektorin vastakohtana).
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Kreikkalaiset kirjaimet

Kreikkalaisia kirjaimia on 24. Néistd omikron lienee ainoa, jota matematii-
kassa ei kiyteta.

pieni
kirjain

I NN X2 w R
[ M

=

N oM T >N T

iso
kirjain

DB RSHMUYTHOAQOUNZZRTODNEHD TW >

nimi

alfa
beeta
gamma
delta
epsilon
zeeta
eeta
theeta
ioota
kappa
lambda
myy
nyy
ksii
omikron
pii
rhoo
sigma
tau
ypsilon
fii

khii
psii
oomega
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Matematiikan osa-alueet

Perinteisesti matematiikka on tapana jakaa kolmeen osa-alueeseen: aritme-
titkka (luvuilla laskeminen), algebra (kirjaimilla laskeminen) ja geometria.
Aritmetiikan ja geometrian juuret ovat vanhassa ajassa, algebra on arabia-
laista syntyperaa.

Omaksi alakseen on 1700-luvulta l&htien erotettava (matemaattinen) ana-
lyysi, ts. differentiaali- ja integraalilaskenta. Myos trigonometriaa voidaan
pitda omana alueenaan 1500-luvulta ldhtien.

Téata jakoa on noudatettu koulumaailmassa 1960-luvulle saakka: Lasken-
non (aritmetiikan) jilkeen opiskeltiin algebraa ja geometriaa jossain méérin
erillisind oppiaineina. Myos trigonometria muodosti oman kokonaisuutensa.
Analyysia ei kouluissa opiskeltu kovinkaan laajalti ennen 1960-lukua.

Kun matematiikkaa tarkastellaan tieteenalana, on em. jako vanhentunut
viimeistddn viime vuosisadalla. Algebra ja geometria ovat sekoittuneet, lu-
kuteoria on itsendistynyt eika ole osa aritmetiikkaa, kokonaan uusia alueita
on syntynyt.

Matematiikkaa sellaisena kuin se téalla hetkelld on, kuvatkoon seuraava jaot-
telu, joka on periisin laajimmalle levinneestd matematiikan referaattilehdes-
td Mathematical Reviews, jossa lyhyesti esitellddn uudet tieteelliset julkai-
sut (artikkelit ja kirjat). Lehted julkaisee American Mathematical Society
(Yhdysvaltain matemaattinen yhdistys).
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Mathematical Reviews -lehden ylimmé&n tason ryhméjako

historia

matemaattinen logiikka

joukko-oppi

kombinatoriikka

jarjestysrelaatiot, lattiisit

yleiset algebralliset systeemit

lukuteoria

kuntateoria ja polynomit

kommutatiiviset renkaat ja algebrat

algebrallinen geometria

lineaarinen ja multilineaarinen al-
gebra, matriisit

assosiatiiviset renkaat ja algebrat

ei-assosiatiiviset renkaat ja algebrat

kategoriateoria, homologinen algebra

K-teoria

ryhmaéteoria

topologiset ryhmét, Lien ryhmaét

reaalifunktiot

mitta- ja integrointiteoria

kompleksimuuttujan funktiot

potentiaaliteoria

usean kompleksimuuttujan funktiot

erikoisfunktiot

tavalliset differentiaaliyhtalot

osittaisdifferentiaaliyhtalot

adrelliset differenssit, funktionaali-
yhtalot

jonot, sarjat, summautuvuus

approksimointi

Fourier-analyysi

abstrakti harmoninen analyysi

integraalimuunnokset, operaattori-
laskenta

integraaliyhtalot

funktionaalianalyysi

operaattoriteoria

variaatiolaskenta, optimaalinen s&é-
t6, optimointi

geometria

konveksi ja diskreetti geometria

differentiaaligeometria

yleinen topologia

algebrallinen topologia

monistot

globaali analyysi, analyysi monistoil-
la

todennékoisyyslaskenta,
prosessit

tilastotiede

numeerinen analyysi

tietojenkésittelytiede

massapistemekaniikka

kiinteiden kappaleiden mekaniikka

nestemekaniikka

optiikka, sihkomagneettinen teoria

termodynamiikka, 1l&mmon siirtymi-
nen

kvanttiteoria

statistinen mekaniikka, aineen raken-
ne

suhteellisuus- ja gravitaatioteoria

tahtitiede ja astrofysiikka

geofysiikka

taloustiede, operaatiotutkimus, peli-
teoria

biologia, kidyttaytymistieteet

systeemi- ja sddtoteoria

informaatio ja kommunikaatio

stokastiset
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Matematiikan varhaishistoria

Matematiikan historia alkaa muinaisesta Egyptistéd, Kaksoisvirranmaasta,
Intiasta ja Kiinasta. Kéaytannolliset tehtavit kuten kauppa, maanmittaus
ja hallinto vaativat laskutoimitusten suorittamista. Téata varten kehitettiin
sdantoja, mutta ndmé olivat mekaanisesti sovellettavia ohjeita, joiden pe-
rusteita ei yleensd pohdittu.

Matematiikka deduktiivisena tieteend — jossa uudet tulokset loogisesti paa-
telladn aiemmista — syntyi antiikin Kreikassa, jossa péddasiassa keskityttiin
geometriaan. Kreikan matematiikassa on erotettavissa kaksi vaihetta, var-
haisempi vuosien 600 — 100 eKr. valilld, myohaisempi valilla 100 — 400 jKr.
Edellinen keskittyi Aigeian meren &érelle, osittain Etela-Italiaan, jalkimméi-
nen Aleksandriaan. Kreikan matematiikalla tarkoitetaankin yleensé vanhal-
la ajalla kreikkalaisen kulttuurin piirissé eri puolilla Vélimerta harjoitettua
matematiikkaa.

Antiikin matematiikka hiipui viimeistddn 600-luvulla islamilaisten vallattua
Aleksandrian ja tuhottua sen kirjaston.

Keskiajalla matematiikan harjoitus kukoisti arabimaailmassa, aluksi 800-
luvulla Bagdadissa, myohemmin Persiassa ja Samarkandissa. Arabit omak-
suivat vaikutteita muinaisen Kaksoisvirranmaan aritmetiikasta, kreikkalai-
sesta geometriasta ja intialaisesta matematiikasta. Intiasta on peréisin kan-
talukuun 10 perustuva paikka- (positio-) jirjestelmé lukujen merkitsemises-
sé sekd numeromerkit, jotka tosin ovat muuntuneet moneen kertaan. Ara-
bikulttuurin piirissa alkoi algebran kehitys.

Arabikulttuurin saavutukset kulkeutuivat véhitellen my6s Eurooppaan.
1100-luvulta ldhtien kadnnettiin arabien ja myo6s antiikin kreikkalaisten
teoksia. Laajemmin antiikin perinnostd kiinnostuttiin renessanssiaikana
1400-luvulta lahtien.
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Matematiikan historia renessanssiajasta lahtien

Renessassiaikana Euroopassa tutustuttiin algebraan ja alettiin 1500-luvulla
kehittéd sitd edelleen. Se muotoutui télloin tehokkaaksi kalkyyliksi ja mah-
dollisti jo antiikin aikana késiteltyjen geometristen probleemojen uuden tar-
kastelun. Samaan aikaan kehittyi myos trigonometria.

1600-luku kytki lopullisesti algebran ja geometrian: syntyi analyyttinen
geometria (Descartes). Monet matemaatikot tutkivat mm. pinta-alanméd-
ritystd ja kéyrdn tangenttien asettamista, mikd vuosisadan lopulla johti
differentiaali- ja integraalilaskennan eli matemaattisen analyysin syntyyn
(Newton, Leibniz).

1700-luku merkitsi analyysin kehitystéd ja muokkaamista tehokkaaksi tyoka-
luksi (erityisesti Euler). Vuosisadan lopussa ranskalaiset vallankumousajan
matemaatikot saattoivat soveltaa analyysia jo moniin matemaattisen fysii-
kan probleemoihin.

1800-luvulla analyysin kehitys vei tarpeeseen paneutua huolellisemmin k&-
sitteiden madrittelyyn ja yleensidkin matematiikan perusteisiin, miké johti
abstraktiotason nousuun. Algebra, lukuteoria, geometrian perusteiden tut-
kimus kehittyivat voimakkaasti. Joukko-oppi ja matemaattinen logiikka syn-
tyivat. Alkoi myo6s kehittyd ndkemys matematiikasta logiikkaan pohjautu-
vana tyokaluna, joka tarjoaa abstrakteja malleja erilaisten luonnon- tai mui-
den ilmididen kuvaamiseen. Matemaatikkoja oli aiempaa enemmén ja uusia
osa-alueita syntyi. Tieteenalan yhtenéisyys — yksi henkil saattoi padpiir-
teissddn hallita alan — alkoi pirstoutua.

Kehitys on jatkunut samaan suuntaan 1900-luvulla.

1600-luvulta ldhtien on analyysin tutkimuksen rinnalla kehittynyt numee-
rinen laskenta. Sen juurina ovat trigonometria ja logaritmit, mutta 1800-
luvulta ldhtien on syntynyt suuri mééré erilaisia numeerisia tekniikkoja, ke-
hittdjind usein luonnontieteiden ja tekniikan alojen soveltajat eivétka niin-
kddn varsinaiset matemaatikot. Tietokoneiden kehityksen my6td numeeri-
nen analyysi on myos saavuttanut huomattavan korkean abstraktiotason ja
yhteydet muihin matematiikan aloihin.

Numeerisen analyysin ohella todennédkdisyyslaskenta on vihitellen kehitty-
nyt 1600-luvulta ldhtien. Se sai 1900-luvun alkupuolella tdsméllisen perus-
tansa, jolla on yhtymékohdat moniin muihin matematiikan osa-alueisiin.
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Vanha aika, ennen Kristusta

Thales Miletolainen n. 600 eKr. Kreikkalainen matemaatikko ja filoso-
fi, ilmeisesti varhaisin tunnettu ldnsimainen matemaatikko. Perehtyi mat-
koillaan Kaksoisvirranmaan ja Egyptin matematiikkaan ja ilmeisesti téaten
aloitti geometrian harrastuksen Kreikassa.

Pythagoras Samoslainen n. 580 — 500 eKr. Kreikkalainen matemaatik-
ko, filosofi ja lukumystikko. Matkusteli Kaksoisvirranmaassa ja Egyptissa,
keréisi myohemmin ympaérilleen koulukunnan Eteléd-Italian Krotonissa. Né-
mé pythagoralaiset tutkivat kokonaislukuja ja niiden suhteita seké 16ysivét
mm. viisikulmion sivujen ja lavistédjien véliset irrationaaliset suhteet.

Platon n. 428 — 348 eKr. Kreikkalainen filosofi, Sokrateen oppilas. Platonin
ajattelussa ja hianen yllapitaméassidan oppilaitoksessa Ateenan Akademeiassa
matematiikalla oli térked asema. Varsinainen uutta luova matemaatikko ei
Platon liene ollut.

Eudoksos Knidoslainen n. 408 — 355 eKr. Kreikkalainen matemaatik-
ko, Platonin Akatemian oppilas. Tutki suhteita ja verrantoja sekd maéaéritti
pinta-aloja ekshaustiomenetelmdlld. Tétd voidaan pitdd méaaratyn integraa-
lin perusidean ensimméisend esiintymisené.

Eukleides Aleksandrialainen n. 300 eKr. Kreikkalainen matemaatikko,
joka toimi Aleksandriaan perustetun koulun, Museionin, opettajana. Euklei-
des kirjoitti maailman kuuluisimman matematiikan oppikirjan Stoikheia, la-
tinaksi Elementa, suomeksi Alkeet. Kirja késittelee geometriaa. Pohjana on
edeltédvien vuosisatojen useiden kreikkalaisten matemaatikkojen tutkimus-
tulokset, mutta Stoikheia ei ole kokoomateos siihenastisesta matematiikas-
ta vaan pikemminkin alkeisoppikirja. Esityksen pohjana ovat aksioomat, ja
tulokset todistetaan néihin sekd aiemmin todistettuihin tuloksiin (teoree-
moihin) perustuen.

Arkhimedes n. 287 — 212 eKr. Syrakusalainen matemaatikko, fysiikan il-

mididen ja tekniikan tutkija. Kehitti ekshaustiomenetelméd edelleen; 16ysi
. 10 1 . . .o

luvulle 7 arvion 37 < 7 < 3z, jota tarkempi pystyttiin laskemaan vasta

1400-luvulla.

Eratosthenes Kyreneldinen n. 276 — 194 eKr. Kreikkalainen téhtitietei-
lijd ja matemaatikko, joka tunnetaan maapallon ympéarysmitan méaaritté-
misesta ja alkulukujen etsimiseen kaytetystd menetelmésté (Eratostheneen
seula).

Apollonios Pergeldinen n. 262 — 190 eKr. Aleksandriassa opiskellut ja
Pergamonissa vaikuttanut matemaatikko, joka kirjoitti kartioleikkauksia (el-
lipsejé, paraabeleja, hyperbeleja) kisittelevin kirjan Konika.
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Vanha aika, jilkeen Kristuksen

Heron Aleksandrialainen n. 60 jKr. Matemaatikko ja insinoori, joka laski
geometristen kuvioiden ja kappaleiden mittoja, pinta-aloja ja tilavuuksia.
Nékokulma on pikemminkin kaytédnnollinen ja poikkeaa siten klassisesta
kreikkalaisesta geometriasta.

Ptolemaios, Klaudios n. 150 jKr. Aleksandriassa tyoskennellyt tahtitie-
teilija ja matemaatikko. Merkittdvin teos on on arabialaisella nimelld&n tun-
nettu Almagest, jossa kehitetédén trigonometriaa lahinné téahtitieteen tarpei-
siin.

Diofantos Aleksandrialainen n. 250 jKr. Lukuteoriaa tutkinut matemaa-
tikko, pééteos Arithmetica.

Pappos Aleksandrialainen n. 300 jKr. Aleksandriassa vaikuttanut ma-
temaatikko, joka kirjoitti kommentaareja ja lisdyksid Eukleideen ja Apol-
lonioksen teoksiin. Néilld on myohemmin ollut merkityksensd geometrian
kehityksessé.
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Keskiaika

al-Khwarizmi, Muhammed ibn Musa n. 780 — 850. Arabimatemaatik-
kojen ns. Bagdadin ryhmé&an kuulunut matemaatikko ja téhtitieteilijé, joka
on merkittavasti vaikuttanut algebran kehitykseen, mm. ensimméisen ja toi-
sen asteen yhtéloiden ratkaisemiseen. Vaikutteet ovat perdisin Babylonian,
Persian, Intian ja Kreikan varhaisemmasta matematiikasta.

Omar Khaijam n. 1048 — 1122. Persialainen runoilija, matemaatikko ja
tahtitieteilijé, jotka ratkaisi toisen asteen yhtalon seké algebrallisesti etté
geometrisesti ja kehitti geometrisen ratkaisun kolmannen asteen yhtélolle.

Nasir ad-Din at-Tusi, Abu Gafar Muhammed ibn Muhammed 1201
—1272. Nimi kirjoitetaan myos muodossa Nasir Eddin. Maraghassa Persias-
sa tyoskennellyt matemaatikko, joka tutki erityisesti pallotrigonometriaa ja
paralleeliaksiooman todistusta.

Oresme, Nicole n. 1323 — 1382. Ranskalainen skolastikko, joka kehitti suh-
teiden ja verrantojen kayttoon pohjautuvan teorian, joka vastaa murtolu-
kupotenssien kdyttoda. Tutki muuttuvia suureita graafisten esitysten avulla.

al-Kasi, Ghiyath ad-Din 1400-luvun alkupuolella. Samarkandissa toimi-
nut persialainen matemaatikko, joka laski numeerisia laskuja seké seksa-
gesimaali- ettd desimaalijarjestelméssé. Laskenut 16-numeroisen likiarvon
luvulle 7.

Regiomontanus, Johannes (alkuaan Miiller) 1436 — 1476. Konigsber-
gistd (tdstd nimi Regiomontanus) kotoisin oleva Unkarin hoviastronomi ja
myohemmin kirjankustantaja Niirnbergissé, joka kirjoitti ldnsimaiden en-
simmaéisen trigonometrian oppikirjan. Teoksessa ndkyy arabimatematiikan
vaikutus.
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1500-luku

Leonardo da Vinci 1452 — 1519. Italian renessanssiajan taiteilija ja yleis-
nero, joka harrasti matematiikkaa, luonnontieteité, tekniikkaa. Matematii-
kan historiassa mainittava lahinnd geometristen perspektiivilakien tutkija-
na.

Diirer, Albrecht 1471 — 1528. Saksalainen renessanssiajan taiteilija, joka
tutki yksityiskohtaisesti perspektiivioppia ja deskriptiivistd geometriaa.

Tartaglia, Niccolo 1500 — 1557. Oikeastaan Niccolo Fontano, nimi Tar-
taglia aiheutui hdnen puheviastaan; italialainen. Loysi kolmannen asteen
yhtélon algebrallisen ratkaisukaavan, jonka ilmaisi Cardanolle vaitiololu-
pauksen saatuaan; Cardano kuitenkin julkaisi kaavan. Mahdollisesti idea
ei ollut Tartagliankaan oma, silld kaavan lienee jo aiemmin tuntenut myés
italialainen Scipione del Ferro.

Cardano, Geronimo 1501 — 1576. Pohjoisitalialainen l&4kéri, astrologi ja
matemaatikko, joka algebraa kisittelevissa teoksessaan Ars Magna julkaisi
kolmannen ja neljinnen asteen yhtalon ratkaisukaavat. Edellinen oli perai-
sin Niccolo Tartaglialta, jalkimmé&inen Ludovico Ferrarilta. Cardano lienee
ensimmaéisend kiinnittdnyt huomiota negatiivisten lukujen neliGjuuriin —
kompleksilukuihin — mutta piti niitd hyédyttémina.

Viete, Frangois 1540 — 1603. Nimi esiintyy myos latinalaisessa muodossa
Franciscus Vieta. Ranskalainen juristi, joka harrasti matematiikkaa. Viete
kehitti symboleiden kédyton algebran perustaksi, taulukoi kaikkien kuuden
trigonometrisen funktion arvot ja johti trigonometrian kaavoja.
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1600-luvun alkupuoli

Napier, John 1550 — 1617. Nimi esiintyy myts muodossa Neper. Skotlan-
tilainen kartanonherra ja matemaatikko, joka kehitti logaritmijarjestelméan
numeeristen kerto- ja jakolaskujen helpottamiseksi. Neper ei itse kaytté-
nyt kantalukuna Neperin lukua e, mutta jélkeenpéin on voitu todeta hdnen
jarjestelménsé olleen yksinkertaisessa suhteessa luonnollisiin logaritmeihin.
Logaritmit korvasivat aiemman prostafaireesi-menettelyn, joka perustui tri-
gonometrian kaavojen kayttoon. Samoihin aikoihin logaritmit keksi Napie-
rista riippumatta sveitsildissyntyinen Jobst Biirgi.

Briggs, Henry 1561 — 1630. Englantilainen Oxfordissa tydskennellyt ma-
temaatikko ja tahtitieteilijé, joka jatkoi Napierin tyoté ja loi kymmenkan-
taisen logaritmijarjestelmén. Julkaisi logaritmitaulukot.

Galilei, Galileo 1564 — 1642. Italialainen tahtitieteilijé, fyysikko ja mate-
maatikko, joka tutki liikkuvien kappaleiden mekaniikkaa. Hin méaéritti myos
tasokuvioiden pinta-aloja ajattelemalla ndméa muodostetuiksi indivisiibeleis-
ta, ddrettomaén pienisté osista; menettely on askel integraalilaskennan suun-
taan. Galilei joutui inkvisitiotuomioistuimeen kopernikaanisten téhtitieteel-
listen ndkemystenséa takia.

Kepler, Johannes 1571 — 1630. Saksalainen téahtitieteiliji ja matemaa-
tikko, joka tunnetaan ldhinné planeettaliiketté koskevista tahtitieteellisista
laeistaan. Tutki mydos kartioleikkauksia.
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1600-luvun puolivali

Desargues, Girard 1591 — 1661. Lyonissa vaikuttanut ranskalainen arkki-
tehti ja insinoori, joka tutki perspektiivioppia ja geometriaa ja jonka kirjoi-
tukset loivat pohjan projektiiviselle geometrialle. Omaperaisyytensa takia
ne jaivat omana aikanaan vahélle huomiolle.

Descartes, René 1596 — 1650. Nimesta kaytetdin myos latinalaista muo-
toa Cartesius. Ranskalainen filosofi ja matemaatikko. Loi analyyttisen geo-
metrian (koordinaattigeometrian) perusteet padteoksensa Discours de la
méthode pour bien conduire sa raison et chercher la verité dans les sciences
satasivuisessa liitteessd La géométrie. Descartes kuoli Tukholmassa, jonne
oli kuningatar Kristiinan kutsusta saapunut 1649.

Cavalieri, Bonaventura 1598 — 1647. Pohjoisitalialainen matemaatikko,
Galilein oppilas. Méaritti pinta-aloja, tilavuuksia ja painopisteitd indivisii-
beleiden pohjalta kehitetylld menetelmalld, ts. integraalilaskennan esimuo-
toa kéyttéen.

de Fermat, Pierre 1601 — 1655. Ranskalainen lainoppinut ja humanisti
Toulousesta, itseoppinut matemaatikko. Tutki pinta-alojen méaarittamista
ja adriarvotehtdvid menetelmilld, joista myohemmin kehittyi differentiaali-
ja integraalilaskenta. Tutki my6s lukuteoriaa ja todennékoisyyslaskentaa.
Fermat'n muistiinpanoista on loydetty marginaalimerkinté, jonka mukaan
hén on keksinyt todistuksen, etta yhtalolla 2™ +y™ = 2" ei ole kokonaisluku-
ratkaisua x, y, z, jos n > 2, mutta todistus ei mahdu marginaaliin. T&t& ns.
Fermat’n suurta lausetta on yritetty moneen kertaan todistaa, mutta me-
nestyksettd. Nyt (1995) sille on 16ytynyt todistus (Andrew Wiles), mutta
tdmé on erittdin pitkd ja pohjautuu pitkélle kehitettyihin teorioihin, joista
ei Fermat'n aikana voinut olla minka#nlaista ndkemysta.

Torricelli, Evangelista 1608 — 1647. Italialainen fyysikko ja matemaatik-
ko, Galilein oppilas. Tutki tilavuuksien ja kdyrien kaarenpituuksien méarit-
tadmistd menetelmilld, jotka johtivat integraalilaskennan syntyyn.

Pascal, Blaise 1623 — 1662. Ranskalainen matemaatikko ja uskonnollinen
ajattelija. Matematiikassa Pascal tutki erityisesti projektiivista geometriaa
ja erilaisia tasokédyrid sekd myOhemmin integrointiin johtaneita menette-
lyja. Todennékoisyyslaskennasta héan oli kirjeenvaihdossa Fermat'n kanssa.
Pascal rakensi my6s mekaanisen laskukoneen.
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1600-luvun loppupuoli

Gregory, James 1638 — 1675. Skotlantilainen matemaatikko. Erds monista,
jotka 1600-luvun puolivilissd kehittivit paattymattomia menettelyja kuten
sarjoja, tuloja ja ketjumurtolukuja ennen integraalilaskennan syntymista.

Newton, Isaac 1642 — 1727. Englantilainen matemaatikko, fyysikko ja
taivaanmekaniikan tutkija, joka harrasti myos teologiaa ja alkemiaa; Cam-
bridgen yliopiston matematiikan professori. Newton tutki erilaisia sarjake-
hitelmié, loi differentiaali- ja integraalilaskennan (ulkoasultaan nykyisestd
poikkeavassa 'fluksiokalkyylin’ muodossa) seké sovelsi tuloksia fysiikkaan
ja taivaanmekaniikkaan johtaen mm. Keplerin lait yleisemmisté periaatteis-
ta. Newtonin péadteos Philosophiae naturalis principia mathematica ilmestyi
vuonna 1687.

Leibniz, Gottfried Wilhelm 1646 — 1716. Leipzigissa syntynyt ja péé-
asiassa Hannoverissa vaikuttanut saksalainen matemaatikko, joka opiskeli
my0s teologiaa, juridiikkaa ja filosofiaa seké toimi diplomaattina. Tutki sar-
jakehitelmia ja pééatyi differentiaali- ja integraalilaskennan luomiseen ilmei-
sestikin Newtonista riippumatta; nykyiset merkintatavat ovat suurelta osin
peréisin Leibnizilta. Padteos differentiaalilaskennan osalta Nova methodus
pro maximis et minimis, itemque tangentibus, qua nec irrationales quan-
tites moratur vuodelta 1684. Ajautui prioriteettikiistaan Newtonin kanssa.
Leibnizin kirjoituksissa esiintyy myos kompleksilukuja koskevia ajatuksia.

Bernoulli, Jakob (Jacques) 1654 — 1705. Matematiikan professori Base-
lissa, Johann Bernoullin veli. Suku oli 1ahtéisin Antwerpenista ja monista
sen jésenistd tuli matemaatikkoja. Merkittdava differentiaali- ja integraali-
laskennan seké variaatiolaskennan kehittéja; tutki myos todennékoisyyslas-
kentaa.

de ’'Hospital, Guillaume Francgois Antoine 1661 — 1704. Ranskalainen
matemaatikko, joka kirjoitti oppikirjat differentiaali- ja integraalilaskennas-
ta seké kartioleikkausten analyyttisesta geometriasta.

Bernoulli, Johann (Jean) 1667 — 1748. Matematiikan professori Gronin-
genissa Hollannissa ja veljenséd Jakobin jélkeen Baselissa. Differentiaali- ja
integraalilaskennan seké differentiaaliyhtéloiden tutkija.
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Valistusaika (1700-luku)

de Moivre, Abraham 1667 — 1754. Ranskalainen hugenotti, joka pakeni
Nantesin ediktin kumoamisen jédlkeen Englantiin, missé toimi opettajana.
Tutki differentiaali- ja integraalilaskentaa, todennékoisyyslaskentaa.

Taylor, Brook 1685 — 1731. Englantilainen matemaatikko. Tutki differenti-
aali- ja integraalilaskentaa, interpolaatio- ja sarjateoriaa, perspektiivioppia.

Maclaurin, Colin 1698 — 1746. Skotlantilainen matematiikan professori.
Tutki algebrallisten kéyrien teoriaa, sarjateoriaa.

Bernoulli, Daniel 1701 — 1784. Johann Bernoullin poika, matematiikan
professori Pietarissa, myohemmin fysiikan professori Baselissa. Tutki mate-
maattista fysiikkaa.

Euler, Leonhard 1707 — 1783. Syntyisin Baselista, Johann Bernoullin op-
pilas, Daniel Bernoullin ystéva, tyoskenteli Pietarissa ja Berliinissd. Euler
oli erittdin tuottelias ja antoi edellisen sadan vuoden aikana syntyneelle
analyyttiselle geometrialle, differentiaali- ja integraalilaskennalle seké sar-
jateorialle niiden yhtenéisen vakiintuneen muodon seké muokkasi niista te-
hokkaan kalkyylin. Luvun 7, Neperin luvun ja imaginaariyksikén merkit
ovat héneltd perdisin, samoin kompleksisten trigonometristen funktioiden
ja logaritmin méaérittely.

d’Alembert, Jean Baptiste le Rond 1717 — 1783. Ranskalainen mate-
maatikko ja fyysikko, ensyklopedisti, kirjeenvaihdossa Eulerin kanssa. Tutki
algebran peruslausetta, raja-arvoja, differentiaaliyhtéloitd, matemaattista
fysiikkaa.
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Ranskan vallankumouksen ja Napoleonin aika

Lagrange, Joseph Louis 1736 — 1813. Italialais-ranskalainen matemaatik-
ko, tyoskennellyt Torinossa, Berliinissé ja Pariisissa; Ecole Polytechniquen
ensimmaéinen professori. Soveltanut differentiaali- ja integraalilaskentaa me-
kaniikkaan (paéteos Mécanique analytique), tutkinut funktioteoriaa, luku-
teoriaa.

Monge, Gaspard 1746 — 1818. Ranskalainen matemaatikko ja Napoleonin
suosikki, Ecole Polytechniquen professori. Loi deskriptiivisen geometrian so-
tilaallisen ja teknillisen suunnittelun apuvélineeksi.

de Laplace, Pierre Simon 1749 — 1827. Ranskalainen matemaatikko ja
fyysikko, Ecole Militairen professori Pariisissa. Tutki taivaanmekaniikkaa
(padteos Mécanique céleste) ja matemaattista fysiikkaa, differentiaaliyhté-
16ité ja todennéakdisyyslaskentaa.

Legendre, Adrien-Marie 1752 — 1833. Ranskalainen matemaatikko, toimi
opettajana Ecole Militairessa, Ecole Normalessa ja Ecole Polytechniquessa.
Tutki lukuteoriaa, elliptisid integraaleja seké kirjoitti oppikirjan alkeisgeo-
metriasta.

Fourier, Jean-Baptiste-Joseph 1768 — 1830. Ranskalainen matemaatik-
ko, Ecole Normalen ja Ecole Polytechniquen professori, Napoleonin suosikki.
Loi lampdoppia késittelevissé teoksessaan Théorie analytique de la chaleur
my6hemmin Fourier-analyysina tunnetun matematiikan alan.

Gauss, Carl Friedrich 1777 — 1855. Saksalainen matemaatikko, Gottinge-
nin yliopiston professori, joka toimi my6s Berliinissd, Wienissé, Pariisissa ja
Pietarissa. Tutki erittdin monia aloja: algebran peruslauseen todistus véi-
toskirjassa vuonna 1799, lukuteoriaa késitteleva Disquisitiones arithmeticae
1801, planeettojen ratalaskuja, differentiaaligeometrian perusteet, sarjojen
suppeneminen ja hajaantuminen, kompleksitason késite (jonka oli aiemmin
esittdnyt norjalaissyntyinen Caspar Wessel, mutta tyo jéi vaille huomiota
tanskankielisend).

Poisson, Siméon-Denis 1781 — 1840. Ranskalainen, Lagrangen ja Lapla-
cen oppilas. Tutki matemaattista fysiikkaa.

Bolzano, Bernard 1781 — 1848. Tsekkildinen. Esitti modernin funktioké-
sitteen médrittelyn (vastakohtana analyyttiselle lausekkeelle).

Poncelet, Jean-Victor 1788 — 1867. Ranskalainen insindoriupseeri ja ma-
temaatikko, Mongen oppilas. Loi uuden ndkokulman projektiiviseen geo-
metriaan jouduttuaan vangiksi Napoleonin Suuren armeijan Venéjin ret-
kell&.
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1800-luvun puolivali

Cauchy, Augustin Louis 1789 — 1857. Ranskalainen matemaatikko, joka
mm. toimi professorina Ecole Polytechniquessa ja Sorbonnen yliopistossa.
Cauchy esitti teoksessaan Cours d’analyse modernit méaéritelmét analyy-
sin peruskisitteille, kuten raja-arvolle, jatkuvuudelle, differentioituvuudelle.
Tutkimuksia my6s ryhméteoriasta, funktioteoriasta, differentiaaliyhtaloista.

Babbage, Charles 1792 — 1871. Englantilainen matematiikan professori,
joka tunnetaan pyrkimyksistddn rakentaa ohjelmoitava mekaaninen lasku-
kone. Babbage ei itse saanut konetta toimimaan, mutta myohemmin téssa
onnistuttiin.

Lobatsevski, Nikolai Ivanovits 1793 — 1856. Venéldinen matemaatikko,
Kazanin yliopiston matematiikan professori. Loi epdeuklidisen geometrian
ja osoitti tdten mahdottomaksi todistaa paralleeliaksiooma muista geomet-
risista aksioomista ldhtien. Samaan tulokseen oli Gauss ilmeisesti paatynyt
jo aiemmin, mutta julkaisematta asiasta mitéaén.

Abel, Niels Henrik 1802 — 1829. Norjalainen matemaatikko, joka osoitti,
ettd viidennen asteen yhtélod ei yleisesséd tapauksessa voida algebrallisesti
ratkaista. Tutkinut lisdksi ryhméteoriaa ja elliptisid funktioita.

Bolyai, Janos 1802 — 1860. Unkarilainen upseeri ja matemaatikko, joka
Lobatsevskista riippumatta keksi epédeuklidisen geometrian.

Jacobi, Karl Gustav Jacob 1804 — 1851. Saksalainen Konigsbergissé
ja Berliinissa vaikuttanut matemaatikko. Tutki mm. elliptisid funktioita ja
mekaniikkaa.

Dirichlet, Peter Gustav Lejeune 1805 — 1859. Ranskalais-saksalainen
matemaatikko, Gaussin seuraaja Gottingenissia. Tutki lukuteoriaa Gaussin
teosten pohjalta, trigonometrisia sarjoja, potentiaaliteoriaa.

Hamilton, William Rowan 1805 — 1865. Irlantilainen. Tutki kompleksilu-
kuja ja kehitti nédiden yleistyksené kvaternioalgebran. Tésté voidaan katsoa
kehityksen abstraktiin algebraan alkaneen.

de Morgan, Augustus 1806 — 1871. Englantilainen. Tutki formaalia lo-
giikkaa.

Galois, Evariste 1811 — 1832. Nuorena kaksintaistelussa kuollut ranska-
lainen matemaatikko. Tutki algebrallisia yht&loita, ryhméstruktuureja.
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1800-luvun loppupuoli

Sylvester, James Joseph 1814 — 1897. Englantilainen matemaatikko ja
juristi. Tutki algebrallisia yhtdloitd, matriiseja ja determinantteja.

Boole, George 1815 — 1864. Englantilainen formaalin logiikan ja algebran
tutkija.

Weierstrass, Karl 1815 — 1897. Saksalainen matemaatikko, aluksi op-
pikoulunopettaja, myohemmin Berliinin yliopiston professori. Reaali- ja
kompleksifunktioiden teorian kehittéjé, joka mm. konstruoi jatkuvan funk-
tion, joka ei missddn pisteessi ole derivoituva. (Téllaisen oli Bolzano tosin
esittanyt aiemmin, mutta tyotd ei tunnettu.)

Kronecker, Leopold 1823 — 1891. Saksalainen algebrikko ja lukuteoree-
tikko, konstruktivistisen matematiikan kannattaja ja joukko-opillisten né-
kemysten vastustaja.

Tsebysev, Pafnuti Lvovits 1821 — 1894. Venéldinen, professori Pietarissa.
Tutki analyysin eri aloja, erityisesti approksimaatioteoriaa.

Cayley, Arthur 1821 — 1895. Englantilainen algebrikko ja juristi, joka tutki
mm. matriiseja ja abstrakteja ryhmié.

Hermite, Charles 1822 — 1901. Ranskalainen, Sorbonnen yliopiston pro-
fessori. Tutki analyysin ja algebran eri aloja.

Riemann, Bernhard 1826 — 1866. Saksalainen matemaatikko, joka tutki
funktioteorian perusteita, differentiaaligeometriaa.
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determinantti

logiikka

Hermite
(Neperin luku)

Riemann
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Riemann
(integraali)



Matemaatikot 12/15
ESITIEDOT:
KATSO MYOS: matematiikka

Vuosisadan vaihde 1800 — 1900

Dedekind, Richard 1831 — 1916. Saksalainen; lukukésite, erityisesti irra-
tionaaliluvut, joukko-oppi.

Gibbs, Josiah Willard 1839 — 1903. Amerikkalainen fyysikko; vektori-

analyysi.
Lie, Sophus 1842 — 1899. Norjalainen; ryhméteoria.

Schwarz, Hermann Amandus 1843 — 1921. Saksalainen; analyysi ja sen
geometriset sovellukset.

Cantor, Georg 1845 — 1918. Saksalainen; joukko-oppi, lukukésite.
Mittag-LefHler, Gosta 1846 — 1927. Ruotsalainen; funktioteoria.
Klein, Felix 1849 — 1925. Saksalainen; geometria, ryhméteoria, topologia.

Kovalevskaja, Sonja 1850 — 1891. Venilédinen, Weierstrassin oppilas, pro-
fessori Tukholmassa; differentiaaliyhtalot.

Poincaré, Henri 1854 — 1912. Ranskalainen; funktioteoria, differentiaa-
liyht&lot, matemaattinen fysiikka, topologia.

Markov, Andrei Andrejevits 1856 — 1922. Venéldinen; todennékoisyys-
laskenta.
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1900-luvun alku

Picard, Emile 1856 — 1941. Ranskalainen; funktioteoria, differentiaaliyh-
talot.

Pearson, Karl 1857 — 1936. Englantilainen; tilastotiede.

Peano, Giuseppe 1858 — 1932. Italialainen; logiikka, luonnolliset luvut,
analyysi.

Volterra, Vito 1860 — 1940. Italialainen; integraaliyht&lot.

Hilbert, David 1862 — 1943. Saksalainen; logiikka, algebra, geometrian
perusteet, analyysin eri alat.

Hilbert
(geometria)

Hilbert (logiikka)
Hadamard, Jacques 1866 — 1963. Ranskalainen; funktioteoria, differenti-
aaliyhtalot.

Hausdorff, Felix 1868 — 1942. Saksalainen; joukko-oppi, topologia.
Lindel6f, Ernst 1870 — 1946. Suomalainen; funktioteoria.
Zermelo, Ernst 1871 — 1953. Saksalainen; joukko-oppi.

Borel, Emile 1871 — 1956. Ranskalainen; funktioteoria, mittateoria.

Carathéodory, Constantin 1873 — 1950. Kreikkalais-saksalainen; funk-
tioteoria, integrointiteoria.

Baire, René-Louis 1874 — 1932. Ranskalainen; reaalifunktioiden teoria.
Lebesgue

Lebesgue, Henri 1875 — 1941. Ranskalainen; reaalifunktioiden teoria, . ,
(integraali)

mitta- ja integrointiteoria.

Schmidt, Erhard 1876 — 1959. Virolais-saksalainen; funktionaalianalyysi.
Hardy, Godefrey Harold 1877 — 1947. Englantilainen; analyysi.

Riesz, Frigyes 1880 — 1956. Unkarilainen; funktionaalianalyysi.
Noether, Emmy 1882 — 1935. Saksalainen; algebra.

Haar, Alfred 1885 — 1933. Unkarilainen; funktionaalianalyysi.

Weyl, Hermann 1885 — 1955. Saksalais-amerikkalainen; matemaattinen
fysiikka, algebra.

Ramanujan, Srinivasa 1887 — 1920. Intialainen; analyyttinen lukuteoria,
asymptoottiset kaavat.

Banach, Stefan 1892 — 1945. Puolalainen; funktionaalianalyysi.
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1900-luvun puolivali

Wiener, Norbert 1894 — 1964. Amerikkalainen; Fourier-analyysi, funktio-
naalianalyysi, kybernetiikka.

Nevanlinna, Rolf Herman 1895 — 1980. Suomalainen; funktioteoria.

von Neumann, Johann (John) 1903 — 1957. Unkarilais-amerikkalainen;
logiikka, funktionaalianalyysi, peliteoria.

Kolmogorov, Andrei Nikolajevits 1903 — 1987. Venildinen; todenné-
koisyyslaskenta.

Gdodel, Kurt 1906 — 1978. Itdvaltalais-amerikkalainen; matemaattinen lo-
giikka.
Turing, Alan 1912 — 1954. Englantilainen; logiikka, laskettavuuden teoria.
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Carl B. Boyer, A History of Mathematics, John Wiley & Sons, 1968, 1989,
1991; suomennettu nimelld Tieteiden kuningatar, matematiikan historia I,
IT, Art House, 1994.

E. T. Bell, The Development of Mathematics, McGraw-Hill Book Company,
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Hakemisto 1/23
A

Abel alkutekija

Abel (polynomiyhtilst) analyysi

additiivisuus (integraalin) analyysin peruslause

Ahlfors (kompleksiluvut) antiteesi

aikasarja Apollonios

akseli (ellipsin)
akseli (hyperbelin)
akseli (paraabelin)
aksiooma
aksiooma
aksonometria
d’Alembert
al-Kasi

al-Kasi (pii)
al-Khwarizmi
alaraja-arvo
algebra
algebrallinen luku
algebran peruslause
alkeisfunktio
alkeistapaus

alkio

alkuehto

alkuluku

arcus-funktio

area-funktio

argumentti (kompleksiluvun)
aritmeettinen jono
aritmeettinen summa
aritmetiikka

Arkhimedes

Arkhimedes (geometria)
Arkhimedes (integraali)
Arkhimedes (pii)
assosiatiivisuus

aste

asteluku

asymptootti (hyperbelin)
asymptootti (rationaalifunktion)
asymptoottikartio (hyperboloidin)
avaruusmonikulmio

avoin vali
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Hakemisto 2/23
B

Babbage binddrijarjestelméa

Baire Bolyai

Banach Bolyai (geometria)

Bernoulli Bolzano

Bernoulli Boole

Bernoulli (derivaatta) Borel

Bernoulli (todennékéisyys)
bijektio

binomi

binomikaava

binomikaava

binomikerroin
binomikerroin

Bourbaki (logiikka)
Brahe (logaritmi)
Brianchon (geometria)
Briggs

Briggs (logaritmi)
Biirgi (logaritmi)
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Hakemisto 3/23
C

Cantor Cauchy

Carathéodory Cauchy (derivaatta)

Cardano Cauchy (integraali)

Cardano (polynomiyhtalot)
Cardanon kaavat
Cartesiuksen lehti
Cartesius

Cartesius (geometria)

Cauchy (kompleksiluvut)
Cavalieri

Cavalieri (integraali)
Cayley
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Hakemisto

4/23

D

data (diskreetti)

data (jatkuva)

Dedekind

derivaatta

derivaatta (korkeamman
kertaluvun)

derivaatta (kaanteisfunktion)

derivaatta (osaméérin)

derivaatta (summan)

derivaatta (toinen)

derivaatta (tulon)

derivaatta (vakiokerrannaisen)

derivaatta (yhdistetyn funktion)

derivaattafunktio

derivointi (alkeisfunktioiden)

derivointi (implisiittinen)

derivointi (sdannot)

derivoituvuus

Desargues

Desargues (geometria)
Descartes

Descartes (geometria)
desimaaliesitys
determinantti
diagrammi
differentiaali
differentiaalikehitelmé
differentiaaliyhtlo
dimensio

dimetrinen ortogonaaliprojektio
Diofantos

Dirichlet
diskriminantti
distributiivisuus
dodekaedri

Diirer
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Hakemisto

5/23

E

eksentrisyys (ellipsin)
eksentrisyys (hyperbelin)
eksentrisyys (paraabelin)
eksplisiittisesti méaaritelty lukujono
eksponentti
eksponenttifunktio

ellipsi

ellipsi (ala)

ellipsi (kartioleikkauksena)
ellipsi (napakoordinaateissa)
ellipsi (xy-koordinaateissa)
ellipsoidi

ellipsoidi (tilavuus)
epaeuklidinen
epaeuklidinen

epasuora todistus
epayhtalo

Eratosthenes
erotusosamaara

estimointi

etéisyys (pisteiden)

Eudoksos

Eukleides

Eukleides (geometria)
Eukleides (geometria)
Eukleides (integraali)
Eukleides (pii)
euklidinen

euklidinen

euklidinen

euklidinen kuvaus
Euler

Euler (derivaatta)
Euler (kompleksiluvut)
Euler (merkinnét)
Euler (Neperin luku)
Euler (pii)

Euler (trigonometria)
Eulerin kaava
Eulerin suora

Eulerin yhtalo
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Hakemisto

6/23

F

Fermat

Fermat (derivaatta)
Fermat (todennédkoisyys)
Ferrari (polynomiyht&lot)
Feuerbachin ympyra
Fibonacci (luvut)
Fourier

Fourier (derivaatta)
fraktaali

frekvenssi

funktio

funktio (alkeis-)

funktio (arcus-)

funktio (area-)

funktio (eksponentti-)
funktio (hyperbeli-)
funktio (identtinen)
funktio (kahden muuttujan)
funktio (kaanteis-)
funktio (kddnteis-)
funktio (logaritmi-)
funktio (rationaali-)
funktio (reaali-)
funktio (syklometrinen)
funktio (trigonometrinen)
funktio (usean muuttujan)
funktio (vektoriarvoinen)
funktio (yhdistetty)
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Hakemisto

7/23

G

Galilei

Galilei (integraali)

Galois

Gauss

Gauss (derivaatta)

Gauss (geometria)

Gauss (polynomiyhtélot)
geodeettinen viiva
geometria

geometria

geometria (analyyttinen)
geometria (deskriptiivinen)
geometria (epdeuklidinen)
geometria (epédeuklidinen)
geometria (euklidinen)

geometria (euklidinen)
geometria (projektiivinen)
geometria (synteettinen)
geometria (vektori-)
geometrinen jono
geometrinen kuvaus
geometrinen probleema
geometrinen sarja
geometrinen summa
Gibbs

Gibbs (geometria)
graadi

Grassmann (geometria)
Gregory

Godel
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Hakemisto 8/23
H

Haar historia

Hadamard historia

hajaantuminen (lukujonon) hitausmomentti

hajaantuminen (sarjan) hitaussade

hajonta I’'Hospital

halkaisija hyperbeli

Hamilton hyperbeli (kartioleikkauksena)

Hamilton (geometria)
Hardy

harmoninen sarja
Hausdorff
heksadesimaalijéarjestelma
heksaedri

Hermite

Hermite (Neperin luku)
Heron

Hilbert

Hilbert (geometria)
Hilbert (logiikka)
histogrammi

hyperbeli (napakoordinaateissa)
hyperbeli (xy-koordinaateissa)
hyperbeli- ja trigonometriset
funktiot
hyperbelifunktio
hyperbelikosini
hyperbelikotangentti
hyperbelisini
hyperbelitangentti
hyperbolinen kaava
hyperboloidi
hypotenuusa
hyppyepéjatkuvuus
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Hakemisto 9/23
1

ikosaedri integrointi (kaavat)

imaginaariakseli integrointi (kaavat)

imaginaarinen integrointi (osittais-)

imaginaariosa integrointi (sijoitus)
imaginaariyksikko irrationaaliluku

induktio (matemaattinen) iso akseli (ellipsin)

injektio isoympyréa

integraali (médritty)
integraalifunktio

itseisarvo (kompleksiluvun)
itseisarvo (reaaliluvun)
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Hakemisto 10/23
J
Jacobi jatkuvuus
jakauma (binomi-) johtosuora (paraabelin)
jakauma (diskreetti) joukko
jakauma (jatkuva) joukko-oppi
jakauma (normaali-) joukkoalgebra
(

jakauma (tasainen)
jakolasku (kompleksilukujen)
jakolasku (polynomien)
jaksollinen (funktio)

jana

jaollisuus

jatkuva suhde (janan)

juuri (murtopotenssi)
juuri (polynomin)
juuri (yhtélon)
juurifunktio

janne

jarjestys

jarjestys

Kiveld, 9t niinkuin matematiikka, versio 1.12



Hakemisto 11/23
Ka — Kl

kaaos kertolasku (yleensi)

kaari kertoma

kalotti kertyméfunktio

kalotti (ala) keskiarvo (aritmeettinen ja

kanta (kolmion) geometrinen)

kantaluku (eksponenttifunktion)
kantaluku (logaritmin)
kantaluku (lukujérjestelmén)
kantaluku (potenssin)
kantavektori

kartio

kartio (katkaistu)

kartio (tilavuus)

kartio (vaipan ala)

kartio (ympyré-)
kartioleikkaus

kartiopinta

kartiopinta

kasvava (funktio)

kasvava (funktio)

kateetti

katenoidi

katkaistu kartio (tilavuus)
katkaistu kartio (vaipan ala)
katkaistu pyramidi (tilavuus)
kavaljeeriprojektio
kehdkulma

kehékulma (esimerkki)
kehidkulma (esimerkki)
kellokéyra

Kepler

kertolasku (kompleksilukujen)

keskiarvo (aritmeettinen)
keskiarvo (geometrinen)
keskiarvo (painotettu)
keskiarvo (tilastollinen)
keskihajonta

keskihajonta

keskijana

keskijana (esimerkki)
keskijana (esimerkki)
keskijana (esimerkki)
keskinormaali (janan)
keskinormaali (kolmion)
keskiverto

keskiverto (esimerkki)
keski6

keskuskulma
keskusprojektio
ketjukéyra

ketjusaanto

kierto

kiertosuunta (negatiivinen)
kiertosuunta (positiivinen)
kiertosuunta (positiivinen)
kiertotekijé

kithtyvyys

Klein
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Hakemisto 12/23
Ko — Ka

kokonaisluku Kronecker

kolmio kulma (avaruus-)

kolmio (ala) kulma (diedri-)

kolmioepéayhtilo kulma (eksplementti-)

Kolmogorov kulma (kehé-)

Kolmogorov (todennédkoisyys)
Kolmogorov (todennikoisyys)
kombinaatio
kommutatiivisuus
kompleksianalyysi
kompleksikonjugaatti
kompleksiluku
kompleksilukualgebra
kompleksitaso

komplementti (joukon)
komplementtitapahtuma
komponentti
konnektiivi
koordinaatisto
koordinaatisto
koordinaatisto
koordinaatisto
koordinaatisto
koordinaatisto
koordinaatisto
koordinaatisto
koordinaatisto
koordinaatti
koordinaattiakseli
koordinaattiakseli
koordinaattitaso
korkeusjana
korrelaatio
korrelaatiokerroin
kosekantti

kosini

kosinilause
kotangentti
Kovalevskaja
kreikkalaiset kirjaimet

lierio-)
napa-)
oikeakétinen)
pallo-)

xy-)
Xyz-)

o~~~ .

suorakulmainen)
suorakulmainen)

(

(

(
kulma (keskus-)
kulma (komplementti-)
kulma (kovera)
kulma (kupera)
kulma (oiko-)
kulma (risti-)
kulma (suora)
kulma (suplementti-)
kulma (tangentti-)
kulma (taso-)
kulma (terdvé)
kulma (tylppé)
kulma (téysi)
kulma (vierus-)
kulmakerroin
kulmanpuolittaja
kultainen leikkaus
kuperuus (kdyran)
kuutio
kuutiojuuri
kuvaaja
kuvajoukko
kuvaus
kvanttori
kylki (kolmion)
kymmenjarjestelmé
kiirki (kartion)
kéirki (monitahokkaan)
kéyrd (avaruus-)
kéyra (taso-)
kéyra (toisen asteen)
kddnnepiste
kaanteisfunktio
kaanteisfunktio
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L

laatoitus lieriopinta

Lagrange liittohyperbeli

Lagrange (derivaatta) liittoluku

Lambert (hyperbelifunktiot) liitdnnaisyys

Lambert (pii)

Laplace

Laplace (derivaatta)
Laplace (todennikoisyys)
laskulaki (summa ja tulo)
laskulaki (summamerkinté)
laskusddnto (eksponenttifunktion)
laskusdanto (logaritmin)
laventaminen

Lebesgue

Lebesgue (integraali)
Legendre

Lehto (kompleksiluvut)
Leibniz

Leibniz (derivaatta)
Leibniz (integraali)
Leibniz (merkinnét)
leikkaus

Leonardo da Vinci

Lie

lieri

lierio (tilavuus)

lieri6 (vaipan ala)

lierio (ympyré-)
lieriopinta

limes inferior

limes superior

Lindelof

Lindemann (pii)

lineaarisuus (integraalin)

lineaariyhdistely

Lobatsevski

Lobatsevski (geometria)

logaritmi (Briggsin)

logaritmi (luonnollinen)

logaritmifunktio

logiikka

lukujono

lukumééréd (kombinaatioiden)

lukumééré (leikkaavien joukkojen
alkioiden)

lukumé&éra (merkkijonojen)

lukumé&ara (merkkijonojen)

lukumééré (osajonojen)

lukumééré (osajoukkojen)

lukuméérd (permutaatioiden)

lukusuora

luonnollinen luku

ldhtéjoukko

livistaji

o~~~ —~
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M

maalijoukko de Moivre (trigonometria)
Maclaurin de Morgan

maksimi (absoluuttinen) Monge

maksimi (paikallinen) monikulmio

maksimi ja minimi monitahokas

maksimi ja minimi
Mandelbrotin joukko
Markov

massakeskipiste
matemaattinen malli
matemaattinen malli
matematiikan merkinnét
Mathematical Reviews
mediaani

minimi (absoluuttinen)
minimi (paikallinen)
minuutti

Mittag-Leffler

de Moivre

de Moivre (todennikoisyys)

monitahokas (symmetrinen)
monomi

moodi

muistikolmio
muistikolmio

multinomi
multinomikaava
multinomikaava
multinomikerroin
muodostajasuora (kartion)
muodostajasuora (lierion)
murtoluku
méarittelyjoukko
maaratty

méadratty integraali
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N

napakoordinaatit (kompleksitason)
napakoordinaatit (tason)
napakulma (kompleksiluvun)
Napier

Napier (logaritmi)

Napier (Neperin luku)

Nasir ad-Din at-Tusi

nelié

neliojuuri

neligjuurifunktio

neljakés

Neper

Neper (logaritmi)

Neper (luku)

Neperin luku

Neperin luku (numeerisesti)
Neperin luku (sarja)

von Neumann
Nevanlinna

Nevanlinna (kompleksiluvut)
Newton

Newton (derivaatta)
Newton (integraali)
Newton (iteraatio)
Newton (merkinnét)
Newtonin iteraatio
nimittaja

Noether

nollavektori

nopeus

normaali

normaalitaso
normaalivektori (suoran)
normaalivektori (tason)
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O

odotusarvo 0Sajono

oktaalijdrjestelméa osajoukko

oktaedri osasumma

Omar Khaijam osittelulaki

Oresme osoittaja

origo otos

origo otosavaruus

ortogonaaliprojektio
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Pa - Pl

paikkavektori pariton (luku)

painopiste Pascal

pallo Pascal (geometria)

pallo (ala)

pallo (tilavuus)

pallokolmio

pallokolmio

pallokoordinaatit (fysikaaliset)
pallokoordinaatit (maantieteelliset)
pallon ala (integroimalla)
pallon tilavuus (integroimalla)
pallon tilavuus (integroimalla)
pallosegmentti

pallosegmentti (tilavuus)
pallosektori

pallosektori (tilavuus)
Pappoksen lause

Pappos

Pappos (geometria)

paraabeli

paraabeli (kartioleikkauksena)
paraabeli (napakoordinaateissa)
paraabeli (xy-koordinaateissa)
paraboloidi
paralleeliaksiooma
paralleeliaksiooma
paralleeliaksiooma

parametri

parametri

parametriesitys (avaruuskéyrin)
parametriesitys (pinnan)
parametriesitys (tasokdyrin)
parillinen (funktio)

parillinen (luku)

pariton (funktio)

Pascal (todennikoisyys)
Pascalin kolmio

Peano

Pearson

peilaus

Penrose (laatoitus)
permutaatio
perspektiivikuva
perusjoukko

Picard

pienin yhteinen jaettava
pienin ylédraja

pii

pii (sarja)
piirakkadiagrammi
piiru

pikku akseli (ellipsin)
pikkuympyréa

pinta

pinta (toisen asteen)
pinta-ala

pinta-ala (integroimalla)
pinta-ala (pintojen)
pinta-ala (pintojen)
pinta-ala (tasokuvioiden)
piste

pisteen potenssi
pistetulo

pituus (vektorin)
Platon

Platon (geometria)
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Po — Pa

pohja (kartion) projektiokuvaus
pohja (katkaistun kartion) propositio

pohja (lierion) propositio (atomi-)
Poincaré propositio (johdettu)
Poincaré (kompleksiluvut) propositiologiikka
Poisson Ptolemaios

polttopiste (ellipsin) Ptolemaios (trigonometria)
polttopiste (hyperbelin) puoliakseli (ellipsin)
polttopiste (paraabelin) puoliakseli (hyperbelin)
polynomi puoliavoin vali

polynomi (nollakohdat ja kertoimet) puolisuora

(
polynomi (tekijoihin jako) puolisuunnikas
polynomi (tekijoihin jako) puolisuunnikas (ala)
polynomi (tekijoihin jako) PYj
polynomifunktio pylviasdiagrammi
Poncelet pyramidi
Poncelet (geometria) pyramidi (katkaistu)
populaatiomalli pyramidi (tilavuus)
positiojérjestelmé Pythagoraan lause

potenssi (irrationaali-)
potenssi (kokonaisluku-)
potenssi (kompleksinen)
potenssi (murto-)
potenssifunktio
predikaatti
predikaattilogiikka
prisma

prisma (tilavuus)
projektio

Pythagoras
Pythagoras (geometria)
Pythagoras (lause)
pyOristysvirhe
pyorahdysellipsoidi
pyorahdysparaboloidi
pyorahdyspinta (ala)
padhaara (arcus)
pédhaara (juuren)
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R
radiaani Regiomontanus (trigonometria)

raja-arvo (funktion)

raja-arvo (lukujonon)

raja-arvo (oikeanpuolinen)
raja-arvo (standardi-, funktion)
raja-arvo (standardi-, lukujonon)
raja-arvo (toispuolinen)
raja-arvo (vasemmanpuolinen)
Ramanujan

rationaalifunktio
rationaaliluku

reaaliakseli

reaaliluku

reaaliosa

Regiomontanus

rekursiivisesti médritelty lukujono

Riemann

Riemann (integraali)

Riemann (kompleksiluvut)

Riemannin summa

Riesz

riippumattomuus
(todennékoisyyslaskennassa)

ristikkdinen

ristitulo

rombidodekaedri

ruuvipinta

ruuviviiva
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salakirjoitus

sarja

satulapinta
satunnaisilmio
satunnaismuuttuja
Schmidt

Schwarz

segmentti

segmentti (ala)
sekantti (suora)
sekantti (trigonometrinen)
sektori

sektori (ala)

sekunti
sieventédminen (yhtélon)
siirto
sijoitusmenettely
sini

sinilause

sisdtulo

sivuhaara (arcus)
sivuhaara (juuren)
sivujana (kartion)
sivujana (lierion)
skaalaus

skalaari
skalaarikolmitulo
skalaarikomponentti

skalaarilla kertominen (vektorien)

skalaaritulo
spiraali (Arkhimedeen)
spiraali (logaritminen)
steradiaani

Stirling
Stirlingin kaava

stokastinen muuttuja (diskreetti)
stokastinen muuttuja (jatkuva)

suljettu véli

summa

summamerkinté

suora

suora (kolmiulotteinen)
suora (vektoriesitys)
suora (yht#lo)
suorakulmio
suorakulmio (ala)
supistaminen
suppeneminen (lukujonon)
suppeneminen (sarjan)
surjektio

suunnikas

suunnikas (ala)
suuntaissarmio
suuntaissarmio (tilavuus)
suuntajana
suuntakulma (suoran)
suuntavektori (suoran)
suurin alaraja

suurin yhteinen tekijé
syklometrinen funktio
Sylvester

Syt

sdrmio (suorakulmainen)
sdrmio (suuntais-)
sdrmio (tilavuus)

sarma
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T-U
tahko

tangentti (suora)

tangentti (trigonometrinen)

tangenttikulma

tangenttitaso

tangenttivektori

tapahtuma
(todennikoisyyslaskennassa)

Tartaglia

Tartaglia (polynomiyht&lot)

tasakylkinen

tasasivuinen

taso

taso (vektoriesitys)

taso (yhtalo)

tautologia

Taylor

tekija

tekija (luvun)

tekija (polynomin)

tekijoihin jako (polynomin)
termi

testaus (tilastollinen)
tetraedri

tetraedri (esimerkki)
Thales

Thales (geometria)

Thales (Pythagoraan lause)
tiheys (irrationaalilukujen)
tiheys (rationaalilukujen)
tiheysfunktio

tilastotiede (matemaattinen)

(
tekijoihin jako (polynomin)
(

tilavuus

tilavuus (integroimalla)

tilavuus (kappaleiden)

tilavuus (kappaleiden)

todennikoisyys (ehdollinen)

todennékaisyys (frekvenssitulkinta)

todennikoisyys (funktio)

todennékaisyys (funktio)

todennékoisyys (klassinen)

todennédkoisyys (piste-)

todennakoisyyslaskenta

Torricelli

transkendenttiluku

trigonometria

trigonometria

trigonometria (funktiot toistensa
avulla)

trigonometria (johdannaiskaavat)

trigonometria (peruskaavat)

trigonometrinen funktio
(merkkikaavio)

trigonometrinen funktio
(suorakulmaisessa kolmiossa)

trigonometrinen funktio
(symmetria)

trigonometrinen funktio (yleinen
médritelma)

trinomi

tulo

tulomerkinté

Turing

tyhja joukko

Tsebysev

unioni

N N N N
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V-W

vaihdannaisuus

vaippa (kartion)

vaippa (katkaistun kartion)
vaippa (lierion)

van Ceulen (pii)
variaatio

varianssi

vastaoletus

vektori
vektorikolmitulo
vektorikomponentti
vektorin pituus
vektoritulo
vektoritulon laskeminen
verranto

Vieta

Vieta (geometria)

Vieta (trigonometria)
Viete

Viete (geometria)
Viete (trigonometria)
vino projektio
vinonelio
virittdjavektori (tason)
Volterra

vyohyke

vyohyke (ala)
véheneva (funktio)
vaheneva (funktio)
vahennyslasku (kompleksilukujen)
véli (reaaliakselin)
Weierstrass

Weyl

Wiener
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Y - A

yhdenmuotoisuus (kolmioiden)
yhdenmuotoisuuslause (kolmioiden)

yhdenmuotoisuussuhde
yhdensuuntaisprojektio
yvhdistetty funktio

yhteenlasku (kompleksilukujen)

yhteenlasku (vektorien)
yhteenlasku (yleensi)
yhtenevyys (kolmioiden)

yhtenevyyslause (kolmioiden)
yhtenevyyslause (kolmioiden)

yhtélo
yhtils
yhtils
yhtalo
yhtalo
yhtélo
yhtélo

yhtélo
yhtélo

eksponentti-)
ensimméisen asteen)
itseisarvo-)

juuri-)

korkeamman asteen)
logaritmi-)
polynomi-)

toisen asteen)

P P ey

yhtélo (transkendentti-)
yhtélo (trigonometrinen)
yhtéloryhma

yhtaloryhmé (epélineaarinen)

yhtaloryhmé (lineaarinen)
yksikkovektori

yléraja-arvo

ympyra

ympyra (ala)

ympyra (esimerkki)
ympyrékartio (suora)
ympyrékartio (vino)
ympyrélierio (suora)
ympyrélierié (vino)
ympyran ala (integroimalla)
ympyrén ala (integroimalla)
Zermelo

adriarvo

aariarvokohta

o~~~

Kiveld, 9t niinkuin matematiikka, versio 1.12



	Taustat
	Taustat

	Reaaliluvut
	Reaalilukujoukko
	Luonnolliset luvut, kokonaisluvut, rationaaliluvut
	Irrationaaliluvut
	Desimaaliesitys
	Rationaali- ja irrationaalilukujen tiheys
	Algebralliset luvut ja transkendenttiluvut
	Reaaliluvun itseisarvo

	Luku pii
	Luvun pii määritelmä
	Luvun pii laskeminen alkeellisesti
	Sarjakehitelmiä luvulle pii
	Luvun pii historiaa

	Neperin luku e
	Neperin luvun määritelmä
	Neperin luvun arvon laskeminen
	Neperin luvun historiaa

	Summa ja tulo
	Laskulait
	Summamerkintä
	Tulomerkintä
	Summamerkinnällä laskeminen

	Keskiarvo
	Aritmeettinen keskiarvo
	Geometrinen keskiarvo

	Murtoluvut
	Murtoluvuilla laskeminen
	Esimerkki murtolukualgebrasta

	Alkutekijät
	Alkuluvut
	Jaollisuussäännöt
	Suurin yhteinen tekijä ja pienin yhteinen jaettava
	Salakirjoitus

	Lukujärjestelmät
	Kymmenjärjestelmä
	Muut lukujärjestelmät
	Esimerkkejä lukujärjestelmistä

	Kompleksiluvut
	Kompleksitaso
	Kompleksilukujen yhteen- ja vähennyslasku
	Kompleksilukujen kertolasku
	Liittoluku; kompleksilukujen jakolasku
	Kompleksiluvun napakulma
	Kiertotekijä; Eulerin kaava

	Potenssi
	Kokonaislukupotenssit
	Murtopotenssit
	Irrationaalinen potenssi
	Negatiivisten ja kompleksilukujen potenssit

	Juuret
	Juuret
	Juurifunktiot
	Juurifunktion määritelmän laajennus

	Polynomit
	Polynomi
	Binomikaava
	Polynomien jakolasku
	Polynomifunktio

	Polynomien tekijöihin jako
	Polynomien alkeellinen tekijöihin jako
	Reaali- ja kompleksikertoiminen tekijöihin jako
	Tekijöihin jako polynomin nollakohtien avulla
	Polynomin nollakohdat ja kertoimet

	Yhtälöt
	Yhtälö
	Yhtälöiden sieventäminen
	Eri tyyppisiä yhtälöitä

	Polynomiyhtälöt
	Ensimmäisen ja toisen asteen yhtälöt
	Korkeampien asteiden yhtälöt
	Algebran peruslause

	Juuriyhtälöt
	Juuriyhtälön ratkaiseminen
	Esimerkki juuriyhtälön ratkaisusta

	Itseisarvoyhtälöt
	Itseisarvoyhtälön ratkaiseminen
	Itseisarvoyhtälön ratkaiseminen: tapa 1
	Itseisarvoyhtälön ratkaiseminen: tapa 2
	Graafinen esitys itseisarvoyhtälön ratkaisemisessa

	Transkendenttiyhtälöt
	Transkendenttiyhtälöt

	Yhtälöryhmät
	Yhtälöryhmä
	Yhtälöryhmän ratkaiseminen
	Esimerkki 1 yhtälöryhmän ratkaisemisesta
	Esimerkki 2 yhtälöryhmän ratkaisemisesta
	Esimerkki 3 yhtälöryhmän ratkaisemisesta
	Esimerkki 4 yhtälöryhmän ratkaisemisesta

	Epäyhtälöt
	Epäyhtälö
	Epäyhtälöiden ratkaiseminen
	Esimerkki 1 epäyhtälöistä
	Esimerkki 2 epäyhtälöistä
	Esimerkki 3 epäyhtälöistä
	Esimerkki 4 epäyhtälöistä
	Esimerkki 5 epäyhtälöistä

	Funktiokäsite
	Funktiokäsitteen määrittely
	Esimerkkejä funktioista
	Surjektio, injektio, bijektio
	Yhdistetty funktio
	Käänteisfunktio
	Funktion kuvaaja

	Reaalifunktiot
	Reaalifunktion käsite; alkeisfunktiot
	Funktion kasvavuus ja vähenevyys
	Funktion jaksollisuus; parillisuus ja parittomuus
	Reaalifunktion käänteisfunktio
	Käänteisfunktion kuvaaja

	Rationaalifunktiot
	Rationaalifunktion lauseke
	Asymptootit

	Eksponenttifunktio
	Eksponenttifunktion määrittely ja perusominaisuudet
	Yleisen eksponenttifunktion lausuminen Neperin luvun avulla
	Eksponenttifunktio sovelluksissa

	Logaritmifunktio
	Logaritmifunktion määrittely
	Logaritmin laskusäännöt
	Eksponentti- ja logaritmiyhtälöt
	Logaritmifunktion historiaa

	Trigonometriset funktiot
	Trigonometriset funktiot suorakulmaisessa kolmiossa
	Trigonometristen funktioiden tärkeät arvot
	Trigonometristen funktioiden yleinen määrittely
	Trigonomteristen funktioiden perusominaisuudet
	Trigonometristen funktioiden merkkikaaviot
	Trigonometristen funktioiden kuvaajat
	Trigonometristen funktioiden historiaa

	Trigonometrian kaavat
	Ulkoa muistettavat peruskaavat
	Helposti johdettavat kaavat
	Trigonometristen funktioiden lausuminen toistensa avulla
	Trigonometriset yhtälöt
	Esimerkki 1 trigonometrisesta yhtälöstä
	Esimerkki 2 trigonometrisesta yhtälöstä

	Arcus-funktiot
	Arcus-funktioiden määritelmät
	Arcus-funktioiden kuvaajat; päähaarat ja sivuhaarat
	Arcus-funktioita koskevia kaavoja

	Hyperbelifunktiot
	Hyperbelifunktioiden määrittely
	Ketjukäyrä ja katenoidi
	Hyperbelifunktiot ja trigonometriset funktiot
	Hyperboliset kaavat

	Area-funktiot
	Area-funktioiden määritelmät
	Area-funktioiden kuvaajat
	Area-funktioiden lausuminen logaritmin avulla

	Lukujonot
	Lukujonon käsite
	Eksplisiittisesti ja rekursiivisesti määritellyt lukujonot
	Aritmeettinen ja geometrinen jono

	Lukujonon raja-arvo
	Esimerkki lukujonon raja-arvosta
	Lukujonon raja-arvon määritelmä
	Lukujonon suppeneminen ja hajaantuminen; raja-arvo 
	Lukujonon raja-arvon laskeminen
	Esimerkkejä lukujonojen raja-arvoista
	Lukujonojen standardiraja-arvoja
	Alaraja-arvo ja yläraja-arvo

	Sarjat
	Sarjan käsite ja suppeneminen
	Esimerkki 1 sarjoista
	Esimerkki 2 sarjoista
	Geometrinen sarja

	Funktion raja-arvo
	Esimerkki funktion raja-arvosta
	Funktion raja-arvon määritelmä
	Toispuoliset raja-arvot; raja-arvo  ja raja-arvo äärettömyydessä
	Funktioiden raja-arvon laskeminen
	Esimerkkejä funktioiden raja-arvoista
	Funktioiden standardiraja-arvoja

	Funktion jatkuvuus
	Jatkuvuuden määritelmä
	Esimerkkejä funktioiden epäjatkuvuuksista: hyppyepäjatkuvuus
	Lisäesimerkkejä funktioiden epäjatkuvuuksista

	Derivaatta
	Derivaatan määritelmä
	Derivoituvuus
	Differentiaali
	Korkeammat derivaatat
	Esimerkkejä derivaatan laskemisesta erotusosamäärän raja-arvona
	Derivaatan historiaa

	Derivointisäännöt
	Summan, vakiokerrannaisen, tulon ja osamäärän derivaatta
	Yhdistetyn funktion derivaatta
	Käänteisfunktion derivointi
	Implisiittinen derivointi

	Alkeisfunktioiden derivaatat
	Luettelo derivaatoista
	Derivaattojen johtamisesta: standardiraja-arvojen käyttö
	Derivaattojen johtamisesta: käänteisfunktiot

	Maksimit ja minimit
	Funktion kasvavuus ja vähenevyys; paikalliset ääriarvot
	Ääriarvon laadun tutkiminen
	Absoluuttinen maksimi ja minimi
	Esimerkki 1 maksimien ja minimien laskemisesta
	Esimerkki 2 maksimien ja minimien laskemisesta

	Käyrän kuperuus
	Käyrän kuperuus
	Käännepiste

	Nopeus ja kiihtyvyys
	Hetkellinen nopeus ja kiihtyvyys
	Esimerkki nopeuden laskemisesta

	Newtonin iteraatio
	Newtonin iteraatiomenetelmän idea
	Newtonin iteraation kaavat
	Esimerkki Newtonin iteraatiosta
	Vaihtoehtoinen tapa johtaa iteraatiokaavat

	Differentiaaliyhtälöt
	Differentiaaliyhtälön käsite
	Esimerkki 1 differentiaaliyhtälöistä
	Esimerkki 2 differentiaaliyhtälöistä

	Integraalifunktio
	Integraalifunktion käsite
	Suoria integrointikaavoja I
	Suoria integrointikaavoja II
	Integraalifunktion jatkuvuudesta

	Määrätty integraali
	Määrätyn integraalin määrittely
	Esimerkki 1 Riemannin summasta
	Esimerkki 2 Riemannin summasta
	Määrätyn integraalin ja integraalifunktion yhteys
	Määrätyn integraalin laskusäännöt
	Esimerkkejä määrätyn integraalin laskemisesta
	Ympyrän alan laskeminen integroimalla
	Määrätyn integraalin historiaa

	Integroimistekniikkaa
	Sijoitusmenettely
	Esimerkkejä sijoitusmenettelystä I
	Esimerkkejä sijoitusmenettelystä II
	Osittaisintegrointi
	Esimerkkejä osittaisintegroinnista

	Pinta-alojen ja tilavuuksien laskeminen
	Tasoalueen pinta-ala
	Esimerkki pinta-alan laskemisesta
	Tilavuuden laskeminen
	Esimerkki tilavuuden laskemisesta
	Pyörähdyspinnan ala
	Esimerkki pyörähdyspinnan alan laskemisesta

	Massakeskipiste
	Massakeskipisteen määrittely
	Esimerkki massakeskipisteen laskemisesta

	Hitausmomentti
	Hitausmomentin määrittely
	Esimerkki hitausmomentin laskemisesta

	Geometria
	Geometrian synty
	Paralleeliaksiooma; erilaisia geometrioita
	Euklidinen ja epäeuklidinen geometria
	Projektiivinen geometria

	Koordinaatistot
	Koordinaatiston ja koordinaattien käsite
	Suorakulmainen koordinaatisto tasossa
	Suorakulmainen koordinaatisto avaruudessa
	Tason napakoordinaatisto
	Lieriökoordinaatit
	Pallokoordinaatit

	Vektori
	Vektorikäsite
	Vektorien yhteenlasku ja skalaarilla kertominen
	Vektorit koordinaatistossa

	Vektorialgebra
	Skalaaritulo
	Vektorin komponentti
	Vektoritulo
	Vektoritulon laskeminen
	Kolmitulot

	Determinantti
	Determinantti

	Piste
	Pisteen identifiointi
	Pisteen paikkavektori erilaisissa koordinaatistoissa
	Kahden pisteen etäisyys

	Suora
	Suora geometrisena peruskäsitteenä
	Suoran vektoriesitys
	Suoran yhtälö
	Suoran kulmakerroin
	Kulmakertoimen laskeminen

	Taso
	Taso geometrisena peruskäsitteenä
	Tason vektoriesitys
	Tason yhtälö
	Koordinaattiakseleiden ja -tasojen suuntaiset tasot
	Suora kolmiulotteisessa avaruudessa

	Geometriset probleemat
	Geometristen probleemojen tyypit
	Geometristen probleemojen ratkaisumenetelmät

	Synteettistä geometriaa
	Esimerkki 1 synteettisestä geometriasta
	Esimerkki 2 synteettisestä geometriasta

	Analyyttista geometriaa
	Esimerkki 1 analyyttisestä geometriasta
	Esimerkki 2 analyyttisestä geometriasta

	Vektorigeometriaa
	Esimerkki 1 vektorigeometriasta
	Esimerkki 2 vektorigeometriasta
	Esimerkki 3 vektorigeometriasta

	Algebralliset menetelmät geometriassa
	Esimerkki 1 algebrallisista menetelmistä geometriassa
	Esimerkki 2 algebrallisista menetelmistä geometriassa
	Esimerkki 3 algebrallisista menetelmistä geometriassa

	Kulma
	Tasokulma
	Kulman mittaaminen
	Avaruuskulma
	Diedrikulma

	Kolmio
	Kolmio: perusominaisuudet
	Tasakylkinen, tasasivuinen, suorakulmainen kolmio
	Kolmioiden yhtenevyys
	Yhtenevyyslauseet I
	Yhtenevyyslauseet II
	Kolmioiden yhdenmuotoisuus
	Yhdenmuotoisuuslauseet
	Kulmanpuolittajat ja keskijanat
	Korkeusjanat ja keskinormaalit
	Sinilause ja kosinilause
	Sini- ja kosinilauseen todistamisesta

	Pythagoraan lause
	Pythagoraan lause
	Muistikolmiot
	Pythagoraan lauseen historiaa

	Monikulmiot
	Monikulmio
	Avaruusmonikulmio
	Säännölliset monikulmiot
	Säännöllisten monikulmioiden laskemisesta
	Laatoituksista

	Monitahokkaat
	Monitahokas
	Säännölliset monitahokkaat
	Symmetrisistä monitahokkaista
	Säännöllisiä monitahokkaita on vain viisi

	Käyrä
	Tasokäyrä
	Parametriesityksen muodostaminen
	Avaruuskäyrä
	Käyrän tangentti

	Pinta
	Pinnan esitysmuodot
	Esimerkkejä pintojen parametriesityksistä

	Ympyrä
	Ympyrä ja sen yhtälö
	Ympyrän parametriesitys
	Sektori ja segmentti
	Kehäkulma
	Tangenttikulma
	Pisteen potenssi

	Pallo
	Pallon yhtälö
	Pallon tasoleikkaukset
	Geodeettiset viivat; pallokolmiot

	Kartio ja lieriö
	Kartio
	Katkaistu kartio
	Lieriö

	Toisen asteen käyrät
	Toisen asteen käyrä
	Ellipsi
	Hyperbeli
	Liittohyperbeli ja asymptootit
	Paraabeli
	Kartioleikkaukset
	Kartioleikkausten napakoordinaattiyhtälöt

	Toisen asteen pinnat
	Toisen asteen pinta
	Ellipsoidi
	Hyperboloidit
	Paraboloidit
	Lieriöt

	Tangentti ja normaali
	Sekantti ja tangentti
	Tangenttitaso
	Normaali
	Projektio

	Geometriset kuvaukset
	Geometrinen kuvaus
	Euklidiset kuvaukset: siirto ja kierto
	Euklidiset kuvaukset: peilaus ja skaalaus
	Projektiokuvaukset
	Aksonometria; perspektiivikuvat
	Mandelbrotin joukko
	Mandelbrotin joukon kuva

	Pinta-aloja ja tilavuuksia
	Laskemisesta ja määrittelystä
	Tasokuviot
	Kappaleet I
	Kappaleet II

	Joukko-oppi
	Joukon käsite
	Osajoukko
	Joukkoalgebraa
	Reaalilukujoukon välit

	Logiikka
	Formaali logiikka
	Propositiologiikka
	Esimerkki: epäsuora todistus
	Predikaattilogiikka
	Logiikka ja matematiikka

	Matemaattinen induktio
	Induktion periaate
	Esimerkki matemaattisesta induktiosta

	Lukumäärän laskeminen
	Samapituisten merkkijonojen lukumäärä I
	Samapituisten merkkijonojen lukumäärä II
	Joukon osajoukkojen lukumäärä
	Järjestysten eli permutaatioiden lukumäärä
	Järjestettyjen osajonojen lukumäärä
	p-alkioisten osajoukkojen eli kombinaatioiden lukumäärä
	Toisiaan leikkaavien joukkojen alkioiden lukumäärä

	Binomi- ja multinomikertoimet
	Kertoma
	Binomikertoimet
	Pascalin kolmio
	Multinomikertoimet

	Todennäköisyyslaskenta
	Todennäköisyyslaskennan peruskäsitteet
	Todennäköisyysfunktio P
	Esimerkkejä kombinatorisesta todennäköisyyslaskennasta
	Ehdollinen todennäköisyys
	Tapahtumien riippumattomuus
	Stokastinen muuttuja
	Todennäköisyyslaskennan historiaa

	Todennäköisyysjakaumat
	Diskreetit jakaumat
	Jatkuvat jakaumat
	Kertymäfunktio
	Jakauman tunnusluvut
	Normaalijakauma

	Tilastomatematiikka
	Tilastodata
	Tilastodatan esittäminen
	Datan tunnusluvut
	Matemaattinen tilastotiede
	Estimointi
	Tilastollinen testaus
	Korrelaatio
	Korrelaatiokerroin

	Matematiikan merkinnät
	Yleistä matematiikan merkinnöistä
	Kreikkalaiset kirjaimet

	Matematiikka
	Matematiikan osa-alueet
	Mathematical Reviews -lehden ylimmän tason ryhmäjako
	Matematiikan varhaishistoria
	Matematiikan historia renessanssiajasta lähtien

	Matemaatikot
	Vanha aika, ennen Kristusta
	Vanha aika, jälkeen Kristuksen
	Keskiaika
	1500-luku
	1600-luvun alkupuoli
	1600-luvun puoliväli
	1600-luvun loppupuoli
	Valistusaika (1700-luku)
	Ranskan vallankumouksen ja Napoleonin aika
	1800-luvun puoliväli
	1800-luvun loppupuoli
	Vuosisadan vaihde 1800 -- 1900
	1900-luvun alku
	1900-luvun puoliväli
	Kirjallisuutta

	Hakemisto
	A
	B
	C
	D
	E
	F
	G
	H
	I
	J
	Ka -- Kl
	Ko -- Kä
	L
	M
	N
	O
	Pa -- Pl
	Po -- Pä
	R
	S
	T -- U
	V -- W
	Y -- Ä


