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Fregier'n lause

Toisen asteen kayrilla— ellipseilld, paraabeleilla, hyperbeleilléja niiden erikoistapauksilla— on melkoinen maara
yksinkertaisiasaanndllisyysominaisuuksia. Eras téllainen on Frégier'n lause:

Olkoon P toisen asteen kayréalla sijaitseva piste ja olkoot PA ja PB kaksi tdméan pisteen kautta kulkevaa toisiaan
vastaan kohtisuoraa kayran jannetta. Talldin on olemassa kiinted piste Q, jonka kautta suora AB kulkee riip-
pumatta siité, missa asennossa janteet PA ja PB ovat. Piste Q sijaitsee pisteeseen P asetetulla kayran normaalilla.

Kuvatilanteesta elli psitapauksessa:

Lauseen erikoistapaus on ollut kevédn 2001 ylioppilaskirjoitusten pitkdn matematiikan kokeessa seuraavassa muodossa:

Suorakulmaisen kolmion kaikki kérjet sijaitsevat paraabelilla'y = x?; suoran kulman kérki on paraabelin huipussa.
Osoita, ettéd jokaisen téllaisen kolmion hypotenuusa |eikkaa paraabelin akselin samassa pisteessi. Maarita tama piste.

Frégier'n lauseen todistus voi perustua anal yyttiseen geometriaan. Taman johdosta on luontevaa kayttad hyvaks jotakin
symbolisen laskennan ohjelmaa, jolloin ei tarvitse huol ehtia monimutkaisista sievennyksistaja néissi herkasti syn-
tyvistévirheisté Ei symbolisten ohjelmienkaan kéyttd ongelmatonta ole: niilld on omat heikkoutensa, joita on opittava
varomaan.

Seuraavassa esitetdan Frégier'n lauseen todistus elli psitapauksessa M athemati ca-ni mi std symboli sta ohjel maa kayttéen,
jolloin mekaaniset laskut voidaan antaa ohjelman tehtéviksi. Itse asiassa tdmakirjoitus on kokonai suudesaan laadittu
Mathematican avulla; se nimittéin siséltda myos ainakin jonkintasoiset mahdollisuudet tekstinkasittelyyn ja matemaattis-
ten kaavojen kirjoittamiseen.
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Todistus

Tarkasteltavana olevaellipsi voidaan sijoittaa origokeskiseksi, ilman etté probeemaa mitenk&an rajoitetaan. Muodoste-
taan siis origokeskisen ellipsin yht8l6 ja talletetaan tama nimelleel | i psi :

ellipsi = x*2/a"2 + y*"2/b"2 ==1
x2 y2

s
az b2
Lauseessa esiintyvapiste P valitaan ellipsin kehdta. Jokainen kehapiste voidaan esittéd muodossa ( a cos(t), bsin(t)).
TassAt on ns. parametri, jokavoi saada arvot valilta0 < t < 2; téll6in jokainen keh&piste tulee huomioiduksi.
P={aCos[t], bSin[t]}
{aCos[t], bSin[t]}

Pisteen koordinaatit voidaan sijoittaa ellipsin yhtdl 66n, jolloin se todell akin toteutuu:

ellipsi /. {x->P[[1]1], y>P[[2]]1}// Sinplify
True

Pisteen P kautta asetetaan kaksi toisiaan vastaan kohtisuoraa suoraa. Annetaan néiden yhta 6t vektorimuodossa, jolloin
niité on ndppéaraa kasitella Vektorit esitetdén Mathemati cassa kahden alkion listoina, esimerkiksi 21 + 3 ] muodossa
{2, 3}. Koskasuorat ovat kohtisuoria, tulee niiden suuntavektoreiden skalaaritulon olla = 0. Jos suuntavektorit
kirjoitetaan muotoon { p, q} ja{- g, p} tdma ehto tayttyy, muttamuullatavoin e suorien suuntiaole ragjoitettu.
Vektoriesityksessatarvittava parametri olkoon u:

PA= {x, y}=P+u {p, q}

{X, y}={pu+acCos(t], qu+bSin[t]}

PB={X, y}=P + u{-q, p}
{X, Y} ={-qu+aCosft], pu+bSinft]}

toinen on luonnollisesti ellipsilléd oleva piste P, jonka kautta suorat asetettiin. Ratkaisujen sieventéminen edellyttéa
useampaa sievennyskéskya perdkkéin aseteltuina: / / Ful | Si npl i fy// Power Expand// Ful | Simplify:

ratkl = Solve[{ellipsi, PA}, {X, vy, u}] //FullSinplify // Power Expand //
Ful |l Sinplify

([ a((-b?p?+a?qg?) Cos[t]-2abpqSin(t])
X - ’

b2p2+a2q2
b(-2abpqgCos(t]+(bp-aq) (bp+aq) Sin[t])

y -
b2p2+a2q2

2ab (bpCos[t]+aqSinft])

u-

b2 p2 + a2 g2 }, {x>aCos[t], y->bSinJt], UQO}}
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ratk2 = Solve[{ellipsi, PB}, {x, y, u}]//FullSinplify // PowerExpand //
Ful | Sinmplify
{{x a((ap-bqg) (ap+bq) Cos[t]+2abpqgqSin[t])
% 1
a2p2+b2q2

b (2abpqCost]+(-a?p?+b?g?) Sin(t])
y - ’
a2 p? + b2 g2
2ab (bgCos[t]-apSin[t
. (bgCos[t]-apSin| ]>}’ (x>aCos(t], y-bSinit], us0)]
a2p2+b2q2

Edelliset vaihtoehdot antavat etsityt pisteet Talletetaan saatujen toisten leikkauspisteiden A ja B koordinaatit omille
nimilleen:

A= {X, y} /. ratk1[[1]]

a((-b2p?2+a2qg?) Cos[t]-2abpqgSin(t])
{ b2p2+a2q2
b(-2abpqgCos(t]+(bp-aq) (bp+aq) Sin[t])}

b2 p2 + a2 q2

B= {x, y} /. ratk2[[1]]
{a((ap—bq> (ap+bqg)Cos[t]+2abpqgqSinft])

a2p2+b2q2
b(2abpqCos[t]+ (-a?p?+b?qg?)Sin[t])
a2 p? + b2 g2 }

Suoran AB yhtdl 6 voidaan esittéd joko vektorimuodossatai x- ja y-koordinaatit sitovassa muodossa; seuraavassa
jalkimmainen vaihtoehto:
AB=y - A[[2]] == (B[[2]1]-A[I[21]) / (B[[1]]1-Al[1]]) (x - A[[1]])
b(-2abpqgCos(t]+(bp-aq) (bp+aq) Sin[t])
y- b2 p? + a2 g2 -
a((-b?p?+a2qg?) Cos[t]-2abpqgSin(t])

X —

b2 p2 +a2 q2

+

b(-2abpqgCosit]+(bp-aq) (bp+aq) Sinft])
b2p2+a2q2

b(2abpgCos[t]+ (-a?2p?2+b%2qg?)Sin(t])
a2 p2 + b2 g2 JJ/
a((-b?p?+a?qg?) Cos[t]-2abpqgSin(t])

- +
b2 p2 + a2 q2

a((ap-bq) (ap+bqg) Cos[t]+2abpgSin[t])

a2 p2 + b2 q2

Lukijasaattaaihmetelld, miksi toisinaan suoralle kaytetdan vektorimuotoista, toisinaan Xy-muotoistayhtd 6. Molem-
mat ovat periaatteessa yhta hyvia Edella olevat valinnat on tehty tavoitteena mahdollisimman yksinkertaiset ja toisaalta
symbolisen ohjelman k&yttémahdollisuuksiamahdol lisimman hyvin valaisevat laskut.
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On ehké&aika piirtéa tilanteesta kuvio. Kuviota varten tarvitaan jotkin numeeriset arvot:

| ukuarvot = {a->3, b->2, t ->1.2, p->2, q->3}
{a-3, b-2,t-51.2, p->2, -3}

L 8htokohtana olevapiste P on tall6in

nunP = P /. | ukuar vot
{1.08707, 1.86408}

Piirtéamista varten muodostetaan suorille PA ja PB xy-muotoiset yhté 6t eliminoimalla vektoriesityksesté parametri:
PAxy = El i m nate[PA, u]
py+agCos[t]-bpSin[t]=qx

PBxy = Eli m nate[PB, u]
-qy+apCos[t]+bgSinft]=px

Taman jalkeen voidaan piirtéé itse kuva:

kuval = Cont our Pl ot [
Evaluate[{el i psi, PAxy, PBxy, AB} /. | ukuarvot], {x, -5, 5}, {y, -5, 5}]

-4 -2 0 2 4

Frégier'n lause véittda, etté suora AB kulkee aina saman pisteen kautta rii ppumatta kohtisuorien suorien asennosta.
Ehdokaspisteen [8ytamiseksi voidaan suorittaaa edelld oleva lasku siten, ettd suorien PA ja PB suunnat ovat erilai set
(mutta edelleen toisiaan vastaan kohtisuorat), jolloin saadaan jokin toinen suora AB. Ehdokaspiste on tall6in uuden ja
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vanhan suoran AB leikkauspiste.

Uudet suuntavektoritolkoot {r, s} ja{-s, r}. Uus hypotenuusasuorasaadaan hyvin yksinkertaisesti: korvataan
aiemmassa suorassa AB vanhat suuntavektorin komponentit uusilla:

AB2 = AB/. {p->r, q->5s}
b(-2abrsCosft]+ (br-as) (br+as)Sin[t])
- b2r?+a?s? -
a((-b?r2+a?s?) Cos[t]-2abrssSin[t])

b2r?+a?s?

X —

+

b(-2abrsCosft]+(br-as) (br+as)Sinft])
b2r?+a2s?

b(2abrsCos[t]+ (-a?2r2+b?s?)sin[t])
a?r24p2s? JJ/
a((-b?r2+a?s?) Cos[t]-2abrssSinft])

- +
b2r2+a2s?

a((ar-bs) (ar +bs)Cosjt]+2abrsSinjt])

a?r?+p?s?

Taman jalkeen voidaan ratkaista uuden ja vanhan suoran AB |eikkauspiste. Tul os sievennetaan.
ratk = Sol ve[{AB, AB2}, {X, Y}]
~a%Cos[t] +ab?Cos|[t] b (-a2Sinft]+b2Sin[t])
(b= Yo }
a2 + b2 a2 + b2
Q= {x, y} /. ratk[[1]1] //Sinmplify
a(a?-b?) Cos[t] b (-a?+b?)Sin[t]
{ a2 + b2 ’ a2 + b? }

Tulos nayttéa olevan riippumaton suuntavektoreiden komponenteistap, g, r jas. Mutta tama merkitsee, etta
Frégier'n lause on tullut todistetuksi: On [dytynyt ehdokaspiste, joka el riipu ldhtokohtana olleista suuntavektoreista;
sesiis sijaitsee suoralla AB valittiinpa suuntavektorit miten tahansal

Ratkaisu e luonnollisestikaan mene edelld esitetyllatavalla josp = r jag = s. Tataei laskussaole mitenk&én
suljettu pois. Mathematica kuitenkin késittel ee téll ai sessa tilanteessa ns. geneerista tapausta, ts. tapausta, missd mitéan
rgjoittavia erikoisehtojaei vallitse. Itse asiassaoletetaan siisp # r, 4 + S.

Lukijamiettikdon, mista seuraa, etté |dydetty piste on pisteen P kautta kulkevallaellipsin normaalilla. Aivan lopussa
olevaanimaatio antanee ainakin viitteita

Esimerkkitapauksessa ehdokaspiste on

nunQ=Q/. | ukuarvot
{0. 418105, -0.716953})

Tilanteesta saadaan havainnollisempi kuva piirtdmalla kaksi keskendén kohtisuoraa suoraparia, néita vastaavat suorat
AB jaleikkauspiste:

| ukuarvot2 = {a->3, b->2, t ->1.2, p->3, q->1}

{a-3, b-2,t-51.2, p->3, -1}
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kuva2 = Cont our Pl ot [Eval uate[{ellipsi, PAxy, PBxy, AB} /. | ukuarvot 2],
{Xa _51 5}1 {yy _51 5}];
Show[kuval, kuva2, Graphics[{PointSize[0.03], Point [nunP], Point [numQ]}]]

| N
P

Harjoitustehtavia

1) Osoita, etta piste Q sijaitsee pisteeseen P asetetulla ellipsin normaalilla.

2) Pisteen Q sijainti riippuu pisteen P sijainnistaellipsilla Tutki, millaisen k&yran piste Q piirtaa, kun piste P
kiertéd koko ellipsin.

3) Todista Frégier'n lause paraabelitapauksessa.



