Smo K. Kivelg, 13.7.2004

Aariarvoprobleema

Seuraavatehtéva on vuoden 2000 pitkan matematiikan ylioppilaskokeesta.

Astia on kérjelldén seisova avonainen ympyrakartio. Kartion pohjan sdde on 6,6 cm ja sivujana 11,0 cm. Astiaon
tédynna vetta. Astiaan asetetaan pallo, joka sivuaa kartion vaippaa. Maarita pallon sade siten, etta astiasta valuva
vesiméara on mahdollisimman suuri.

Ratkaisu laskentaohjelmallaei periaatteessa eroa kyndla ja paperilla tehdysté ratkai susta. Eroja kuitenkin on siing,
mihin ratkaisijan on kiinnitettéva huomiota: ohjelmalla laskettassa mekaaniset laskut ovat suhteellisen ongel mattomia,
mutta tehtévan rakenne on syyta hahmottaa selkeasti.

Ratkaisu

Numeroarvoista huolimatta laskennassa kannattaa kytt&é symbol eja mahdollisimman pitkéle. Merkitéan seuraavasti:

Kartion pohjan séder, sivujanan pituus s, korkeus h. Pallon séde R, astiassa olevan pall osegmentin korkeus x, etédisyys
kartion kérjesta pallon ja kartion sivuamispisteeseen y.

Symboleillaon seuraavat numeeriset arvot:

in[1= numarvot = {r -6.6, s-»11.0, h-Sqgrt [11.072-6.6"2]}
oufi= {r -6.6, s>11., h->8.8}

Y hdenmuotoisi sta kol mi oi sta saadaan seuraavat rii ppuvuudet:

in2)= pal l onSade = First [Solve[r /s =R/ (h-x+R), R]]

out[2]= {R - —hrr_+srx }

in@El:= Si vuam sEtai syys = First [Solve[R/y =r1 /h, y]] /. pal |l onSade
h (-hr +r x) }

Out[3]= {y% C s

Mallikuvio hel pottaa yhdenmuotoi sten kol mioiden hahmottamista:
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in@4:= Show[Graphi cs[{Line[{{-r, h}, {0, 0}, {r, h}, {-r, h}}], Line[
{{0, 03}, {0, Max[h, h-x+R]1}}1, Line[{{0, h-x+R}, y/s {-r, h}}],
Poi nt Si ze[0. 02], Point [{0, h-x+R}], Crcle[{0, h-x+R}, R]} /.
pal | onSade /. sivuam sEtai syys /. {x 4.5} //.
numar vot ], AspectRati o - Automati c]

Out[4]=

Astian sisdén jaédvan pallosegementin tilavuus segmentin korkeuden funktionaon

inEl= segmvol = Pi x*2 (R-x/3) /. pal |l onSade
X -hr+rx

ous X% [-— +
3 r-s

Lausekkeen pétevyyttarajoittaa toisaalta tilanne, missé pallo sivuaa kartiota sen pohjaympyréé pitkin, ja toisaalta
tilanne, missé pallo kokonaan sijaitsee kartion sisélla. Néisté saadaan muuttujalle x seuraavat rgjat:

inel:= X1 = First [Sol ve[s == (y /. sivuam sEtaisyys), x]]1//Sinplify
hZ2+(r-s)s }

Out[6]= {X -
h
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in7i= X2 = First [Solve[x == (2R /. pallonSade), x]1 // Sinplify
2hr

r+s}

Astiasta poistuva vesimaéra on mahdollisimman suuri, kun kartion sissén jaévan pallosegementin tilavuus on mak-
simissa. Paikallisten &ararvojen 10ytémiseksi lasketaan segmentin tilavuuden derivaatta ja sen nollakohdat:

Out[7]= {X -

ingl:= der SegmVol = D[segnVol, x]
1 r

-— +
3 r-s

X -hr+rx

Out[8]= 7T -— +

r-s

]X2+27TX

inl:= nol | akohdat = Sol ve [der SegnVol == 0, X]

ou {(x 03, fx ;r'"fs}}

Tassa vai heessa on luonnollistalaskea numeeriset arvot seka tarkasteluvdlille etté derivaatan nollakohdille:

imro= numval i =x /. {x1, x2} /. numarvot
oujio= {3. 3, 6.6}

inf11:= numNol | at = x /. nol | akohdat /. numar vot
ou11= {0, 4.8}

Jalkimméinen nollakohta siis osuu tarkasteluvdille. Maksimiarvot saadaan joko valin paétepisteissitai derivaatan
nollakohdissa. Selkeinté on piirtéa funktion kuvagja:

in[22}= Pl ot [segmVol /. numarvot, {x, nunVali [[1]], nunVali [[2]]}]
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Maksimiarvo siis todellakin saadaan, kun segmentin korkeuson x = 4.8 cm. Vastaava pallon séde, palon tilavuusja
segmentin tilavuus ovat

3= {R, 4/3Pi R*"3, segnVol } /. pall onSade /. nol | akohdat [[2]] /. numar vot
ouf13= {6., 904.779, 318.482}
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Harjoitustehtavia

1) Piirrd kuvio tilanteesta, missa pallosegementin tilavuus on suurimmillaan. Piirré kuviot tarkasteluvalin paétepis-
teité vastaavasta til anteesta.

2) Suoritalaskut uudelleen, kun kartion kartion pohjan séde on 5 cm ja sivujanan pituus 20 cm.

3) Tutki, sijaitseeko derivaatan toinen nollakohta aina tarkastel uvailla riippumatta lukuarvoista, ts. kartion
muodosta.

4) Ratkaise tehtéva uudelleen valitsemalla muuttujaksi kartion kérjen ja pallon keskipisteen etéisyys z segmentin
korkeuden sijasta. Piirrd myos syrjaytetyn vesimadran kuvagja tdman etéisyyden funktiona, kun 0 < z< co.



