Peruskéasitteet

1. Mitka ovat seuraavien funktiotst = y(x) koskevien differentiaaliyhtéldiden kertaluvut?
Ovatko yhtalot normaalimuotoisia?

a) xy'+2ysinx+y=¢

b) Yy +sin(x+y)=0

c) Y'=xyyy

d) Y (y(x) =y

Vastaus:

a) 2, ei
b) 1,on
c) 3,on
d 1, ei

2.Saata differentiaaliyhtaléryhma

{ y—Z=y
2y -7 =z
normaalimuotoon.

Vastaus:

y=2-y,7=2-2%

3. Osoita, ettdy = 1 " differentiaaliyhtaloénk®y’ = y? yleinen ratkaisu. Maérita yksit-

taisratkaisu, joka toteuttaa alkuehdoryél) = 1, b)y(2) = 1. Mita voidaan sanoa alkuehdoista
¢) y(0) = 0 jad)y(0) = 1? Piirra ratkaisukayraparvi.

Vastaus:
a)y = x; b) y= 2x/(x+ 2); c) kaikki ratkaisut toteuttavat; d) mikaan ratkaisu ei toteuta.

4. Osoita, ettdy = e 2*(Cy sinx+ C,cosx) on differentiaaliyhtalory” + 4y’ + 5y = 0 ratkaisu.
Maarita ratkaisu, joka toteuttaa alkuehdory@) = y'(0) = 1, b)y(0) = y'(0) = 0.

Vastaus:
a)y = e ?(3sinx+cosx); b)y=0

. Osoita, ettdy = 2, sinx+ - cosx+ C1€* + C,€% on differentiaaliyhtaléry” — 7y + 6y = sinx
yleinen ratkaisu. Laske tehtava seka kasin ettd laskentaohjelmaa kayttaen.

6. Osoita, ettay = (1+In|x|)x on differentiaaliyhtalorx®y” — xy +y = 0 yksittaisratkaisu,



joka toteuttaa alkuehdoy(1) = 1, y'(1) = 2. Laske tehtava seka kasin etta laskentaohjelmaa
kayttaen. Missa alueessa yksittaisratkaisu on maaritelty?

Vastaus:
x>0

/. Osoita, etta differentiaaliyhtaléryhman

y-Z=y
2y -7 =12
yleinen ratkaisu oty = C; cosx+ Cysinx, z= (Cy 4+ Cp) cosx+ (Cp — Cq) sinx. Laske tehtava
seka kasin etta laskentaohjelmaa kayttaen.

8. Differentiaaliyhtalollay’ = y on ratkaisung = €*. Osoita, etta sen jokainen muu ratkaisu
poikkeaa tasta vain kerrannaisella vakiolla. Sijoita tata varten yrtei(x)e* differentiaaliyh-
taloon ja johda ehto funktiolla.

9. Tarkastellaan differentiaaliyhtalo# (x) = f(y(x)). a) Osoita laskentaohjelmaa kayttaen,
ettd kayra, jonka parametriesitys on

dt tdt
X_/W+Cl7 y= T)+C2,

on taman integraalikayréa. b) Milla ehdolla differentiaaliyhtalon erdéna ratkaisuna onyssora
ax+b?

10. Muodosta suuntakentta differentiaaliyhtalofe — y?)y = 2xy ja paattele timan perus-
teella, millaisia ratkaisukayrat ovat.

11 .Kirjoita differentiaaliyhtald
3x2 + 6xy? + (6x°y+4y°)yY =0

muotoony’ = f(x,y), piirrd suuntakentta ja tutki yhtalon ratkaisukayria taman avulla.

12.Muodosta suuntakentta differentiaaliyhtalofle= x +y. Maarita niiden kayrien (isoklii-
nien) yhtalét, joilla suuntaelementtien kaltevuus on vgkio

Vastaus:
y=-—-X+p

13. Maarita differentiaaliyhtalom?y’ = y+ 1 isokliinit. Piirra suuntakentta.



Vastaus:
y=px'—1

14.0lkoon funktiof : R2 — R ja sen osittaisderivaaté} ja f, jatkuvia. Osoita, etté jos yhtalon
y = f(x,y) ratkaisukayralla on kaénnepiste, niin se sijaitsee kayralla

fX(X7 y) + fY(X7 y) f <X7 y) =0.
Osoita edelleen, etta taman kayran pisteissa ratkaisukayra ja isokliini sivuavat toisiaan. Tarkas-
tele esimerkkind yhtalog = x2 — y? ja maarita talle em. kayra seké isokliinit. Piirra kuvio.

Vastaus:
YO —y?) =X X2 —y*=p

15.Johda sen kayraparven differentiaaliyhtal®, johon kuuluvat kaikki xy-tB&sséteiset ym-
pyrat. (Parvella on siis kaksi parametria: ympyran keskipisteen koordirRatit.vakio.) Mita
saatu yhtal6 ilmaisee parven kayrien kaarevuussateista?

Vastaus:
Ry = (1+y?)°

16.Etsi kayraparvery = C1x+ Cox? +Cax3 differentiaaliyhtéld, kun parametreina o@it, C,
jaCs.

Vastaus:
x3y" — 3x2y" + 6xy — 6y =0

17.Johda sen kayraparven differentiaaliyhtal®, johon kuuluvat kaikki x-akselia origossa si-
vuavat ympyrat.

Vastaus:
(@ —y2)y = 2xy

18.Tason toisen asteen kéyran yhtalon yleinen muotaxdn- by? + 2cxy-+ 2dx+ 2ey+ f =0.
Muodosta kaikkien tallaisten kayrien differentiaaliyhtalo.

Vastaus:
9<yu)2y(5) . 45yllyllly(4) + 406///)3 -0

19. palauta differentiaaliyhtalgy”’ + 2y’2 = 0 ensimmaisen kertaluvun normaaliryhmaksi.
Onko ryhma autonominen? Etsi yhtalon yleinen ratkaisu. Piirra ratkaisukayrien kuvaajia se-
k& muuttujarx funktiona ettéa faasitasossa. Maarita faasitasokayrien yhtalot.



Vastaus:
y= JCix+Cy; z=C/y?

20.Muodosta differentiaaliyhtalogl — y)y’ + 2y'2 = 0 vastaava normaaliryhma ja tutki, on-
ko se autonominen. Etsi reunaehtojgf) = 0, y(—1) = —1 maaraama ratkaisu ja piirré sen
kuvaaja sekéd muuttujanfunktiona etta faasitasossa.

Vastaus:
y=X/(X+2)

21.Totea yhtald 8’ = 3y? autonomiseksi ja piirra ratkaisukayrien kuvaajia faasitasoon. Etsi
kokeilemalla ratkaisukéayrd, jolla on asymptoottina x-akseli. Miten tama ilmenee faasitasoku-
vassa? Etsi kyseisen ratkaisun lauseke.

Vastaus:
y=4/(x+C)?

22. Olkootx jay muuttujant funktioita, joille patee

X =y
y =—-2x'

Millaisia ovat ratkaisukayrat faasitasossa? Johda naiden yhtal6t.
Vastaus:
%2 + y2 —C

2 3. Tutki piirtamalla differentiaaliyhtaloryhman

X =y-2z
y =2z—2x,
Z=2x—y

ratkaisuja faasitasossa. Mita naisté voidaan paatella pelkan kuvion perusteella? Enta jos kuvioon
yhdistetaan tieto vakiokertoimisen yhtalon ratkaisun muodosta?

X =3y—X
y =y+x

ratkaisujen faasitasoesityksen yhtalot.

24 . Johda yhtaléryhman

Vastaus:
X2+ 2xy—3y?=C



Yhtalot ja ratkaisut yleensa

25.0lkoon f : R2 - R jatkuva kahden muuttujan funktio. Nayta, etta differentiaaliyhtalon
y =yf(x,y) ratkaisukayrat joko sivuavat x-akselia tai eivat kosketa sité lainkaan.

26. Tutki, missa sijaitsevat differentiaaliyhtaldf = x + ly| ratkaisukayrien minimipisteet.
Piirra kuvio ratkaisukayrista.

27 . Palauta toisen kertaluvun differentiaaliyhtiig’ + xy = 0 ensimmaisen kertaluvun nor-
maaliryhmaksk’ = F (x,Y). Millainen vektoriarvoinen funktid- on?

Vastaus:
F(X,(Y1,Y2)) = (Y2, —XY2/Yy1)

28. Kappaleen (planeetan) liiketta keskeisvoimakentassa hallitsee Newtonin lakien mukainen
differentiaaliyhtalo

missa pilkut tarkoittavat derivaattoja ajan suhteeon paikkavektorir = |r| tdman pituus ja

vakio. Oletetaan tunnetuksi, ett kyseessa on tasoliike, jolloim @iis= x(t)i + y(t)j. Hajota
differentiaaliyhtald komponenttifunktioita(t) ja y(t) koskevaksi kahden yhtalon ryhméksi ja
palauta tdmé neljan yhtalon ensimmaisen kertaluvun ryhméksi ottamalla nopeuskomponentit
uusiksi tuntemattomiksi funktioiksi.

Vastaus:

X =uy =V, U=—ax/(x%+y?)%2 v = —ay/(x*+y?)%?, misséu ja v ovat nopeuden kom-
ponentit.

29. Kaksi yksikon suuruista massaa on kiinteasti sidottu piste{siih, 0) ja (1,0). Naiden
aiheuttamassa gravitaatiokentassa liikkuu kolmas massa. Kirjoita Newtonin lakien mukainen
likeyhtalo ja muodosta vastaava normaaliryhma. Oletetaan, ettéa kyseessa on tasoliike. Gravi-
taatiovakiolle kaytetaan arvoa 1. Tutki numeerisesti, millaisia ratakayria malli antaa.

Vastaus:

/ _ I x—1 _ x+1 —
X =Y =V = g e

y y
1P T DRy

30.0lkootx(t) ja y(t) tuntemattomat funktiotn € R. Muodosta differentiaaliyhtaloryhmaa

X'+ 2mPy =0
y' —2mPx=0

vastaava normaaliryhmda. Tutki piirtAmalla ratkaisukayrid xy-tasossa. Miten nama kayttayty-
vat, kunt — «? Onko yhtaléryhmalla rajoitetuja ratkaisuja? Totea, etta yhtalon ratkaisu on
x = €™(Cy sinmt+ C, cosmt) + e"™(Cz sinmt+ C4cosmt), y = €™(—Cy cosmt + C, sinmt) +

e~ M(Czcosmt — Cysinmt), josm#£ 0, jax = Cy +Cat, y = C3+Cyt, josm= 0.



31.0lkoon f : R?2 — R riittdvan monta kertaa derivoituva kahden muuttujan funktio. Laske
alkuarvoprobleemay’ = f(x,y), y(Xo) = yo ratkaisuny(x) kolmannen asteen Taylorin poly-
nomi kehityskeskukseng. Laske myos neljannen asteen Taylorin polynomi laskentaohjelman
avulla.

Vastaus:

Ta(%,%0) = Yo+ f(X0,Y0) (X = X0) + 3(fx+ fy ) x.yo) (X — X0)% + & (Fax+ Fuyf + fyxf + fiyf2+
fufy + 15 F) (xoy0) (X —%0)°

32. Laske alkuarvoprobleeman = x* — y?, y(0) = 1 ratkaisuny(x) viidennen asteen origo-
keskinen Taylorin polynomi yhtal6a ratkaisematta. Muodosta tarvittavat funitaerivaatat
derivoimalla differentiaaliyhtaloa.

Vastaus:
Ts(X,0) = 1 —x+x2 — 3334 2x* — £x5

33. Laske alkuarvoprobleemayt = yy — x2, y(0) = y'(0) = 1 ratkaisun viidennen asteen
Maclaurinin polynomi yhtaloa ratkaisematta. Muodosta tarvittavat funktiderivaatat deri-
voimalla differentiaaliyhtaloa.

Vastaus:
Ta(x,0) = L1+ X+ 3x% + 2x3+ 2x* + &xX°

34.0lkoon f : R? — R differentioituva funktio ja olkoory differentiaaliyhtalony’ = f(x,y)
alkuehdory(xp) = yo toteuttava ratkaisu. Johda lauseke derivaatél(®y).

Vastaus:
Y’ (x0) = fx(X0,Yo) + fy(Xo,Yo) f (X0, Yo)

35. Maarita alkuarvoprobleematy = x -+, y(1) = 1 ratkaisukayran kaarevuus alkuehtopis-
teessa.

Vastaus:
1/58%/2

36. Tutki, millaisia ratkaisuja on differentiaaliyhtalol(y(x)) = y(X).
Vastaus:
y=0,y=x>/2+C

37 .Ratkaise integraaliyht&lo

X +2 2
/1 t +y<t22+ty(t)dt:y(x)

muodostamalla ensin puolittain derivoimalla differentiaaliyhtalo.



Vastaus:
y = xtanlnx, x € |e V2, &V?|

38. Ratkaise differentiaaliyhtalgy” = y'y” sijoituksellau =y’ /y.
Vastaus:

y = C2sinh(Cyx) + CzcosiCiX), y = CpSin(Cix) + C3c09C1x), y = Co + CaX

39. Olkoon funktio P(x) derivoituva. Tee lineaariseen differentiaaliyhtaloghy- P(x)y' +
Q(x)y = O sijoitus
y(x) = u(x)e~2/PId
ja saata se muotoarf + | (x)u = 0. Mik& on funktionl (x) lauseke?
Vastaus:

1(x) = Q(x) — P(X)*~ 3P'(X)

40.0lkoon funktioP(x) jatkuva. Kerro lineaarinen differentiaaliyhtab+ P(x)y + Q(x)y =0
funktiolla
p(X) _ efP(X)dX

ja saata tulos muotoon

d dy B

(P05 +atay=o
Millainen funktio onq(x)?
Vastaus:

q(x) = Q(X)p(x)

41. Funktioy olkoon jatkuva ja toteuttakoon integraaliyhtalon

2 /0 Xty(t)dt =% +y(x).

Maaritay kasinlaskulla. Tutki, miten laskentaohjelmaa voidaan hy6dyntaa tehtavan ratkaisemi-
sessa.
Vastaus:

yzl—ex2

42. PalautaBernoullin differentiaaliyhtald §= A(X)y + B(x)yP lineaariseksi ensimmaisen
kertaluvun yhtaloksi sijoituksella= y'~P. Ratkaise télla tavoin seuraavat yhtalot:

a) xy+y=x3?

b) Y +y=y?(cosx—sinx)
c) I +y=(1-2xy
d) Y+ 2% =40¢-x)y



Vastaus:

a) y=1/(Cx—x/2)

b) y=1/(Ce&—sinx)
c) y=1/JCe—2x—-1
d) y=(x*+C)?(x—1)2

43. Riccati'n differentiaaliyhtaléon muotoay’ = A(X) 4+ B(x)y + C(x)y? ja Bernoulli'n dif-
ferentiaaliyhtdlomuotoay = A(x)y + B(x)yP. Olkoonyp(x) Riccati’n yhtalon yksittéisratkai-

su. Muunna Riccati'n yhtalé Bernoulli'n yhtaloksi sijoitukselféx) = yo(X) + z(X). Muunna

talla tavoin seuraavat Riccati’n yhtalét, kun annettuna on yksittaisratkaisun periaatteellinen
muoto. Ratkaise saamasi Bernoullin yhtald (tuntemattomana funktigxg sijoituksella

u(x) = z(x)*~P. Mieti, miten laskentaohjelmaa voidaan laskussa hyddyntaéd. Onnistuuko alku-
peraisen yhtalén ratkaiseminen suoraan?

a) Y =1+x+xX2—(2x+1)y+Y?2 yo(X) =ax+b

b) Y =y?—xy—(x—1)? yo(X) = ax’+bx+c

) XY +(xy—2>=0,y0(x) = §

Vastaus:

a) y=(Cx&—x—-1)/(Ce-1)

b) y=x2+1- /32 (C+ P dt)
c) y=(C+4a3)/(Cx+x4

44 Muunna differentiaaliyhtala®y” + 2(x2 — X)y” + (X2 — 2x+ 2)y’ = x3 ottamalla uudeksi
tuntemattomaksi funktioksi(x) = y'(x) /x. Totea, etta talldin syntyy lineaarinen vakiokertoimi-
nen yhtalo ja ratkaise se. Ratkaise tdmén avulla alkuperainen yhtalo.

Vastaus:
y =€ X[C1x% 4+ Ca(x+1)] +C3+%%/2

45 Etsi kaikilla vakiona € R arvoilla integro-differentiaaliyhtalon

Ry =2 [yt

ratkaisu johtamalla ensin differentiaaliyhtal® funktiojle
Vastaus:
Josa # 0, niiny = C(2x/a®+1/x?), misséx on samanmerkkinen kuim josa = 0, niiny = Cx.

46 .Maarita differentiaaliyhté’:‘ll(‘jlgi3 = yyleinen ratkaisu. Piirré ratkaisukayrid. Onko yhtalolla
erikoisratkaisuja? Onko olemassa alkuehtoa, joka ei maaraa ratkaisua yksikasitteisesti?



Vastaus:
y = [£(x+C)]*/?; erikoisratkaisty = 0; on olemassa, esimerkikgi0) = 0.

47 . Ratkaise differentiaaliyhtal§’®> = 4y. Onko yhtalolla erikoisratkaisuja? Onko olemassa
ehdoty(—1) = 1, y(2) = 1 toteuttavaa ratkaisua?

48. onko alkuarvoprobleemalla 3 = X2 — y?, y(0) = 0, b)Y = x2 —y?, y(0) = 1 olemas-
sa yksikasitteinen ratkaisu? Piirra myonteisessa tapauksessa ratkaisufunktion kuvaaja origon
ymparistossa jotakin menettelya kayttaen.

49 .Alkuarvoprobleemay’ = f(x,y), y(Xo) = Yo ratkaisun olemassaolotodistuksessa kaytetaan
Picardin — Lindel6fin menettelya:

X
100 =Y+ [ Flxyn(0)dx n=0123....
X0

Etsi taté kayttaen approksimaatioita alkuarvoprobleeganxy, y(0) = 1 ratkaisulle. Valitse
aloitusfunktioksi vakiofunktiojp(X) = 1. Vertaa tulosta tarkan ratkaisun Maclaurinin polyno-
miin.

Vastaus:

2 X4 6 )(8 10 12
Ye(X) =1+ % + % + 25+ 382+ 3840 25080

o

50 .Alkuarvoprobleemay’ = f(x,y), y(Xo) = Yo ratkaisun olemassaolotodistuksessa kaytetaan
Picardin — Lindel6fin menettelya:

X
Yn+1<x> :y0+/ f(X7Yn(X))an n:07172737-'--
X0

Tarkastellaan alkuarvoprobleemga= f(x,y) = 2x+ 5y, y(0) = 0. Osoita, etté funktid tayttaa
tasaisen Lipschitzin ehdon ja laske probleeman ratkaisulle Picardin — Lindel6fin menetelmén
mukaiset approksimaatigi(x), k = 1,2, 3,4, kun valitaarnyp(x) = 0.

Vastaus:
ya(X) = X2 + 253 + x4 4 255

51.Alkuarvoprobleemay = f(X,y), y(Xo) = Yo ratkaisun olemassaolotodistuksessa kaytetaan
Picardin — Lindeldfin menettelya:

X
100 =Y+ [ Flxyn()dx n=0123....
Xo

Laske t&lla tavoin approksimoivia polynomeja alkuarvoprobleeghanx? — y2, y(0) = 1 rat-
kaisulle.



Vastaus:
Yo(X) = 1,y1(X) = 1—x+ 33, yo(x) = 1 —x+x2 — 2x* + Zx° — 2ox', etc.

52 .Alkuarvoprobleemay’ = f(x,y), y(Xo) = Yo ratkaisun olemassaolotodistuksessa kaytetaan
Picardin — Lindel6fin menettelya:

X
yn+1(X> :y0+/)(0 f(X7Yn(X))an n:0’172737""

Approksimoi télla tavoin alkuarvoprobleemgh+ xy = 0, y(0) = 0, y'(0) = 1 ratkaisua. Dif-
ferentiaaliyhtélé on ensin kirjoitettava normaaliryhman muot¥6e= F(x,Y), missaY ja F

ovat vektoriarvoisia funktioita. Laske funktiojonon alkupaan termeja ja vertaa niiden antamaa
approksimaatiota alkuarvoprobleeman tarkkaan ratkaisuun (joka on lausuttavissa Airyn funk-
tioiden avulla).

Vastaus:

. X4 X7 XlO Xl3 Xl6
Y=X—1>1 504 253601 7076160 16982784001 - -

Ratkaiseminen ohjelmistoilla

53. Tutki seuraavien differentiaaliyhtaldiden tai alkuarvoprobleemoiden ratkaisemista symbo-
lisen tietokoneohjelman avulla:

a) y=xy
b) Y =xy y(1)=2
c) y=x-y, y0)=1

d y'—4y+13y=
e) vy =y>+yy,y0)=2y(0)=1
f) y'+xy=0

54 Ratkaise yhtélg”’ = f(y) laskentaohjelmalla. Mita tarkoitetaan, kun sanotaan, etta téllai-
nen yhtalo aina voidaan ratkaista kahdella integroinnilla?

55. Maarita laskentaohjelmalBesselin differentiaaliyhtalor?y’ + xy + (x2 — n?)y = 0 ylei-

nen ratkaisu. Tassd on parametri, joka voi saada minka tahansa reaaliarvon. Kokeile ensin
symbolillan, ja anna sille taman jalkeen kokonaislukuarvoja ja yksinkertaisia murtolukuarvoja.
Ratkaisut ovat muoto@; y; (x) +Coy2(X). Miten funktioty; ja y» suhtautuvat toisiinsa paramet-

rin n eri arvoilla? Millaisia ominaisuuksia niilla on? Rajoitu tarkastelemaan amnojd®.

56.0soita laskentaohjelmaa kayttaen, etta differentiaaliyhtglénx — y? yleinen ratkaisu on
_ CAi'(x)+DBi'(x)
~ CAi(x) +DBi(x) ’




missa Ai ja Bi ovatAiryn funktiot C ja D ovat vakioita. Huomaa, ettd integroimisvakioita on
oleellisesti yksi: lauseke voidaan supistaa jakdla tai D:ll&. Piirrd ratkaisukayria ja tutki,
millaisessa erikoisasemassa ovat arja 0 tai D = 0 vastaavat ratkaisut.

57. Rratkaise seuraavat yhtaloryhmaét laskentaohjelmalla ja pyri saattamaan vastaus mahdol-
lisimman yksinkertaiseen muotoon. Tutki, mitka vakiam R arvot ovat poikkeusasemassa,

ts. yleisessa tapauksessa saatu ratkaisu ei ole pateva ndilla arvoilla. Tutki myos, toteuttavatko
saamasi ratkaisut yhtaloparin.

) X (t) +ay(t) = cosat
y (t) +a?x(t) = sinat
Vastaus:

a) Josa# 0, niinx=Cye+vVH+at 4 C,e1-V1+@)t 4 /52
y=3(1+vit+adel (1+V1t+a2)t +2(1- Vit adel (1-vV1+@)t _ 1 /g,
Josa=0, ninx=t+Cy,y= Cge2t

b) JosaO0, niinx=Cye¥t +Coe @ + _8FL _ginat, y= —C,¥t + Cre @t +

@+ 1) cosat.
Josa=0, ninx=t+Cy,y=C,.

(a2+l)

58. Ratkaise laskentaohjelmalla numeerisesti ja symbolisesti alkuarvotefitawt — cosx,
y(0) = 1. Piirra kummankin ratkaisun kuvaaja ja lagkd.5). Onko yhtél6 ratkaistavissa al-
keisfunktioiden avulla?

59. ratkaise laskentaohjelmalla alkuarvoprobleema

X =y—2
y =z—2x x(0) =1, y(0) =2, z(0) =3
Z=2x—y

numeerisesti ja symbolisesti. Piirrd kummassakin tapauksessa saatujen ratkaisukayrien kuvaajat
valilla [0, 20] ja laske ratkaisufunktioiden arvot pisteessé20. Milla tarkkuudella numeerinen
ja symbolinen tulos on sama?

60. Ratkaise laskentaohjelmalla numeerisesti alkuarvoprobleégima |y —y?, y(0) = 1,
Yy (0) = —1, y’(0) = 0 antamalla sydtteeksi yhtalo a) yllaolevassa muodossa, b) normaaliryh-
mana. Milla valilla ratkaisu on olemassa?

61.Ratkaise laskentaohjelmalla numeerisesti alkuarvoproble®mg = sint, y’ +x = cog,
x(0) =0,X(0) =1,y(0) = 1,y (0) = 0. Tarkastele ratkaisuja valil[@, 30]. Tutki ratkaisun herk-
kyytta alkuarvojen muutoksille kayttamalla hieman poikkeavaa alkuehtoa, esimexiiksi O,
X' (0) = 0.9999,y(0) = 1.0001,y'(0) = 0. Voidaanko yhtaléryhma ratkaista tarkasti?



Alkeellinen ratkaiseminen kasin

62.Etsi separoimalla seuraavien differentiaaliyhtaléiden yleiset ratkaisut. Piirrd ratkaisukay-
ra.

a) 9Yy+4x=0
b) ¥ =1+y?

Vastaus:

63.Ratkaise separoimalla seuraavat alkuarvotehtavat.

8) Y =-2,y(0)=1
b) v=-2oy-1-1

c) y’:li—xzy,y(Z):O

d y+5y?=0,y(0)=1
e) y:?wn=3

Vastaus:

a) y= e X

b) y=—3%5, missix<3
c) y=3(—1+V42-15)
d y=5

e) hyperbeliny? — x? = 8 ylempi haara

64. Maarita seuraavien differentiaaliyhtaldiden yleiset ratkaisut. Piirra ratkaisukayrien ku-
vaajia. Valitse jokin alkuehto, joka antaa muun kuin vakioratkaisun, ja tutki, missa alueessa
vastaava ratkaisu on méaaritelty. Voidaanko alkuehto antaa missa tahansa pisteessa?

a) y=(1-y)7?
b) ¥y =(1+y)(y-1)
c) y=vy-3



Vastaus:

a) y=1+C/(1-Cx

b) y=(14+Ce&)/(1-Ce)
c) y=3+3:(x—C)?

65. Maarita seuraavien differentiaaliyhtaléiden yleiset ratkaisut. Piirra ratkaisukayrien ku-
vaajia. Valitse jokin alkuehto, joka antaa muun kuin vakioratkaisun, ja tutki, missa alueessa
vastaava ratkaisu on maaritelty. Voidaanko alkuehto antaa missa tahansa pisteessa?

y
a) y,:;
B 1+y
b) yl_1+x
2
C) = 1ty =0
X
X2y
d Y= T3
1y
€) 1-—x2
Vastaus:

a) y=Cx/(x+C)

b) y=-1+C(x+1)
c) y=tanInCx)

d) y=CvVi+x3

e) y=(Cx+1)/(x+C)

66. Ratkaise seuraavat alkuarvoprobleemat. Voidaanko separointia ongelmitta soveltaa?

a) yarctary=1,y(1) =

b) ysinx=yilny, y(g):

c) (1+e)yy=¢€y1)=1

d) cogxcoglny)y =y, y(§) =1



Vastaus:

a) x=1-Ttyarctary—1In[3(1+y?)]
b) y=1

1/2
Cc) y= (1+2In1+ex)

l+e
d) y= garcsir(tanx—1)

67 .Ratkaise seuraavat alkuarvoprobleemat.

a) y=eMy-1)=-1
b) Y =sin|x|,y(—-m =0

Vastaus:

a) y=e—-1-e* kunx<0jay=e—3+¢€, kunx>0
b) y=1+cosx kunx<0jay=3-cosx, kunx>0

68.Etsine differentiaaliyhtaloy’ = 2x|y — 1| ratkaisukayrat, jotka sivuavat x-akselia.
Vastaus:
y=1— e

69. Ratkaise seuraavat differentiaaliyhtélot sopivaa sijoitusta kayttaen. Piirra ratkaisukayrien
kuvaajia. Onko yhtal6illa ratkaisuja, joiden kuvaajat ovat suoria?

a) (x+y)%Y+1=0
b) Y =(2x+y+3)?
c) Yy =cogx+y)

Vastaus:

a) x+y=tanhy+C);on
b) y=-2x—3++v2tanv2x+C); ei

c) tan’3Y =x+C;on

70.Ratkaise seuraavat differentiaaliyhtalot ja piirrd ratkaisukayrien kuvaajia.



Vastaus:

a) x=-yIn(Cy)
b) y?=2x?In(Cx)
c) y= xeoxt1

7 1.Ratkaise seuraavat differentiaaliyhtalot. Piirra ratkaisujen kuvaajia.
2
a) y =y

b) xyy =x°+y?
) (2¢+y?)y =2xy

Vastaus:

a) y=xtan(lnx+C)
b) y=+xy/C+2Inx
c) x2=yIn(Cy)

[ 2.Ratkaise differentiaaliyhtalo& y2 + xyy = 0 sopivalla sijoituksella.

Vastaus:
C
7 3.Ratkaise alkuarvoprobleenya= % y(2) =0.

Vastaus:
y=4/x—x, kun 0< x< 2,y = 3(v16—3x2 —x), kun 2< x < 4//3

4. Piirra differentiaaliyhtalorky = x+y suuntakentta. Etsi yhtalén ratkaisu. Piirra suunta-
kenttaan alkuehdoy(1) = 1 toteuttava ratkaisukayra.

75.0s0ita, etta yhtalén y

(x+xcos¥)y = x+y+ycos)—(
yleinen ratkaisu voidaan esittad parametrimuodossa seuraavasiid ts"t y = Ctd+sint,| Et-

si tdma& ratkaisu sopivaa sijoitusta ja separointia kayttaen. Piirrd ratkaisukayra, joka toteuttaa
alkuehdory(1) = /2.

/6. Ratkaise differentiaaliyhtaloxgy — y2 + x2 = 0 sopivalla sijoituksella. Mitd mahdetaan
tarkoittaa, kun yhtéloéa kutsutaan erdgmpyraparverifferentiaaliyhtaloksi?



'/  .Olkoon funktiof : R — R kaikkialla jatkuvasti derivoituva j& 0. Etsi yhtalon

(=0 =10
yleinen integraali.

Vastaus:
f(y/x) =Cx

7 8. Ratkaise alkuarvoprobleensy’ = x+¢&' — 1, y(0) = a sijoituksellau = x+ €. Mik& ehto
vakiona on taytettava, jotta ratkaisufunktio olisi maaritelty kaikilla arvolla R? Josa ei tayta

tata ehtoa, funktiolla on singulariteetti jossakin pisteessa. Millaisesta yhtalosta taméa saadaan?
Milla valilla singulariteetti sijaitsee?

Vastaus:
y=In(e#™*—x);a> —1; ¢ =x; |0, 1]

79. Tutki seuraavien yhtaldiden muuntumista muuttujien vaihdossat?, y = uP. Valitse
vakioille a ja b arvot siten, ettd yhtéldista tulee tasa-asteisia ja ratkaise ne.

a) 20¢-xP)Y +y3=0
b) (2 -1y +2x? =0

Vastaus:
du ud

Q) =Y =2y
du 20,

b) a:tUZ—'@’Xy —|—1:Cy

80. Muotoay = f(L1/L») oleva differentiaaliyhtald, missi; = ajx+ biy+c¢; ja Ly =
aX + bpy + ¢, voidaan palauttaa separoituvaan sijoituksella u+ Xg, Yy = v+ yg, missa
(Xo,Yo) on suorierL; = 0 jaL, = 0 leikkauspiste. Ratkaise télla tavoin seuraavat differentiaa-
liyhtalot.

a) dy 2x—-y+1
dx x—2y+1
dy y+2 \?

) &_2(x+y—1)

Vastaus:

a) X4y —xy+x—y=C
2
b) than))%ntln ly+2|=C



81.Rratkaise seuraavat differentiaaliyhtalot.

a) y’=y

b) y'=1-y?

c) xyY'+(x-1y =0
d xy'=yIn¥
Vastaus:

a) y=&x+C)3+C

b) y=In|Cie&—1/(C1€")|+Cp,y=+Xx+C
c) y=Ce*x+1)+C

d) y=(Cix—CHe/atliC,

82. Muodosta seuraavia differentiaaliyhtaloita vastaavat normaaliryhmét. Ratkaise yhtalot
naiden avulla kasinlaskulla. Ratkaise yhtélot laskentaohjelmalla lahtemalla alkuperaisesta yh-
talosta ja toisaalta normaaliryhméasta. Tutki, ovatko eri tavoin saadut ratkaisut samoja.

a) y+y’e=0
b) yy'=1

c) y=¢

d yy' =1+y?
e) Y -3y =47

N A+ =y+y°

Vastaus:

a) &+Cly=x+C

b) Ciy?=(Cix+C2)%+1

c) y=In(2C?)+Cix+Cp—2In|ef* 2 — 1], y = In(2C2) — 2In| cogC1x + C2)],
y=2In(v/2/|x+CJ)

d) y=(1/Cq)cosHCix+Cy)

e) y=Ci/cog(x+Cp)

f) Ciy+(1+C?)Inly—Ci| =x+C;

83. Muodosta seuraavia differentiaaliyhtaloita vastaavat normaaliryhmét. Ratkaise yhtalot
naiden avulla kasinlaskulla. Ratkaise yhtalot laskentaohjelmalla [&htemalla alkuperaisesta yh-
talosta ja toisaalta normaaliryhmésta. Tutki, ovatko eri tavoin saadut ratkaisut samoja.

a) " _ y/3



b) y'+y?=0

¢ yy'=2"
d) Xy =2y’
&) xy¥ =y
Vastaus:

a) y=+1(Ci—2¢)%2+Cox+C3

b) y=(X+C1)In|x+Cy|+Cox+Cs

c) y=C1In|Cox+C3|+C3,y=Cox+Cs
d) y=Cix*+(Co+Czln|x|)x+Cqy

e) y=C®+Cox3+Cax%+Cyx+Cs

84.0soita differentiaaliyhtalot

a) A+6xy>+ (6x%y+4y°)y =0

b) eY+(1-—xeY)y =0

c) 2xcofy+ (2y—x2sinZy)y =0

eksakteiksi ja ratkaise ne. Piirrd suuntakentat ja ratkaisukayria.
Vastaus:

a) X+3A2+y*=C

b) y+xe¥=C

c) x2cofy+y?=C

85.Totea, etta differentiaaliyhtalolEx2 — y2 — 3)y + 2xy = 0 on integroiva tekij?. Ratkaise
yhtalo ja piirréd sen ratkaisukayria.

86. Totea, etta differentiaaliyhtal?y’ — 2xy+ 3 = 0 ei ole eksakti, mutta siitd voidaan saada
eksakti kertomalla se muotd&x) olevalla integroivalla tekijalla. Ratkaise yhtalo talla tavalla.
Piirra suuntakentta ja ratkaisukayria.

Vastaus:
y=Cx2+1/x

87 . Differentiaaliyhtalolla(2xy — y2 — y)dx+ (2xy— x2 — x)dy = 0 on muotoaF (x+Y) oleva
integroiva tekija. Ratkaise yhtalo taman perusteella. Piirra suuntakentta ja ratkaisukayria.



Vastaus:
xy=C(x+y+1)3

88.0soita, etta jos differentiaaliyhtalossa

P(x,y)dx+Q(x,y)dy=0

(R, — Qx)/Q on pelkastaan muuttujacfunktio, niin yhtalolla on muoto# (x) oleva integroiva
tekija, ja jos(Py — Qx)/P on pelkastaan muuttujarfunktio, niin yhtél6lla on muoto# (y) ole-

va integroiva tekija. (Alaindeksit tarkoittavat osittaisderivaattoja.) Ratkaise talla menettelylla
seuraavat differentiaaliyhtalot.

a) xyY+y—-xy=0

b) —2xy+(y?+3a%—3x%)y =0
c) 1-X%y+x*(y—xy =0

d) cosy+cosxcogx+y)y =0

Vastaus:

a) y=2x/(C—x?)

b) (&2—x*)y*+gy°=C
c) Yy’ —2xy—2/x=C
d) tanxcosy+siny=C

Lineaariyhtaldn teoria

89. 0nko differentiaaliyhtald’ + x(y —y”) = y+ 1 a) lineaarinen, b) homogeeninen?
Vastaus:
a) On, b) ei.

90.0lkootu(x) jav(x) jatkuvasti derivoituvia funktioita tarkasteluvalillé ja olkoon talla valilla
u(x) # 0. Etsi ensimmaisen kertaluvun lineaarinen differentiaaliyhtéld, jonka yleinen ratkaisu
ony = Cu(x) + v(X). Ratkaise saamasi differentiaaliyhtal® laskentaohjelmalla.

Vastaus:
u(x)y’ — U’ (x)y = u(x)v'(x) — U (x)v(x)

91. olkoon y1(X) = X? ja y2(x) = x|x|. Osoita, ett& funktiot ovat lineaarisesti riippumattomia
ja etta niiden Wronskin determinantti éa0. Onko mahdollista muodostaa toisen kertaluvun
lineaarinen ja homogeeninen differentiaaliyhtdld, jonka ratkaisuja em. funktiot ovat?



Vastaus:
Ei.

92.0soita, etta eksponenttifunktio ja logaritmifunktio ovat differentiaaliyhtalén
(R +X)y" +(2-X)y —(2+X)y =0

ratkaisuja. Mika on yhtalén yleinen ratkaisu?

Vastaus:

y=C1&¥+CyInx+C3

93.0soita, etta differentiaaliyhtalolla
X(3+X)Y" +(12—x%)y’ —3(4+x)y =0
on ratkaisuing = € jay = 1/x2. Mika on differentiaaliyhtalén yleinen ratkaisu?
Vastaus:
y=C1&+C/x° +C3

94. Muodosta toisen kertaluvun homogeeninen lineaarinen differentiaaliyhtéld, jolla on yk-
sityisratkaisuina kahdesti derivoituvat funktiafx) ja v(x), joiden Wronskin determinantti on

£0.

Vastaus:
(uw —uv)y’ — (' —u"v)y + (Uv' —uV)y=0

95. Lineaarisella homogeenisella toisen kertaluvun differentiaaliyhtalolla on yksityisratkaisui-
nau(x) = xjaVv(x) = cosx. Muodosta yhtalt ja maarita sen ratkaisuista se, jonka kuvaaja sivuaa
suoraay = X+ 1 origossa.

Vastaus:
(xsinx+ cosx)y’ — (xcosx)y’ + (cosx)y = 0; y = X+ COSX

96.0soita, etta eksponenttifunktio ja logaritmifunktio ovat differentiaaliyhtaloa
(R +X)Y" + (2= XY — (2+X)y =2(1-x—x)
vastaavan homogeeniyhtalén ratkaisuja. Totea, etta epdhomogeenisella yhtalélla on ratkaisuna
eras toisen asteen polynomi. Mik& on yhtalon yleinen ratkaisu?
Vastaus:

y:C]_eX—I—C2|nX+C3—|—X2/2

97 . Differentiaaliyhtalslla
y +P(X)y = (x+1)%€*
on ratkaisung = (x> — 1)e. MaaritaP(x) ja yhtalon yleinen ratkaisu. Etsi alkuehdg(®) =
0 toteuttava yksityisratkaisu. Milla valilla tdmé& yksityisratkaisu on maaritelty? Miten tehtava
voidaan ratkaista laskentaohjelmalla?



Vastaus:
PX)=2/(x*—1),y=C(x+1)/(x—1)+(x¥*-1)eC=-1,x< 1

98. Funktiotu(x) ja v(x) ovat yhtalény + a(x)y = 0 ratkaisuja, funktioti(x) + e ja v(x) — 1
yhtalony + a(x)y + b(x) = 0 ratkaisuja. Maarita funktiof(x) ja b(x) seké se jalkimmaisen
yhtélon ratkaisu, jonka kuvaaja kulkee origon kautta.

Vastaus:

a() = b(X) = —5—,y = 3(&~ 1)

99. Tutki, millaisia kohdassa = 0 annettuja alkuehtoja arvoe= 1 vastaavaaBesselin diffe-
rentiaaliyhtaloon £y’ +xy + (x2 — 1)y = 0 voidaan liittaa. Mik& on tilanne, jos ehdot annetaan
kohdassa = 1?

Lineaariyhtaldon ratkaiseminen

100.Ratkaise seuraavat differentiaaliyhtalot seka kasinlaskulla etta laskentaohjelmalla. Ver-
taa tuloksia.

a) y+2xy= 2xe ™%
b) (1+x2)y —2xy= (14x%)?
c) ysinx—y=1-cosx

Vastaus:

a) y=(2+Ce*

b) y=(Xx+C)(1+x3)
c) y=(x+C)tan(x/2)

101.Rratkaise seuraavat alkuarvoprobleemat a) kasinlaskulla, b) laskentaohjelmalla symboli-
sesti, ¢) laskentaohjelmalla numeerisesti. Vertaa tuloksia. Piirrd kuvaajat.

a) xy+2y=x3y(1)=1
b) Yy +ycosx = sinxcosx, y(0) =1
c) Y+Ix=Ixlly=xy(0)=



Vastaus:

Q) y= 1042 +x)
b) y=2e S™_{sinx—1
C) y:%(e"z—l),kunxg O,y:%xz, kunx >0

102.Rratkaise alkuarvoprobleema

y +ycotx=€*%,

[\l ]

)=1
laskentaohjelmalla seka symbolisesti ettda numeerisesti. Piirra ratkaisukayra. Milla valilla tama
on maaritelty?

Vastaus:
2 o eCOSX
sinx

,0<x<Tm

103.0lkoon funktior (x) jatkuva ja olkoory(x) alkuarvoprobleemay! -+ 3x2y = r(x), y(0) =
0 ratkaisu. Mita arvojg(—1) jay(1) voivat saada, kun(x) < x??

Vastaus:
y(—1) > 128 y(1) < &2

104 .maarita differentiaaliyhtalory = |y — x| yleinen ratkaisu. Piirra suuntakentta ja ratkai-
sukayria. Maarita alkuehdoril) = 2 toteuttava yksittaisratkaisu.

Vastaus:

Alueessay > x+ 1 ratkaisu ory = Ce‘+x+ 1, miss&C > 0;
alueessa—1<y<x+lony=—-e/C+x+1,josx<InC,jay=Ce *+x—1,josx>InC;
tassa orC > 0;

alueessy < x—1ony=Ce *+x—1, miss&C < 0;

y=Xx-+1.

105.Ratkaise seuraavat differentiaaliyhtalot, kun tiedetaan ettd yhtena yksityisratkaisuna on
polynomi. Kokeile myds ratkaisemista laskentaohjelmalla ja vertaa tuloksia. Tutki, onko mah-
dollista antaa alkuehto origossa.

a) xy'—(x+3)y+y=0
b) X2(Inx—1)y' —xy+y=0
c) (R—2x—1y'-2(x—1)y +2y=0



Vastaus:

a) y=Cy(x+3)+Coe*(x? — 4x+ 6)
b) y=Cix+CyInx
c) y=Ci(X®+1)+Co(x*+Xx)

106.0soita, etta differentiaaliyhtaldlig’ + (tanx — 2 cotx)y’ + 2(cox)y = 0 on ratkaisuna
sinx ja etsi yhtalon yleinen ratkaisu.

Vastaus:
y = Cy sinx+ Cp Sirt x

107 .0soita, etta differentiaaliyhtalollé — 2)y” — (4x— 7)y + (4x— 6)y = 0 on muotoae®®
oleva ratkaisu ja etsi yhtalon yleinen ratkaisu.

Vastaus:
y= eX[Cl + C2(X2 — 4X)]

108.Totea, etta seuraavissa differentiaaliyhtaldissa kerroinfunktioiden summd. gakayta
tata tietoa yhden yksityisratkaisun loytamiseen. Etsi yhtaldiden yleiset ratkaisut kasinlaskulla.
Kokeile myds laskentaohjelman kayttoa.

a) (x-1)y'—xy+y=0
b) (X=X +(x°—-2)y +(2—-2xX)y=0
c) Y —2(1+x+%)yY+(1+2x+35)y=0

Vastaus:

a) y=C1e+Cyx
b) y=c1e¥+Cox?
c) y=e{(CL+Coe)

109.Etsi laskentaohjelmallAiryn differentiaaliyhtalon § — xy = 0 yleinen ratkaisu. Etsi yk-
sityisratkaisut, kun alkuehtona on @)0) = 0, ¥'(0) = 1, b) y(0) = 1, y'(0) = 0. Piirra rat-
kaisujen kuvaajat samaan kuvioon. Tarkastele erityisesti negatiivisia muuttujan arvoja. Miten
ratkaisufunktioiden nollakohdat nayttavét suhtautuvan toisiinsa?

110.Differentiaaliyhtalbllay” +y = 0 on yksittaisratkaisuina sxja co. Etsi yleisella va-
kioiden varioinnilla differentiaaliyhtalog’ +y = Sinx yleinen ratkaisu.



Vastaus:
y = Cy sinx+ Cp cosx+ sinxIn | sinx| + xcosx

111.Etsi differentiaaliyhtalony” + x(y —y") = y + 1 yksittaisratkaisu, kun alkuehtona on
a)y(0) =y(0) =0, b)y(1) =y(1) =0, ¢c)y(1) =0,y (1) = 1.

Vastaus:

a)y =€ —x—1; b) ei ratkaisua; cy = C(e*—ex) +x— 1.

112 .Etsi differentiaaliyhtalory” + y tanx = xcosx yleinen ratkaisu.
Vastaus:
y = C1sinx+ Cp + $X2SinX + XCOSX

113.Etsi differentiaaliyhtélorix— 1)y’ —xy +y = x— 1 yleinen ratkaisu ja alkuehdg2) =
1,y (2) = 0 toteuttava yksittaisratkaisu.

Vastaus:

y=C1€°+Cox+€* [ */(x—1)dx—xIn|x— 1| - 1;y=x+€* [y et /(t—1)dt—xIn(x— 1) -1,
x>1

114 .sovella yleista vakioiden variointia yhtaldfi + ay + by = R(x) yksityisratkaisun etsi-
miseen, kure? —4bon a)> 0, b)=0, ¢)< 0.

115.Pidetaan tunnettuna, etta homogeeniyht§{6m w’y = 0 ratkaisut ovayy (x) = sinwx,
y2(X) = coswx. Sovella vakioiden variointia yhtaloy! + w?y = Asinwx+ Bcosuwx yksityisrat-
kaisun etsimiseen.

116.Etsi seuraavien yhtal6iden yleiset ratkaisut laskemalla kasin.

a) Yy -—y=cosx
b) y-y=e+x

Vastaus:
a) y=Ce&+ 3(sinx—cosx)
b) y=Cée&+xe&—x2—2x—2

117 .ratkaise alkuarvoprobleemat laskemalla kasin.

a) y+2y=x3-x,y(1)=0
b) yY+3y=x2+1,y00) =1
c) Yy +y=sinhx, y(0)=0



Vastaus:

a) y=g(e X +4x3-6x2+2x—1)
b) y= (1684 9%%— 6x+11)
c) y=3(sinhx—xeX)

118.Muodosta kaikilla vakioidera, b arvoilla vakiokertoimisen yhtalog” +ay + by = 0
perusratkaisut. Laske perusratkaisujen Wronskin determinantti ja saata se mahdollisimman yk-
sinkertaiseen muotoon.

Vastaus:
W =Ce &

119.0lkoona = 0. Maarita origossa annettu alkuehto, jolla yhtajta ay = Asinwx ratkaisu
on jaksollinen. Maarita taman amplitudi.

Vastaus:

y(0) = —Aw/(a% + w?), |A|/VaZ + o?

120.Etsi seuraavien yhtal6iden yleiset ratkaisut kasin laskemalla.

a) y'+4y +5y=3x—-2
b) y' -y —2y=4x

c) Yy —7y +6y=sinx
d) y’'+4y=sinX

e) Y +2y+5y=¢e*

Vastaus:

a) y=e 2(Cysinx+CpCoSX) + 3X— 52
b) y=Cie®*+CoeX—2x+1

c) y=Cie¥+Coe* + 2 sinx+ & COsX
d) y=Cisinx+CycosX— £sinx

e) y=e*(CisinX+Cpcos X+ 3)

121 .Etsi seuraavien yhtalviden yleiset ratkaisut kasin laskemalla.
a) y' -2y +y=¢€"+cosx

b) y'+4y +4y=e > +sinx

c) Yy —d4dy=xe¥



Vastaus:
a) y=€(Cy1+Cox+ 3x2) — sinx
b) y=e"2(Cy+CoX+ 3x?) + 5 SiNX — 2 COSX

C) y=€>(Cy— X+ 5x%) +Coe™

122.Etsi kasin laskemalla yleinen ratkaisu differentiaaliyhtalgfle- 6y’ + 9y = e3*/x2.

Vastaus:
y= e3X(C1-|-C2x— In |X|)

12 3.Ratkaise seuraavat alkuarvoprobleemat
a) Y'—4y +5y=sinx y(0) =0, y(0)=—

b) y' -3y +x2-1=0,y(0)=1,Yy(0) =

c) Y -2y +y=sinxy0)=y(0) =1

Vastaus:

a) y= §[—€*(7sinx+ cosx) + sinx+ cosx
b) y= g (7€¥+ 9+ 9% — 21x+74)

C) Y= 3COX+ 36+ Ix€"

124 .Ratkaise reuna-arvoprobleeyia— 5y + 6y = €, y(0) =y(1) =0.

Vastaus:

y= %(63)(_1 . e2x . er—1+ex)

125 .maarita sellainen alkuehto, etta yhtaih+ 5y + 6y = x yksittaisratkaisu on polynomi.

Vastaus:
Y(0) =55 ¥(0) =3

126.Ratkaise alkuarvoprobleeny4+y = 2sinx, y3)=1Y(3) =

Vastaus:

NS

y = SINX— XCOSX

127.0lkoot a ja b mita tahansa reaalilukuja. Tutki, mitd laskentaohjelma antaa seuraavien
differentiaaliyhtéldiden yleisiksi ratkaisuiksi. Ovatko saadut ratkaisut patevia kaikilla vakioi-
den arvoilla?

a) y'+ay =eX



b) y'—aly=e>

c) Yy +ady=e

d) y’+a’y=sinbx

e) Y’ +a%y=xsinbx

)y +2y +(1+a0)y=e>

Vastaus:

a) Josa#£0,b#0,a# —b, niny= Cle—aX+C2+b(a+b)ebX'
josa#0,b=—a, niny=Cie ®+Cy— 2e 2%
josa#0,b=0, niiny =Cie®+Co+ ;
josa=0,b+# 0, niiny=Cix+Co+ lebX
josa=0,b=0, niny= C1x+C2—|—2x2.

b) Josa0,b?+# a2, niiny=Cie®™+Cre~ ax+b e,
josa#0,b=a, niny=Cie®+Coe ¥+ X eax
josa#0,b=—a, niiny=Cie*+Coe ¥ — Xe &,
josa=0,b+0, niiny=Cix+Cp+ 5"
josa=0,b=0, niny= C1x+C2+2x2.

c) Josa#0, niiny = C;sinax+Cycosax+ e
josa=0,b#0, niiny=Cix+Cp+ €
josa=0,b=0, niny= Clx+Cz+2x2.

d) Josas# 0,b?# a2, niiny = Cy sinax+C,cosax+ 1 sinbx
josa## 0,b=a, niin y = C; sinax+ Cp cosax— ; COsax;
josa#£0,b= —a, niin y—Clsinax+Czcosax+%‘co&ax;
josa=0,b+#0, niiny=Cix+Cpy — 2S|nb>g
josa=0,b=0, niiny =Cyx+C,.

e) Josa#0,b?+#a? niiny=Cysinax+ Cpcosax+ % sinbx— ﬁ cosbx;
josa = 0,b=a, niiny = Cj sinax+ C,cosax— fl—Zco&ax-l— ﬁ sinax;
. .. . 2 .
josa#0,b= —a, niiny = C; sinax+ C; cosax+ 7; cosax— 4—’;2 sinax;
josa=0,b#0, niiny=Cyx+Cp — % sinbx— 5 cosbx;
josa=0,b=0, niiny =Cyx+C,.

f) Josa# 0, niiny = e *(Cy sinax+ C, cosax) + me‘”‘;
josa=0,b+# —1, niiny = e X(Cyx+Cp) + b+1 L e

josa=0,b= —1, niiny=eX(Cyx+Co+ 2x2)

128.Ratkaise seka kasin laskemalla etta laskentaohjelmalla differentiaaligfitalo’y =
ASINwX + BCcoswx.



Vastaus:
y = Cy sinwx+ Cy COSwx + Z)xsmwx — —xcosoox

129.0lkoonh(x) lineaarista vakiokertoimista differentiaaliyhtalgé+ ay + by = R(x) vas-
taavan homogeeniyhtalon ratkaisu, joka toteuttaa alkudhi@t= 0, h’(0) = 1. Osoita, etta

:/xh(x—t)R(t)dt
0

on epahomogeenisen yhtalon yksityisratkaisu, jgl® = y'(0) = 0. Ratkaise talla menettelylla
alkuarvoprobleemg’ +y = tanx, y(0) = ¥'(0) = 0. Tarkista sijoittamalla, etta tulos todella on
alkuarvoprobleeman ratkaisu.

130.Maarita ne reaaliset parametararvot, joilla yhtaloilla

y'+2ay —4y=0 ja y'—2y+ay=0
on yhteinen ei-triviaali # 0) ratkaisu. Maarita kussakin tapauksessa yhteinen ratkaisu. Tutki
tehtavan ratkaisemista seké laskentaohjelmalla ettd ké&sin laskemalla.

Vastaus:

a=0,y=Ce;
— 1(—543V/17), y = Ces(1+V17x,
%( 5-3y/17), y = Cea(1-VI7x

131.ratkaise seuraavat differentiaaliyhtalot.
a) yO4+2"+y =0

b) Y7 +3y® 43y 4 y4) —

c) Y'-2y—y+2y=e*

d) y’"-3y'+7y —by=¢"

e) y"+3y’—2y=sinx

Vastaus:

a) y=Cy1+Cysinx+Czcosx+ Cgxsinx+ Csxcosx

b) y=Cy+Cox+Cax%+Cyx®+ e *(Cs + Cox+C7x%)

C) Y= 356" +C1€+Coe X+ Cge*

d) y= Ixe+C1e+ Coe*sin X+ Cae‘cos X

) y=Cie X +CoelV3 Xy Cae (V31X _ Bsinx4 L cosx

132 .Ratkaise seuraavat differentiaaliyhtalét.



a) Y943y 43y +y =2e - 2x
b) y///_4y//+1a/’+4y—l3y:992X+52X—3
C) y////_|_3)///+3y//+>/:2e*2x—2x

Vastaus:

a) y=Ci+e*(Co+Cax+Csx?) +e X —x2+6x
b) y=Cie+Coe*+e*(CasinX+Cacos X) + 36> —4ax— 1
C) y=Cie X+Coxe X+ Caxle *+Cs+e X —x2+6x

133.Ratkaise seuraavat alkuarvoprobleemat.

a) y"-5"+17% —-13y=0,y(0) =Yy(0) =y'(0) =
b) ¥ -2y —y +2y=2x"—6x+4,y(0) =5 V(O)——5 y'(0) =
c) Y-y -y+y=e*y0) =y(0)=y'(0)=0

Vastaus:

a) y=¢
b) y=2eX4e&—2e%+x>—2x+3
C) y=3e¥—IeX(1+2x)— e

134 .0lkoona € R. Etsi laskentaohjelmaa kayttaen seuraavien differentiaaliyhtaldiden yleiset
ratkaisut ja esitd nama kaikissa tapauksissa reaalisessa muodossa. Tutki, mitké \zakimn
ovat poikkeuksellisia: ratkaisun muoto on erilainen. Hae ratkaisu erikseen néaissé tapauksissa.

a) y’"—ay=0
b) y¥+aly=x
c) YV'—(a+2)y'+(2a+1)y —ay=x+1

Vastaus:

a) Josa> 0, niiny=CieV® 4+ Cre V& 4 Cy;
josa< 0, niiny = C; sin(y/—ax) +Cycog/—ax) +Cs;
josa=0, niiny = Cyx% +Cox+Ca.
b) Josa0, niiny=e®v2(Cysin(ax/v/2) + Cocogax/v/2))
+ e ¥V2(Csin(ax/v/2) + Cscodax/v/2)) +x2/a;
josa=0, niiny = Cy + CoX+ Cax? + Cax® + 5£C.
c) Josa#0,a+#1,niiny=Cie+ Coxe +C3e®™ — (ax+3a+1)/a%;
josa=0, niiny = Cie*+ Coxe& +C3 + (x> + 6X) /2;
josa=1, niiny = Cye* 4+ Coxe® +Cax’e* —x— 4



135.Etsi kaikki differentiaaliyhtalory” +y’ + 2y + 2y = 0 jaksolliset ratkaisut.
Vastaus:
y = Cy sin(v/2x) + Cacogv/2x)

136.MuunnaEulerin differentiaaliyhtalo
X2y’ +axy +by=0
sijoituksellat = In |x| vakiokertoimiseksi lineaariyhtaloksi. Sovella tulosta yhtaloon

Xy —xy +y =0,
ratkaise saatu vakiokertoiminen yhtalo ja muodosta tdméan avulla alkuperaisen yhtalon yleinen
ratkaisu.
Vastaus:
u’[t] 4 (a— L)u'[t] + bult] = 0; y = C1x+ CoxIn |X|

137 .Ratkaise seuraavat differentiaaliyhtalot kayttamalla mugtea olevaa yritetta.
a) Xy +2xy —6y=0

b) X%y 4+3xy+y=0

c) xy'4+5xy+y=0

d ' +xy+y=0

e) Xy +xy—-y=0

Vastaus:

a) y=Cx°+Cy/x°

b) y=Ci/x+Cln|x|/x

C) y=Cix 2+V3 4 Cpx2-V3

d) y=Cssinin|x|+Cycoslinx|
e) y=Cix+CoxInx+Cax(Inx)?

138. Ratkaise differentiaaliyhtalé?y’ — 2xy + 2y = x2sinx yritteellay = x' ja vakioiden
varioinnilla. Etsi alkuehtog(m) = m, y' (1) = 0 vastaava yksittaisratkaisu.

Vastaus:
y = Cix+Cox2 +xcosx+ X2 [X St gt; C; = 3,C, = —1/t

139.Etsi seuraavien differentiaaliyhtaléiden yleiset ratkaisut.

a) Xy —2xy +2y=x



b) X' 4+xy—y=x°
c) X' —4xy +6y=1

Vastaus:

a) y=Cix+Cox?—xIn|x|
b) y=Cix+Co/x+ 3x2

c) y=C+Cox®+1/(12)

140.0lkoot pja greaalilukuja. Ratkaise laskentaohjelmalla kaikissa tapauksissa differentiaa-

liyhtald x2y” + (2p+ 1)xy + qy = 0. Esita vastaus reaalisessa muodossa.
Vastaus:

Josq < p?, niiny = Cyx~P+VP—4 4 Cox—P-VP;

josq= p?, niiny = x"P(Cy+CzInx);

josg > p?, niiny = x"P(Cysin(y/q— p2Inx) +Cycog\/q— p2Inx)).

141 .ratkaise differentiaaliyhtalot

a) (X+1)Z'+(x+1)y +y=x
b) (3x+2)%y" +7(3x+2)y +63x—18=0

Vastaus:
a) y=CssinIn|x+ 1| +Cycoslnx+ 1|+ £(x2 — 3x+1)
b) y=C1+Co(3x+2)"43—3x+5In|3x+2|

142. Tutki, mitka vakiona € R arvot johtavat muotoaxPInx, p € R, olevien funktioiden
esiintymiseen differentiaaliyhtalocy” + 2x2y" — 4xy +ay = 0 yleisessa ratkaisussa.

Vastaus:
Z(19+13v13), £(19—-13V13)

Lineaariset differentiaaliyhtaléryhmaét

143.seuraavissa differentiaaliyhtaléryhmissa riippumattomana muuttujargadiintemat-

tomat funktiot ovaty(x) ja z(x). Palauta ryhmét yhdeksi differentiaaliyhtéloksi eliminoimalla
toinen tuntematon funktio. Etsi talla tavoin ryhmien ratkaisut. Ratkaise yhtaléryhmat myos

suoraan laskentaohjelmalla. Vertaa eri tavoin saatuja tuloksia.

y =z+X
3 {z’:y+x



b) y =y—z+sinx
Z = y+z+cosx

y =y+2
©) {z’:y—ZJreX
X2y +z=x
9 {z’+2y:x
Vastaus:

a) y=Ce&+Ce*—x—-1,z2=C&¥-Cre *—x—-1

b) z=e¥(Cysinx+Cpcosx) — & sinx — 2 cosx, z= €*(—Cy Cosx+ C,SinX) + 2 SinX — & COSX
C) y=CieV21Ce V&, z2=Cy(vV2- 1)/ —Cy(v2+ 1)V

d) y=Cix+Cp/X%+3xIn|x|,z= (5 —C1)x2+2Co/x— x?In x|

144.Rratkaise seuraavat alkuarvoprobleemat seka kasin laskelmalla etta laskentaohjelmalla.
Vertaa tuloksia.

a) {;/i?;f?z y(0) =1, z0) =2
3y —5y+Z+5z=0

b) {y’—y+22=0 y(0) =1, z(0) =2
Yy =z+x2

2 {i:y_xz y(0) =20) =0

g V=X x(1) = y(1) = 2(e—1

) VY yix (1) =y(1) =2(e-1)

Vastaus:

a) y= 2436 z= 1M 3

b) y=e¢€*(cosX—2sinX), z=e*(2cosX+sinX)
C) y=-z=-2X+x2—2x+2

d y=z=2e-x-1

145.0lkoot x, y ja zmuuttujant funktioita. Etsi differentiaaliyhtaloryhmax +y =y +z=

Z +x =0 yleinen ratkaisu seké& alkuehdr(0) = y(0) = z(0) = 1 toteuttava yksittaisratkaisu.
Ratkaise tehtava myds laskentaohjelmalla ja pyri saattamaan ratkaisu mahdollisimman yksin-
kertaiseen muotoon.



Vastaus:

x = Cre '+ é/2(Cysin(v/3t/2) + Cacogv/3t/2)),

y=Cie "t +&/2(—1(C, — v/3C3) sin(v/3t/2) — 3(+/3C2 +Cs) cogv/3t/2)),
z=Cie '+ et/tz(—%(cz ++/3C3) sin(v/3t/2) + 2(1/3C; — C3) cogV/3t/2));
X = y: Z=—6e

146.0lkootxjay muuttujant funktioita. Tutki piirtAmalla seuraavien differentiaaliyhtaléryh-
mien ratkaisukayria faasiavaruudessa. Maarita faasitasokayrien yhtalot.

a) X+2y=y+3x=0

b) X-2y=y+3x=0

Vastaus:

a) 3¢-2?=C
b) 3*+2y*=C

147 .0lkootx(t), y(t), z(t) ja u(t) tuntemattomia funktioita, joille pateé=vy,y =z, 7 = u,
U = x. Maarita funktiot. Tutki piirtamalla ratkaisukayria faasiavarudessa. Etsi jokin faasiava-
ruudessa rajoitettu ratkaisukayra ja piirra taman projektiot faasiavaruuden koordinaattitasoille.

Vastaus:

X =C1e +Coet +Czsint +C4codt, y = C1e — Cret +Czcost — Cysint,
z=C1e +Cre ! —C3sint — C4cost, u = Ciel — Cret — Czcost + Cysint

148.0lkootx(t), y(t) ja z(t) tuntemattomat funktiot. Ratkaise differentiaaliyhtaloryhma

X =y—z
y =z—2x
Z=2x—y

alkuehdollax(0) = 1, y(0) = 2, z(0) = 3. Laske késin ja tarkasta tulos laskentaohjelmalla.
Vastaus:

149.Ratkaise laskentaohjelmalla differentiaaliyhtaloryhxhi: y/t, ¥y =z/t, Z = x/t, mis-
s& tuntemattomat funktiot ovad(t), y(t) ja z(t). Tutki ratkaisukayran kayttaytymista xyz-
avaruudessa, kun— c. Onko mahdollista 16ytaa alkuehto, jolla kayré lahestyisi origoa?



Vastaus:
On mahdollista.

150.0lkootx(t) jay(t) tuntemattomat funktiot. Etsi yleinen ratkaisu seuraavalle differentiaa-
liyhtaléryhmalle seka kasin laskemalla etta laskentaohjelmalla.

X' —3x—4y+3=0
Y +x+y+5=0

Vastaus:

x=€(Cp+Cot) + € (Ca+Cat) — 23,y = 36/ (C, — C1 — Cot) — 3671 (C3+Ca+Cat) + 18

151.30hda valttamaton ja riittava ehto sille, etta differentiaaliyhtaloryhmén
X' = ax+ by,
{ y = cx+dy
ratkaisussa esiintyy trigonometrisia funktioita. Onko dhtec 0 a) valttdmaton, b) riittava?
Vastaus:
(a—d)?+4bc < 0; on valttamé&ton, mutta ei riittava.

152.Kirjoita seuraavat differentiaaliyhtaloryhméat matriisimuotoon. Ratkaise ryhmat lasken-
taohjelmalla. Maarita kerroinmatriisin ominaisarvot. Mik& yhteys nailla nayttaisi olevan?

X =3x+y
2) {y’=y+32
(X =x+y—2z
b) y =2x—2z
| Z=—-2x+2y+2z
X =X+ 2y+ 3z
c) Y =2Xx—y+3z
Z=x-y+4z
(X =x—2y—2z
d) Yy =2X+y+3z
| Z =x+y+4z
Sarjaratkaisut

153.Ratkaise origokeskisen potenssisarjan avulla differentiaaliy1ahx?)y’ — 2xy = (1+
x?)2.



Vastaus:
y=ag(1+x%) +x+x3

154.Etsi differentiaaliyhtaléry’ — 2y +y = 0 yleinen ratkaisu origokeskisen potenssisarjan
muodossa. Ratkaise differentiaaliyhtald myds alkeisfunktioiden avulla. Muodosta ratkaisufunk-
tion Maclaurinin sarja. Onko tdma sama kuin edelld saatu sarjaratkaisu?

Vastaus:

Xk+1

[o¢] k (o]
y=0C Zkzo% +Cay o0

155.Etsi potenssisarjamuodossa ratkaisu alkuarvoprobleegfai@xy + 2y = 0, y(0) = 1,
Y (0) = 0. Maarita sarjan suppenemissade.

Vastaus:

0 2k .
y: _Zkzom’ R:OO

156.Etsi differentiaaliyhtéaléry” = y yleinen ratkaisu origokeskisten potenssisarjojen avulla.
Vastaus:

k

[ee] k (o)
y=Ci3p of +Co3ro(—1)"g

157 .Etsi origokeskinen sarjaratkaitegendren differentiaaliyhtalélle

(1-xX°)y'—2xy + p(p+1)y=0
arvollap = 2. Totea, etta yhtaldlla on yksityisratkaisuna polynomi.

Vastaus:
5 7 9
y=Ci(1-3@) +Co(x— 2L X _&_ 5 _

158.Etsi alkuarvoprobleemallg = x* —y?, y(0) = % potenssisarjaratkaisu. Tutki sarjan sup-
penemissadetta numeerisesti ja piirrd saadun sarjaratkaisun kuvaaja.

Vastaus:

_1_x, ¥ 133 5 110 4AnS | 251K
Y=3%-2t%T7ag ~ 96 T 320 1920 80640 T -

159.Etsi differentiaaliyhtalolley = x2 — y? yksittaisratkaisu potenssisarjamuodossa, kun al-
kuehtona on ay(0) = 0, b) y(0) = 1. Piirré laskemasi osasumman kuvaaja. Ratkaise sama
alkuarvoprobleema myds numeerisesti ja piirrd saadun numeerisen ratkaisun kuvaaja. Vertaa
tuloksia. Laske approksimaatioita alkuehtoja vastaavien potenssisarjojen suppenemissateille.
Riippuuko suppenemisséde alkuehdosta? Onko mahdollista arvioida suppenemissadetta kuvaa-
jien perusteella?



Numeerinen ratkaiseminen

160. Ratkaise numeerisesti Eulerin menetelmalla alkuarvoprobleemgt=ay, y(0) = 1,

b)y = —y, y(0) = 1. Kayta askelpituudeksta= 0.2 jah = 0.5. Valitse tarkasteluvalikgD, 5].

Vertaa tulosta tarkkaan ratkaisuun. Miten numeerisen ratkaisun virheen kdy muuttujan kasvaes-
sa? Milla tavalla a- ja b-kohta ovat tarkkuuden suhteen erilaisia?

161.Ratkaise numeerisesti Eulerin menetelmalla alkuarvoproblgém&@xy+ 1, y(0) = 1.
Kayta askelpituuksia &) = 0.2, b) h = 0.02. Piirra ratkaisukayrat valilld-2, 1. Muodosta
myo6s yhtalon tarkka ratkaisu.

162 .Ratkaise numeerisesti alkuarvoproblegrna [y2— 1|, y(0) = —0.9. Kayta askelpituutta
h = 0.5 ja vertaa eri menetelmia. Tarkastele v#i&/]. Laske myds tarkka ratkaisu.

163. Differentiaaliyhtélo
dp

p—— — 2
qr — oP Bp

esittdd erasta populaatiomallia; tAgsén populaation koko ja, 3 > 0 ovat vakioita. Olkoon

o =B =10 ja alkuehtong(0) = 0.1. Muodosta Eulerin menetelméan mukainen iteraatiokaava
differentiaaliyhtdlon numeerista ratkaisemista varten. Ratkaise yhtalo kayttden askelpituuksia
h=0.30,h=0.25,h=0.20,h=0.15 jah = 0.10. Kokeile my6s parannettua Eulerin menetel-
maa, Rungen — Kuttan ja Adamsin — Bashforthin menetelmaa.

164 . Tutki alkuarvoprobleemayl = 2xy, y(0) = 1 numeerista ratkaisemista eri menetelmilla.
Laskey(5). Kayta askelpituuksia = 0.2 jah = 0.5. Vertaa eri menetelmien antamia tuloksia ja
selita syntyneet erot.

165 «irjoita differentiaaliyhtaloa” +xy +y = 0 vastaava ensimmaisen kertaluvun normaali-
ryhmaé ja muodosta tdman perusteella Eulerin menetelman mukaiset numeeriset ratkaisukaavat,
kun alkuehdot ovag(0) = 1,y (0) = 2.

Vastaus:

Yy =27=—-xz-vy,
Yo=1,20 = 2,¥ni1 = Yn+ Nz, Zny1 = Za — h(nhz, + yn)

166.Ratkaise numeerisesti eri menetelmilla alkuarvoproblega3dy”’ — 2y = sinx, y(1) =
0.659804,y (1) = —1.04984,y" (1) = 1.36261. Kayta askelpituuksia= 0.1 jah = 0.05. Va-
litse tarkasteluvaliksj1,10]. Piirra kuviot ja vertaa tuloksia. Mité tapahtuu, jos ratkaisuja tar-
kastellaan pidemmalla valillil, 30]? Miksi? Muodosta ilmion selittdmiseksi yhtalon yleinen
ratkaisu.



167. Differentiaaliyhtaléryhma

~

X =Uu
=V
v *
(R +y2)3/2
_ y
L V= (X2+y2)3/2

kuvaa planeetan liiketta kiinte&n auringon ympari ajan funktiona. Planeetan paikkakoordinaatit
ovatx jay, nopeuden komponentitja v. Ratkaise yhtaloryhméa numeerisesti eri menetelmilla

eri alkuehtoja ja askelpituuksia kayttden ja vertaa tuloksia. Esimerkiksi sopivasta alkuehdosta
kelpaax(0) =0, y(0) = 1,u(0) = 0.5,v(0) = 0.5 ja sopivasta askelpituudesta- 0.01. Kokeile
kuitenkin muitakin.

Epéastabiilit ja kaoottiset ilmiot

168.Piirra alkuarvotehtavay = (14 Xx)y+1— 3x+x2, y(0) = 0.06 ratkaisukayréat kayttaen
seké Eulerin etta Rungen—Kuttan menetelmid. Kayta askelpitbutt.04. Voidaanko taman
perusteella olla varmoja ratkaisukayrien kvalitatiivisesta kayttaytymisesta?

169.Tutki differentiaaliyhtaloryhman
X =y+x(x%+y>—1)sin 1
X2+y2—1
1
2 .

ratkaisukayria faasitasossa numeerisesti. Millaisia kayrat ovat? Millaisia kégtiaktoreja
ne lahestyvat?

170.piirra Rungen—Kuttan menetelmalla alkuarvoprobleerylaa x — y?, y(0) = O ratkai-

su valillax € [0,300. Kayta askelpituuttdn = 0.1. Havaintosi? Puolita askelpituus ja piirra
kuvaaja uudelleen. Enta jos talla puolitetulla askelpituudella piirrettaisiinkin ratkaisu valilla
x € [0,100Q0? Mika voisi olla selityksen& havaituille ilmicille?

171.Tutki alkuarvoprobleemay’ = x—y?, y(0) = 0 numeerista ratkaisua eri menetelmilla
valilla [0,1000. Kayta askelpituuutth = 0.1. Osaatko selittdd syntyvan ilmion?

172.Tutki alkuarvoprobleemayl = x—y?, y(0) = aratkaisuja kokeellisesti antamalla vakiol-
le a erilaisia arvoja ja ratkaisemalla yhtalé numeerisesti. Maaritd kolmen desimaalin tarkkuu-
della sellainen arvo, ettd sen eri puolilla ratkaisut kayttaytyvat oleellisesti eri tavoin.



Vastaus:
a~ —0.729; tarkka arvo-v/3r (3) /T (3).

Sovellukset

173. Maarita seuraavien kayraparvien kohtisuorat leikkaajat (parvipara@e#j b, p va-
kioita). Piirra kuvio.

a) y=(x+C)3
b) y=x+C
c) y=CxP

d a+by=C
e) x*—3xy’=C

Vastaus:

a) y=(-3x+C)%¥5

b) y=%+C
c) xX+py=C
d) y=Cx/a
e) Y -3y¥=C

174 .maarita sellainen kayra, joka leikkaa kohtisuorasti seka payvea/x— C etta parvea
y = e +C. Piirra kuvio.
Vastaus:

_ 1.2
y=3z¢€

175.Kayraparvi muodostuu paraabeleista, joiden akselina on y-akseli, polttopisteena origo ja
jotka aukeavat ylospain. Muodosta parven differentiaaliyhtalo ja kohtisuorien leikkaajien diffe-
rentiaaliyhtald. Miten nama suhtautuvat toisiinsa?

Vastaus:

2yy =x(y*-1)

176.Maarita napakoordinaateissa annettujen kayraparvien
a) r=Ccosp

b) r=C¢

kohtisuorat leikkaajat. Piirra kuvio.



Vastaus:
a) r=Csing
b) r=Ce?%/2

177 .Etsi kayraparvi, joka leikkaa paraabeliparyer Cx? kulmassel.
Vastaus:
%In(xz—xy+2y2)—% an2—y

178. Kayraparven differentiaaliyhtald napakoordinaateissa oIMF)(mq),gfé) = 0. Mik& on
sen parven differentiaaliyhtalé napakoordinaateissa, joka leikkaa em. parven kutrlassa

Vastaus:

! 2 . . .
F(¢,r,=m) = 0, miss&’ = & jam=tana.

179.Maérita ne kayrat, joilla kiinteasta muuttujan arvosta laskettu kaarenpituus on suoraan
verrannollinen tangentin suuntakulman tangenttiin.

Vastaus:
y = kcoshx/k+Cy) +Cy, missék on verrannollisuuskerroin.

180.Etsine kayrat, joilla x-akselin, kayran pisteeseen osoittavan paikkavektorin ja tdhan pis-
teeseen asetetun tangentin muodostaman kolmion ala on vakijo (

Vastaus:
— a
x=Cy+ v

181.Kéyrén jokaisella normaalilla on seuraava ominaisuus: Normaalin ja kayran leikkauspis-
teen etdisyys normaalin ja x-akselin leikkauspisteesta on valbllainen kayra on kyseessa?

Vastaus:
(x—C)?24y?=d? y=+d

182.sailiossa om kg suolaliuosta, jonka suolapitoisuus pgprosenttia. Saili6on virtaa no-
peudellag; kg/min suolaliuosta, jonka pitoisuus gn prosenttia, ja se sekoittuu sailiossa ole-

vaan liuokseen siten, etta liuos kaiken aikaa sailyy homogeenisena. Samaan aikaan homogee-
nista liuosta virtaa ulos nopeudetia kg/min. Muodosta séilidssé olevaa suolama&gku-

vaava alkuarvoprobleema ja ratkaise se laskentaohjelmalla. OtkeohO kg, po = 5 %. Piirra
suolamaaran kuvaaja tapauksiss@gay 7 %, q; = 0.6 kg/min, gz = 0.5 kg/min, b)p; = 3 %,

g1 = 2 = 0.5 kg/min. Maarita liuoksen suolamaara ja suolapitoisuus tunnin kuluttua.



Vastaus:

Differentiaaliyhtalo s (t) = F:)Ll(;:g _ m+<2;$(t)q ;
1— Q2

b) 0.31 kg, 3.1 %.

_ pom

, alkuehtos(0) = 100"

a) 1.1 kg, 6.9 %;

183.0letetaan, etta kappaleen putoamista vastustaa nopeuden nelié6n verrannollinen voima,
jolloin nopeusv(t) toteuttaa Newtonin lain mukaan differentiaaliyhtais = mg— av?. Tassa

t on aika,m kappaleen massg,maan vetovoiman kiihtyvyys ja positiivinen vakio. Ratkai-

se yhtéld alkuehdolla(0) = vp laskentaohjelmaa kayttden. Maarita ns. rajanopeuys,mt).

Mik&a on tdméan fysikaalinen merkitys? Riippuuko rajanopeus alkunopeudgshaarita raja-
nopeus, kun kyseessa on laskuvarjohyppadja, joka paira&0 kg, hanen nopeutensa varjon
auetessa ow = 10 m/s, maan vetovoiman kiihtyvyydelle kéaytetaan argea9.8 m/< ja hi-
dastuvuuskerroin oa= 30 kg/m.

Vastaus:
_ o —24/ag/mt
v m_g\/n"NéHVox/g1 (v/Mg—vov/a)e ;raja-arvo:,/@sS.lm/s
A MG+ Vo/a-+ (/MG Vo, /A)e 2V 2

184 . Nesteeseen upotettu massan ripustettu pystysuoraan kierrejouseen, jonka jousiva-

kio on k. Massa saatetaan pystysuoraan varéahdysliikkeeseen antamalla sille alkupoikkeama ja
alkunopeus; lisaksi siihen vaikuttaa ajan mukana muuttuva pystysuora ulkoinen Kdima

Neste vastustaa liiketta nopeuteen verrannollisella voimalla (verrannollisuuskerchidohda
systeemia kuvaava differentiaaliyhtalo.

185.Nesteeseen upotettu masaan ripustettu pystysuoraan kierrejouseen. Massan pysty-
suoraa liiketta kuvaa talléin differentiaaliyhtamdy’ + cy +ky = F(t), missék on jousivakio,
kerroin c kuvaa nesteesté aiheutuvaa kitkad j&) on massaan vaikuttava ulkoinen ajan mu-
kana muuttuva pystysuora voima. Aseta ulkoinen voima jaksollisEKs):= Fycosut. Valitse
yhtalossa oleviksi vakioiksi esimerkikea= 1,k =5,c =2, Fp = 1, w = 1. Tutki systeemin
kayttaytymista erilaisilla alkuehdoilla ajan funktiona. Mit&d mahdetaan tarkoittaa ratkaisun tran-
sientilla komponentilla ja tasapainotilaratkaisulla (steady state solution)?

186.Nesteeseen upotettu masgsa@n ripustettu pystysuoraan kierrejouseen ja siihen vaikut-
taa ulkoinen ajan mukana muuttuva pystysuora jaksollinen véiifta= Fpcoswt. Josk on
jousivakio ja kerroinc kuvaa nesteesta aiheutuvaa kitkaa, massan pystysuoraa liikettd kuvaa
differentiaaliyhtalomy’ +cy +ky = F(t). Asetac = 0, jolloin neste ei vastusta liiketta ja etsi
joko kokeellisesti tai laskemalla sellainen voinfaft) taajuusw, etta systeemi on resonanssis-

sa: heilahtelun amplitudi kasvaa rajatta (ja systeemi rajahtaa rikki). Miten systeemi kayttaytyy,
kun w on resonanssikohdan lahella?

187 .Nesteeseen upotettu mass®n ripustettu pystysuoraan kierrejouseen ja siihen vaikut-
taa ulkoinen ajan mukana muuttuva pystysuora jaksollinen véiitta= Fpcosuwt. Josk on
jousivakio ja kerroinc kuvaa nesteesta aiheutuvaa kitkaa, massan pystysuoraa liikettd kuvaa
differentiaaliyhtalémy’ + cy + ky = F (t). Josc = 0, jolloin neste ei vastusta liiketta, on mah-



dollista 16ytaa taajuue, jolla systeemi on resonanssissa, ts. heilahtelun amplitudi kasvaa rajatta
(ja systeemi rajahtaa rikki). Tutki kokeellisesti, onko tAma mahdollistaypjgs0.

188.Maapallon lapi keskipisteen kautta porataan tunneli ja tdhan pudotetaan kivi. Kiven lii-
ketté kuvaa differentiaaliyhtalmX’(t) = —kx(t), misséx(t) on kiven etaisyys maapallon kes-
Kipisteesta hetkell§ kiven massa om ja k on liiketté karakterisoiva positiivinen vakio. Kivi
pudotetaan tunneliin antamatta sille alkunopeutta. Laske, miten pitkdn ajan kuluttua kivi pa-
laa l&ahtokohtaansa ja mikéa on sen nopeus maapallon keskipisteen kohdalla. Maapallon sade on
R = 6370 km ja maan vetovoiman kiihtyvyy&(0) = —g= —9.81 m/s’.

Vastaus:
Noin 84.4 minuutin kuluttua; 7910 m/s = 28500 km/h.

189.Heiluri, joka muodostuu painottoman varren (pitlwgaassa olevasta massasisaa-

tetaan heilahtelemaan pystysuorassa tasossa. Heilahduskulma dlkbluodosta Newtonin
lakien mukainen liikeyhtal6, johda vastaava normaaliryhma ja totea se autonomiseksi. Muodos-
ta normaaliryhmasta faasitasokayrien differentiaaliyhtélo ja ratkaise se. Piirrd ratkaisukayrien
kuvaajia.

Vastaus:

2”+ (g/L)Lsinﬁ =0; Yy=VY2Y,=—(g/L)sinyi;
Y1 \7 2

—_— = —— X = 2(g/L)cosy; +2C

dy> gsinyi V2= 2(g/L)cosyy

190.Utopian valtakunnassa vaesto haluaa sitd véhemman hyddykkeitd, mitd enemman se on
jo niitd hankkinut. Niinmuodoin elintason nousu on kdantden verrannollinen jo saavutettuun
elintasoon. Tutki, kasvaako elintaso rajatta Utopiassa. Voidaanko talla mallilla kuvata Utopian
elintasoa hamasta muinaisuudesta kaukaiseen tulevaisuuteen?

Vastaus:
y(t) = vkt+C, misséy on elintaso j& verrannollisuuskerroin.



