3. Kompleksiluvut

3.1. Kompleksitaso

81.

Todista kompleksilukujen yhteen- ja kertolaskun (lukuparien avulla annettuihin) maaritelmiin perustuen osittelu-
laki: z1(z2 4+ 23) = 2122 + 21 23.

VASTAUS:

82.

Todista kompleksilukujen yhteen- ja kertolaskun (lukuparien avulla annettuihin) maaritelmiin perustuen ns. tulon
nollasééant6z;zy =0 — z1=0vz =0.

VASTAUS:

83.

Saata kompleksiluvut
1-i

a)(1+i)(1—i)°, b) i3

muotoonx+iy. Laske lukujen moduuli ja argumentti.

VASTAUS:

84.

Olkoon u = cosQ05+isinQ5 jazy = 1+i. Laske kompleksiluvutv = Ukzg, k = 1,2,3,..., ja piirra pisteiden
sijainti kompleksitasossa. Miten pisteet muuttuvat, jos valitaan 0.9(cos05 + isin05)? Millainen vaikutus
luvun u potensseilla kertomisella on?

VASTAUS:

85.

Todista, etta kaikilla,, z, € C patee

1+ 1+ > |1+ zz|?

VASTAUS:

86.

Olkoon Rez = Im z= a. Milla arvoilla a pate€lz—i| < |z— 3|? Piirré kuvio.

VASTAUS: a < 2.

87.

Tutki, mitka kompleksitason pisteet toteuttavat seuraavat ehdot:

a)|z—1|+|z+i|=4, b)|z+1|—|z—i|=1, c)|z+i|=21z—i|,
d)arz;l—zr e) ar z _T
95T w 3274

Piirra kuviot.
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VASTAUS: a) Ellipsi 15¢ + 15y? — 2xy— 16x+ 16y —48=0; b) hyperbelin toinen haasa= ;D(Tfl’ x> -3

c) ympyrd %°43y?> —10y+3=0; d) ympyrankaark® +y> —2x—2y+1=0, x+y>1; e) ympyrankaari
X2 +y?—3x+3y=0,y>0.

88.

Piirrda se kompleksitason alue, jossa
1<|z—1-il<?2 z— 1+ z—i| <2
){ | \ ’ b) { |+ |

1<argz< g O<argz+1+i)< 7

VASTAUS: a) Alueessa on kaksi osaa; edellisen reuna muodostuu jaABsteaarestaBC ja janastaCA, jal-
kimmaisen kaarest@€D, janastaDE, kaaresteEF ja janastaFC; pisteet ovatA = 0, B = @(Mr i), C=i,

V2
D= %(1%), E=(vV2+1)(1+i),F = (v/3+1)i; b)puolet ellipsin sisdosastax?3+ 3y? + 2xy— 4x — 4y <
0, y<x

89.

M&arité sug argz | |z—3—4i| < 3, argz € [0, 211 }. Onko kyseessé myds maksimi?

VASTAUS: 7.

90.

Etsi kahden desimaalin tarkkuudella Sig infS, kun
S={argz||z+5 —2| < 3}.

Tassa arg valitaan valilt&]0, 2rq. Piirra kuvio.

VASTAUS:

91.

Minka kéyran piirtdd  a)?, kunz piirtaé kayran argg—i) = T b)zz+2z+7+1, kunzpiirtad ympyrar|z| = 1;
€) z+1+1i, kunz piirtda kayranz+i| = 1? Piirré kuviot.

VAsTAUS: Merkitddnu = Ref(z), v=Im f(z). a) Paraabelin kaax = %(u2 —1), u< —1; b) ellipsi(u—
2249 =9; c)ympyra(u—1)2+(v—2)2 =1,

02.

Milla kompleksitason kayrallegﬁ on puhtaasti imaginaarinen?

VAsTAUS: Ympyrélld|zl =1,z # —i.

3.2. Kompleksilukujen potenssit ja juuret

93.

Laske seuraavien kompleksilukujen moduuli ja argumentti saattamatta lukuja muoetagn

2-2i

a)(1+i)% b)(1—-iv3)(1-i)% ¢ VA
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VASTAUS: @) 8 I b) 4, — T, C)\%, iy

94.

Kehita de Moivren kaavan avulla  a) si@tBolynomiksi, jonka muuttujanaon spp  b) tan 3 rationaalilausek-
keeksi muuttujasta tan

3tand —tar’ ¢

VASTAUS: @) 5sinp — 20sirt ¢ +16sird;  b) 1-3tartd

95.

Lausu a) cosp funktioiden cos® ja cos4 avulla, b) sif ¢ funktioiden sinp, sin3p ja sin5 avulla.
VASTAUS: @) £(3+4cos2 +cos4); b) & (10sin —5sin3p +sin5p).

96.

Laske (cost +isint)® a) de Moivren kaavan avulla, b) binomikaavan avulla. Minkalaiset trigonometrian kaavat
tasta saadaan?

VASTAUS:

97.

Laske geometrinen summa
n

3 (cost +isint)*.
o

Millaiset trigonometrisia funktioita koskevat kaavat saadaan tuloksen reaali- ja imaginaariosasta? Piirra summa-
funktion reaaliosan ja imaginaariosan kuvaajat tapauksisséa, 25, 100.

VASTAUS:

98.

Maarita seuraavien juurien kaikki arvot:

a)y—4, b)Y—64, c)V¥i—1, d)vV3+d, e)vV—7+24.

VASTAUS: @) 1+i, —1+i, —1—i, 1—i; b)v3+i, 2i, —v/3+i, —v/3—i, =2, V3—i;
C)%(lﬂ), szl/é[(—\/é—l)+(\/§—1)i], ZT\lfz[(\/é—l)ﬂL(—\/g—l)i]i
d)£(2+i); € +£(3+4i),

99.

Maarita viiden desimaalin tarkkuudella kaikki ne kompleksiluvut, joiden viides poten&sPiirra kuvio lukujen
sijainnista kompleksitasossa.

VASTAUS:

100.

Juureny/2 + 3i likiarvo on 12217+ 0.2019. Piirrd kuva, jossa juuren kaikki arvot on sijoitettu kompleksitasoon
(laskematta juurten likiarvoja).

VASTAUS:
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101.

Olkoonz= %(1+ iv/3). Tutki, milla kokonaisluvuillan pateez” = z.

VASTAUS:

102.

Olkoonw = cosZ' +ising'. Laske a)aw+ bw?)(aw? +bw), b) (a+b+c)(a+bw+ cw?)(a+ bw? + cw).

VASTAUS: a)a®+b? —ab;, b)a®+b%+c®—3abc

103.

Olkoon f(t) = cost +isint reaalimuuttujart kompleksiarvoinen funktio ja(z) = Im +/Z2 kompleksimuuttujarz
reaaliarvoinen funktio. Piirrd reaalimuuttujan reaaliarvoisen funkgiorf kuvaaja. Valitse riittavan pitka tarkas-
teluvdli. Vertaa kuvaajaa tapauksegn) = Im z. Miksi kuvaaja nayttaa sellaiselta kuin nayttaa?

VASTAUS:

104.

Laske numeerisesti jollakin tietokoneohjelmalal)™. Yrité selittdd saamasi tulos. Mikd mahtaa olla tarkka arvo?

VASTAUS:

105.

Laske numeerisesti jollakin tietokoneohjelmailaYrita selittaa saamasi tulos.

VASTAUS:

3.3. Polynomeista
Ratkaise seuraavat yhtalot kayttéden toisen asteen yhtalon ratkaisukaavoja; saata juuret xagigtoon

a)Z+2iz—i—1=0, b)Z—4iz—4+i=0, c)Z—(3+5i)z+(—4+7i)=0,
dyZ-2Z2+4=0, e)Z'+(1-2iV3)Z-3-iV3=0.

vasTaus: @) & —(1- L, ~L -1+ L) b)-L@+ )i Lr@-L)ii o7 d=(/3+
) V&)
S- e é(lJrl), +(J5 4/ 31).

107.

Mé&aritda € C siten, ett&z = 1+ i on yhtalénz® = o + i juuri. Esitd muut juuret napakoordinaattimuodossa.

VASTAUS: a = —2— 3i; muut juurety'2(cosiq +isinid), v/2(cosiF +isinid).

108.

Ratkaise toisen asteen yhtalén ratkaisukaavoilla yt#lé(3 — 2i)z+ (5—i) = 0.

VASTAUS:
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109.

Jaapolynomit ax*—1, b)x*+1, c)x®+1 korkeintaan toista astetta oleviin reaalikertoimisiin tekijoihin.
VASTAUS: @) (X+1)(Xx—1)(x®+1); b) (x®—v2x+1) (2 +v2x+1);  ¢) (}%+1)(x°+v/3x+1)(x° —/3x+1).
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