4. Matriisit ja vektorit

4.1. Matriisin kasite

4.2. Matriisialgebra
110.

Olkoon

LaskeA+ B, 3A+ 1B, ABjaBA

3 2 47 LaskeABjaBA

26,

2 1 4
VASTAUS. A+B = -1 6 5],
-1 3 3
0 0O —-11
AB=| 0 0 0|, BA=| —-22
0 0O -11
111.
OlkoonA=(1 3 5 2jaB=(-1
VASTAUS:
112.
Olkoon

.

1
1
2

-1

3
2
4

2 3
0 2
11

-3 -5
9 15

6 10
12 20

) -0

-2
6
4
8

Minké kokoisia matriiseja ovat'x, xxT, Ax, x" Ax ja xx" A? Laske ne.

VASTAUS:

113.

Olkoon 3A3 matriisi, jonka kaikki alkiot ovat= 1, ja olkoon3A3 lavistdjamatriisi, jonka lavistajaalkiot ovat 1, 2 ja
X X

3. LaskeAA ja AA.

VASTAUS:

114.

Olkoon

laskeuT Au, u'u, uu'.
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X2 xy z

VASTAUS: UTAU= X% + 5y? + 9Z° + 6xy+ 14yz+10zx  u'u=x>+y?+22, uu' = |xy ¥ vyz|.
Zx yz 2

115.

Olkoon

ooor
COoOPR R
Or RO
PR O0OQ

Laske potenssi¢, k=1,2,3,...,1992.

VASTAUS:

116.

Milla tyyppia koskevilla oletuksilla matriisifB ja BA ovat a) molemmat maéariteltyja, b) samaa tyyppia?

VASTAUS:a) A, B; b) A, B.
pxn nxp

nxn nxn

Onko matriiseille voimassa @A+ B)2 = A>+ B>+ 2AB, b) (A+B)(A—B)=A?-B%?

VASTAUS: Yleisesti a) ei, b) ei.

Todista matriisialgebran osittelulakiB + C) = AB+ AC.

VASTAUS:

1109.

Olkoon A nelibmatriisi ja olkootB ja C samantyyppisid matriiseja. Todista: Jan sdanndllinen, niirlAB =
AC = B=C.

VASTAUS:

120.

Todennékdisyyslaskennassa tarkastellaan ns. Markovin prosesseja, jotka kuvaavat systeemid, joka voi olla aarel-
lisen monessa eri tilassa. Siirtymistodennakoisyydet tilasta toiseen muodostavat nelionfgtjaiska kaikki al-

kiot ovat> 0 ja jossa vaakariveittéin lasketut summat ovat. Muodosta téllaisia matriiseja ja tutki matriisi

alkioiden raja-arvoja, kun — . Esité hypoteesi alkioiden kayttéytymisesta.

VASTAUS:
Matriisin nAn alkiot ovatajj = il. Kirjoita matriisi A ja laske matriisitulAAT tapauksessa= 3. Laske yleisessa
X

tapauksessa (arvoliy tulomatriisinAAT kohdassdi, j) oleva alkio indeksiemja j funktiona.

VASTAUS:
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122.

OlkootA ja B kokoa 10x 10 olevia matriiseja, joiden alkiot ovet; =i+ j, Bjj =i— j. Laske tulomatriisitC = AB
alkio yjj indeksieni, j funktiona.

VASTAUS: Vij = 385+ 55(i — j) — 10ij.

123.

Laske(AB), k € N, kun

111 0 -2 -2
A= -1 12|, B=[0 8 4
2 3 4 0 -5 -2

VASTAUS:

124.

Muodosta jokin pystyvektork. Lasker = x"x ja u = x//r. Mita r kertoo vektorinx alkioista? Mik& ominaisuus
on vektorinu alkioilla? Muodosta matriisH = | — 2uu' ja sen kaanteismatriigl 1. Miten nadmé& suhtautuvat
toisiinsa? Onkdd symmetrinen tai ortogonaalinen?

VASTAUS:

125.

Osoita, etta edellisen tehtavan matrlision involutorinen, tsHH = | riippumatta vektoristx. Mit& tdma tulos
sanoo kaanteismatriisista?

VASTAUS:

126.

Hae kaikki matriisitB, jotka kommutoivat matriisin

(o)

(g cng)’ a,BeR.

kanssa, ts. joille pate&B = BA.

VASTAUS:

127.

Osoita, etta jo#\ ja B ortogonaalimatriiseja, niin myoB ja A1 ovat ortogonaalisia.

VASTAUS:

128.

Olkoon A kokoa 3x 3 oleva ortogonaalimatriisi, jonka alkioista tiedetaan seuraavaa:
a11=3, Oyp=—3 0 0 =8
11=7, 12=—3%, 013>0, 021<V, d22=7.
MaaritaA ja AL,

VASTAUS:
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129.

Todista, ettd jos matriisillé pateeAT + A = O ja kaanteismatriisi{l +-A)~! on olemassa, niin matrii® = (I +
A)~1(1 — A) on ortogonaalinen.

VASTAUS:

130.

Todista, etta jokainen ortogonaalinerx 2-matriisi voidaan kirjoittaa jompaankumpaan seuraavista muodoista:

cosp sind tai cosd sing
—sing cosp a sing —cosp /-

VASTAUS:

4.3. Lineaarinen yhtaloryhma

131.

Totea, ettd yhtaldoryhméan

2
\/;El + 382 - 558 =1

1 1 1 —
%El - ﬁﬁz + %23 = 2
- in - P, o= 3

kerroinmatriisi on ortogonaalinen ja kayta taté tietoa hyvaksi yhtéloryhméan ratkaisemisessa.

T
VASTAus:x:ATb:(ZJ“T\f —1-+2 ‘5%@)

132.

Olkoon

1 2 1
A= -2 3| c (_1 _i _‘;), b=[ 3 |,
1 -1 5

11 1
N .({ 10 5 0 -5 -
DA=11 3| Cm(—s -1 1 3)7 b=1 1
14 -

Laske tuloCA. Tutki, voidaanko lineaarinen yhtaléryhnd& = b ratkaista kertomalla se vasemmalta matriisiila
Mit& talldin saadaan ratkaisuvektorik&? Onko kyseessa matriisiyhtalén ratkaisu?

VASTAUS:

133.

Ratkaise Gaussin algoritmilla lineaariset yhtaléryhmat

&1 — & + 48 = 8
& + 3 — & = 4 L
SERE EEEE RIS B
ot o+ R o= T -2, + 8 — 5& = 8
&1 + 28 + 33 = 1 & + & + 283 = -1
)y & + & - & = 2, d<¢ & + & = 1
&1 — B3 = 4 ¥, — & + 283 = -3
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VASTAUS:

134.

Ratkaise Gaussin algoritmilla yhtaloryhmA& = b, kun

13 45 0 L2 o2 2
aA=| 1 2 2 6], b= -1 |, b)A= , b= ,
2 8 12 8 1 3 =2 -1 5
2 -5 3 —4
1 3 5 -2 11 é_i f:; i
cA=| 3 -2 -7 5|, b= o |, dA= , b=
> 1 0o 1 3 2 -2 -1 -1 -2
1 -3 -3 0 -5
VASTAUS: a) Ei ratkaisua, b][2 1 -1 T, C) ei ratkaisua,
d) (-2a+2p+1 —Sa+2+2 a p).
Olkoon
1 -1 3 7
2 3 1 -1
A=ls 4 ol P 8
3 2 4 B

Tutki yhtaloryhmanAx = b ratkaisujen lukumaaraa lukujen (3 eri arvoilla.

VASTAUS: Yksi ratkaisu, jof3 = 6, a £ 6; darettbman monta ratkaisua, ps- f = 6; muulloin ratkaisuja ei ole.

136.

Ratkaise yhtaléoryhmaAx= b, kun

2 3 -1 4 16

3 -1 0 1 -5

A=l 1 4 1 2| P=| 2

2 -2 -2 5 12
VASTAUS:
Olkoon

101 2
A= 1 2|, b=| -1 |.
2 3 4

Osoita, etta yhtaléryhmallAx = b ei ole ratkaisua. Tietyssa mielessa (pienimmén nelidssumman mielessa) mah-
dollisimman hyva ratkaisu (joka ei kuitenkaan — tietenkdan — toteuta yhtaloryhmé&a) saadaan ratkaisemalla mat-
riisiyhtalé ATAx = ATb. Muodosta tdma yhtaléryhma ja ratkaise se. Piirrd ryhmén yhtaldiden kuvaajat seka saatu
pienimman neliGsumman periaatteen mukainen ratkaisu ta&éon

VASTAUS:
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4.4. \/ektoriavaruus R"

138.

Tutki avaruuderR* vektoreiden(2 —4 1 3)T, 11 -1 72)T, (7 -5 -1 1)T lineaarista riippu-
mattomuutta.

VASTAUS: Lineaarisesti riippumattomat.

139.

Tutki, ovatko vektorit(0 2 —4 8)T, (6 12 3 3T, (2 5 -1 5)T lineaarisesti riippumattomia. Voi-

daanko vektor(—2 0 -9 15)T lausua néiden lineaariyhdistelyn&? Jos voidaan, niin onko esitys yksikasittei-
nen?

VASTAUS: Lineaarisesti riippuvat; voidaan; esitys ei ole yksikasitteinen.

140.

Osoita, etta vektorifl 2 S)T, (2 3 1)T ja(3 1 2)T muodostavat avaruudék?® kannan. Laske vektorin
(3 2 1)T koordinaatit tdssé kannassa.

VASTAUS:

141.

Osoita, etta vektorigy = (1 1 O)T, =0 1 1)T, az3=(1 0 1)T muodostavat avaruudék® kannan.
Mitka ovat vektorinx= (1 2 3)T koordinaatit tassa kannassa?

VASTAUS: 0, 2, 1.

142.

Tutki, muodostavatko vektorit
a=(1 10 0,a=0 110 ,a=(0 01 1), a4=(1 00 )

avaruuderR* kannan. Voidaanko vektoxi= (1 2 3 4)T lausua naiden lineaariyhdistelyna?

VASTAUS:

143.

Milla lukuja a, B, y, 0 koskevalla ehdolla vektoritx+ By ja yx+ dy ovat lineaarisesti riippumattomia, jos vektorit
X jay a) ovat, b) eivat ole lineaarisesti riippumattomia?

VASTAUS: a) Josad — By# 0;  b) ei millaan.

144.

Todista, etta jos vektordy, ..., ap ovat lineaarisesti riippuvia, niin myds vektokita,, ..., Apap ovat. Todista, etta
josay,...,ap ovat lineaarisesti rippumattomia, niin vektokitas,...,Apap ovat lineaarisesti riippumattomia, jos
javain jos tuloAy...Ap on# 0.

VASTAUS:

145.

m-Treeni versio 2.0, 4.9.2000; TKK, matematiikan laitos



Olkoot vektoritay, . .., ap lineaarisesti riippumattomia. Tutki, ovatko seuraavat vektorisysteemit lineaarisesti riip-
pumattomia:

a)ap, ay+ay, ag+ap, ..., ap+ap_1,
b)ay —ap, ax—ay, a3—ap, ..., ap—ap_1,
c)ag, ..., aj_1, aj +Aak, aj41, ..., ap, Missak # j.

VASTAUS: a) Riippumaton; b) riippuva, c) rippumaton.

4.5. Determinantti

146.

Laske Gaussin algoritmilla, alideterminanttikehitelmaé kayttden ja Sarrus’n sdannélla seuraavat determinantit:

2 3 -1 0 -2 -3 3 7 2
al -1 2 of, B 1 0 -2/, ¢ -5 4 0
1 4 3 3 4 0 9 -1 -6

Tarkista tulokset jollakin tietokoneohjelmalla.
VASTAUS: a) 27; b)0; c¢)-200.

147.

Laske seka Gaussin algoritmilla ettd alideterminanttikehitelmaa kayttden seuraavat determinantit:

1 -1 0 2 5 4 2 1 gi(l’g
2 1 0 0 2 3 1 -2

Ay 1 2 2/ P 5 7 3 g 90011

000 1

0 0 1 1 1 -2 -1 4 2 0 0 0

Tarkista tulokset jollakin tietokoneohjelmalla.
VASTAUS: a) —2; b) 38;c)?.

148.

Laske determinantti

= Q
NN

<o

[EEENTIN
< ™A

VASTAUS:

149.

Laske seuraavat determinantit sopivia determinantin laskusééantoja kayttaen:

1 a B+y 1+ai04 140105 140106
a)ll B y+a|, b)|l+az04 140205 1+0206.
1 v ao+pB 1+0304 140305 140306

VASTAUS: a) 0; b)O0.
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150.

Mill& lukuja o ja B koskevilla ehdoilla seuraavat determinantit owad?

o+B a+2 a+3p 2 a 2
a)la+38 o+B a+2B[, b)|l a? af.
a+2B a+3B a+P a ad 1

VASTAUS: @)B=0taia+28=0; b)a=-1,03,1.

151.

Olkoon
13 8 6
A=| -13 -8 -4
8 5 5

Laske def(—5AAT)") kayttamélla determinantin laskusaantoja.
VAsTAUS: —521.214 = — 7 812 500 000 000 000 000.

152.

Matriisista3A3 tiedetdan, ettd se ei ole symmetrinen ja etté silla on ominaislesAA eréalla skalaarilla. Mita
X
tdman perusteella voidaan paéatella matriisfsia skalaarista?

VAsTAUS: A = —1, detA) = 0, matriisinA lavistajaalkiot ovat= 0.

153.

Tutki, milla luvuna arvoilla avaruudei®R* vektorit (a,1,1,1), (1,a,1,1), (1,1,a,1), (1,1,1,a) ovat lineaarisesti
riippuvia. Milla luvuna arvoilla vektori(1, —1, —3, 3) voidaan lausua em. vektoreiden lineaariyhdistelyna?

VASTAUS: Vektorit lineaarisesti riippuvia, jog = 1 tai= —3; voidaan lausua lineaariyhdistelyna, sz 1.

154.

Muodosta jokin pystyvektork, jolle pateex'x = 1, ja taméan avulla matriisH = | — 2xx". Laske matriisinH
determinantti. Kokeile erilaisia vektoreitga esita hypoteesi determinantista.

VASTAUS:

155.

Eras tietokone suorittaa keskimaarin miljardi liukulukulaskutoimitusta (yhteen-, véhennys-, kerto- tai jakolaskua)
sekunnissa. Kauanko koneella kestaa laskea a) 10-rivinen, b) 100-rivinen determinantti 1) suoraan permutaatioihin
perustuvan maaritelman avulla, 2) Gaussin algoritmilla?

VASTAUS:
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4.6. Kaanteismatriisi

156.

Maarita Gaussin algoritmilla ja alideterminanttien aviiat, kun

2 3 11
a)A:(l 4)’ b)A:(o 1)’

1 2 -1 1 -2
gA=|1 1 0], dA=| 2 o0 -2 |,

2 0 4 2 2 1

L1 o0 2 11000

> 1 o o 01100
e)A= , A=l 0 0 1 1 0

1 1 2 2

5 o 1 1 00011

10001

Tarkista tulokset jollakin tietokoneohjelmalla.

4 3 1 1 -4 8 -1 -4 5 2
VASTAUS: @) - : b) OE 4 -6 1 |; dil -2 3 2
{1 2 0 1 2 2
2 -4 1 —4 4 2
0o 2 2 4 1 -1 1 -1 1
0 2 4 _g 1 1 -1 1 -1
e)l il -1 1 1 -1 1
2| -1 2 -3 8 2
1 2 3 6 1 -1 1 1 -1
-1 1 -1 1 1

157.

Laske kaanteismatriisi matriisille _
cosd sind
—sing cosp /-

. ( coshp —sind
VASTAUS: ( sind cosh >

158.

Olkoon
x—2 3 1
A=|x-4 3 2
X—6 X 3

Tutki, milla muuttujanx arvoilla a) matriisilla ei ole kdanteismatriisia, b) sen pystyvektorit ovat lineaarisesti riip-
pumattomia.

VASTAUS: x =0 taix = 3.

159.

Tutki, milla ehdolla matriisin

1 a a?
1y ¥

a) pysty-, b) vaakavektorit ovat lineaarisesti rippumattomia.

VASTAUS:
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160.

Olkoon
1 2 3 13
A=|4 5 6], b=1|17
7 8 8 37

Ratkaise yhtéléryhmax= b.
VASTAUS:

161.

Kuten edellinen tehtdva, mutta matriisin oikean alanurkan alkio onkin 9. Analysoi tilannetta muodostamalla mat-
riisin determinantti ja maarittamalla matriisin lineaarisesti riippumattomien pystyvektoreiden lukumaara.

VASTAUS:

4.7. Lineaarikuvaus

162.

Lineaarikuvaus : R" — R® kuvaa avaruudeR" vektorit x1, X, ja x3 vektoreille (0,2, 1), (1,2,3) ja (1,—1,0).
Laske vektorin 8 — 2x» + X3 kuva.

VasTaus: (—1,1,-9).

163.

Voiko kuvausF : R2 — RR3 olla lineaarinen, jos

F((0,1,1)) =(1,0,0), F((1,0,1))=(1,1,0), F((1,-1,0))=(1,1,1)?

VASTAUS: Ei.

164.

Lineaarikuvauksell& : R? — R? on ominaisuudeF ((1,1)) = (3,—-1) ja F((2,—1)) = (1,2). Laske kuvauksen
matriisi (luonnolllisten kantojen suhteen) ja maarita tAman avulla vek(trinl) kuva.

VASTAUS: é( ‘11 _i ); 1(-1,5).

165.

Olkoot F ja G lineaarikuvauksia. Todista, etta yhdistetty kuv&usG on myds lineaarikuvaus.
VASTAUS:

166.

Todista, etté lineaarikuvads on injektio, jos ja vain jo$(x) =0 =— x=o0.
VASTAUS:

167.

OlkoonF lineaarikuvaus ja vektordy, ..., ay, lineaarisesti riippuvia. Todista, ettd myos vektérig ), ..., F(am)
ovat lineaarisesti riippuvia.
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VASTAUS:

168.

OlkoonF injektiivinen lineaarikuvaus ja vektord;, . .., an lineaarisesti riippumattomia. Todista, etté talléin myds
vektoritF (az),...,F(am) ovat lineaarisesti riippumattomia. Pateekd tulosFas ole injektio?

VASTAUS:
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