8. Geometriset kuvaukset

8.1. Euklidiset kuvaukset

344.

Esitd muodoss® = Ax+ b se avaruudei? peilauskuvaus, jonka symmetriatasona &n-23x, + x3 = 6.

3 6 -2 12
VAsTAUS: A= 1 6 -2 3|, b=3[ -18
-2 3 6 6

345.

Tason kiertokuvauksen kiertokulma on°g@ositiiviseen suuntaan) ja kierron keskipié2e3). Esita kiertokuvaus
muodossa’ = Ax+ b, so. maarita matriish ja pystyvektorib. Laske sen nelion kuva, jonka karkina ovat0),
(1,0), (1,1) ja (0,1).

VASTAUSZA%( 1 -3 >,b1< 2+33 )

V3 1 2\ 3-2/3

346.

Osoita, etta kaikki paraabelit ovat yndenmuotoisia etsimélla skaalauskuvaus, joka vie pasaatetfrparaabe-
lille y = bx2.

VASTAUS:

347.

Yhtalo X' = Ax+ b, missé
-3 4 -2
1 2
SHEEVR G
esittédd tason euklidista kuvausta. Tutki, millainen kuvaus on kyseessa.

VASTAUS: Peilaus suorassag— X2 +1=0.

348.

Kuvaus

X\ _ 1 7 =24 (x

y) 25\ -24 -7 )\y
kuvaa xy-tason pisteet xy-tason pisteiksi. Osoita, ettd kyseessa on peilauskuvaus ja maarita sen akseli. Laske kol-
mion ABCkuva, kunA = (0,0), B = (5,1) jaC = (0,—2). Piirré kuvio.

VASTAUS:

349.

Kolmiulotteisen avaruuden kierron akseli kulkee origon kautta ja sen suuntavekiori2jr+- 3k; kiertokulma on
11/6 radiaania. Laske numeerisesti kiertokuvauksen matriisi.

0.8756 —0.3818 02960
VASTAUS: 0.4200 09043 -0.0762
—0.2386 01910 09522
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350.

Yksikkdsarmaisen kuution yksi kérki on origossa ja tasta lahtevéat sarmat positiivisilla koordinaattiakseleilla. Kuu-
tiota kierretaan toistuvasti edellisen tehtéavan kierrolla. Muodosta kiertomatriisi ja laske kierrettyjen kuutioiden
kérjet. Piirra Kierretyt kuutiot projisioituina xy-tasoon. Piirtdminen helpottuu, jos alkuperédisen kuution karkien
koordinaatit asetetaanx3n-kokoisen matriisin pystyvektoreiksi sellaiseen jarjestykseen, etta karjet yhdistamalla
saadaan piirretyksi koko kuutio; télléin joudutaan eraissa karjissa kdymaan useampaan kertaan, jolloin matriisissa
on useampia pystyvektoreita kuin kuutiossa on karkia. Kierrettyjen kuutioiden karkipisteille saadaan tamén jalkeen
vastaavanlaiset koordinaattimatriisit matriisitulon avulla.

VASTAUS:

351.

Kolmiulotteisen avaruuden kierron akseli kulkee origon kautta ja sen suuntavektori-gr424k; kiertokulma
on 01 radiaania. Laske kiertokuvauksen matriisi. Kierrd tdmén avulla toistuvasti picte®®) ja piirra taten
syntyvien pisteiden xy-tasoon otetut ortogonaaliprojektiot. Millaisella kayralla projektiopisteet sijaitsevat?

VASTAUS:

352.

Skaalaa edellisen tehtdvan kierron suuntavektori siten, ettéa sen pituus on sama kuin kiertokulman suuruus. Muo-
dosta taten skaalattua vektoria vastaava ristitulomaltiisia laske numeerises#” jollakin tietokoneohjelmalla.

Mita kiertoon liittyvaa saat? (Kyseessa on matriisieksponenttifunktio, jonka argumentin tulee olla neliomatriisi.
Tarkempi kasittely esitetdan matriisilaskun oppikirjoissa.)

VASTAUS:

353.

Olkoot T, ja Ty kaksi translaatiota. Osoita, ettd nama kommutoivalzts T, = Ty o Ta.

VASTAUS:

354.

Olkoot Uy ja Uy tasonE? kiertokuvauksia, joiden keskuksena on origo. Osoita, ettd nama kommutoivd,dts.
Uy = Uy oUy. Péteekd sama kahdelle avaruu@rkiertokuvaukselle, joiden keskuksena on origo?

VASTAUS:

355.

Olkoon T, tason translaatio jEg tason kiertokuvaus keskuksena origo. Osoita esimerkilla, etta valttamatta ei ole
TaoUy = Uy o To. Millé ehdolla yht&lé on voimassa?

VASTAUS: a=o0tai$¢ =2n1, n€ Z.

356.

Esita analyyttisesti se tasd@? euklidinen kuvaus, joka kuvaa kolmigkBC kolmiolle AB'C’, kunA = (7,-1),
B=(6,-1),C=(6,-3),A =(-1,1),B' = (-1,2),C" = (-3,2). Minne kuvautuu pist® = (1,1)?

VAasTAUS: X =Y, Y =8—x;, P = (1,7).

357.

OlkootP; = (x1,y1) jaP2 = (x2,Y2) tasonE? pisteitd,d ndiden etaisyys. Esita analyyttisesti tason euklidinen liike,
joka kuvaa janatP; P, janalle{(x,0) | 0 < x < d}. Onko tulos yksiké&sitteinen?
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VASTAUS: Esimerkiksix' = é[(xz—xl)(x—xl) +(2—y)(y—y), Y = %[—(yz—yl)(x—xl) + (2 —x1)(y—y1)]-

8.2. Yhdensuuntaisprojektio

358.

Yhdensuuntaisprojektion matriisi on

1 7 -6 -9
P= 10 -2 6 -6
-1 -2 7
Méaaérita kuvatason yhtalo ja projektiosateen suuntavektori. Onko kyseessa ortogonaaliprojektio?
VASTAUS:
Matriisi
1 -1 6 -9
P= > -2 6 -6
-1 2 -1

esittdéd yhdensuuntaisprojektiota. Maaritd matriisin ominaisarvot ja -vektorit. M&aritd yhdensuuntaisprojektion ku-
vataso ja projektiosateen suunta. Miten nama saadaan ominaisvektoreiden avulla?

VASTAUS:

360.

TasoE? projisioidaan vektorin-2i +j suuntaan suorallg, = 3x;. Esitd kuvaus muodossa= Px, ts. maarita
matriisi P. Onko télla ominaisuuB? = P? Mitk& pisteet kuvautuvat pisteel{é, 3)?

VASTAUS: P = % (:13 é) on; suoram =i+3j+1(—2i+]) pisteet.

361.

Dimetrinen ortogonaaliprojektio on yhdensuuntaisprojektio, jonka kuvatasgon+y -+ z = 0. Johda kaavat
yhdensuuntaisprojektiokuvan laskemista varten.

VASTAUS:

362.

Laske ja piirrd edellisen tehtéavan kaavoja kayttéden ruuviviivan
r(t) =costi+sintj +atk

kuva dimetrisessa ortogonaaliprojektiossa. Valitse ruuviviivan nousuk.1.

VASTAUS:

363.

Kokeile erilaisia ruuviviivan nousuja edellisen tehtdvéan ortogonaaliprojektiokuvassa. Miten nousu on valittava,
jotta projektiokayralla olisi karkia? Miten tAma nousu voidaan laskea?

VASTAUS:
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8.3. Affiniteetti
364.

Suorakulmion kérjet ovafl, 1), (3,1), (3,2), (1,2). Laske suorakulmion affiininen kuva, kun affiniteetin esityk-

sessa on 5
1 5
r=(3 9 ()

Laske suorakulmion ja sen kuvan pinta-alojen suhde. Miten tdméa suhtautuu ma&rdsierminanttiin? Piirra
kuvio.

VASTAUS:

365.

Olkoon

11 2
(2 o3
jolloin yht&ld X' = Ax-+ b maarittaa tasoi? affiinin kuvauksen itseensa. Maarita sen kayran yhtald, joksi yksik-

k('jympyréixf + x% =1 kuvautuu tassa kuvauksessa. Piirra kuvakayra.

VASTAUS:

366.

Olkoon ¥ = Ax+ b affiininen kuvaus tasosta? tasoonE? tai avaruudest&3 avaruuteerE3; olkoon matriisiA
saanndllinen (ts. kaanteismatriisi on olemassa). Osoita, ettd kuvaus kuvaa suoran suoraksi. Missa kohden tarvitaan
oletusta, ettd matriigh on saanndéllinen?

VASTAUS:

8.4. Keskusprojektio
367.

Keskusprojektion kuvataso on yz-taso ja projektiokeskus sijaitsee pistée839d). Muodosta kaavat keskuspro-
jektiokuvan laskemista varten. Laske ja piirrd sen kuution perspektiivikuva (keskusprojektiokuva), jonka pisteille
patee-3<x<0,-1<y<2,0<z<3.

VASTAUS: Y = —5y/(x—5), Z = —5z/(x—5).

368.

Pisteestd0,0,5) katsellaan vektorim+ 2j suuntaan. Johda kaavat syntyvan perspektiivikuvan (keskusprojektio-
kuvan) laskemiseksi.

VASTAUS:

8.5. Projektiviteetti

369.

Tutki, miten projektiviteetti
_ 3X1 — 2% _ 4x1 + 92

1T Xi+%+5 2 Xi+X+5
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kuvaa tasoalueefi(xi,x2) | X2 > 0, x2 > 0}. Piirré kuva.

VASTAUS:

370.

Tutki, millaisiksi kayriksi ympyrat kuvautuvat tason kuvauksessa

_ Xo+1 x1+1
XA P otk

Tutki erityisesti ympyro6ita, joiden keskipisteet ja sateet ovat seuraavat:
a)(273)7 r=2; b)(_270)7 r=1, C) (171)7 r:\/éa d)(ovo)v r=2

Millaisia kayria naiden kuvat ovat? Muodosta ensin kuvattavalle ympyrélle tavanomainen ympyran parametriesitys
X1 = a+rcosp, xo = b+rsing, ja laske tdman avulla kuvakayran parametriesitys.

VASTAUS:
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