10. Toisen asteen kayrien ja pintojen geometriaa

10.1. Ympyran ja pallon ominaisuuksia

446.

Minka kayran muodostavat ne tasBR pisteet, joista pisteitd—a, 0) ja (a,0) yhdistava janag > 0) nakyy 45
kulmassa?

VASTAUS: Kaksi ympyrankaartax? +y* — 2ay=a°, y > 0 jax’ +y?> + 2ay=a?, y < 0.

447.

Osoita, ettd ne tason pisteet, joiden etaisyydet pistéista x; ja P, = x» ovat suhteessk: 1, muodostavat

Apolloniuksen ympyran
2 k2 5
= (1—k2)2 ||X1_X2|| (k#l)

X1 — k2X2
1-k2

VASTAUS:

448.

Maérita ympyran|x|| = 1 ja pisteerPy = Xp (tulkittuna ympyréksi, jonka séde ea0) kordaali.

VASTAUS: 2x)X— X% = 1.

449.

Olkoonc ympyraK (x) = 0 ja olkoonP; = x; sen ulkopuolella oleva piste. Osoita, ettd yht@is- x; || = K(x;)
esittaaP; -keskista ympyraa, joka leikkaa ympyrérkohtisuorasti. (Tata kutsutaan ympyrémrtogonaaliympy-
raksi.)

VASTAUS:

450.

Nayta, ettd ympyraparvef +y? — 2sy— ¢® = 0 jax? +y? — 2tx+c? = 0 (parvien parametreingjat, c on vakio)
leikkaavat toisensa kohtisuorasti. Piirra kuvio.

VASTAUS:

451.

Olkoonc ympyraK (x) = 0 ja olkoonPy = x; sen sisépuolella oleva piste. Osoita, ettd yhilé x;||> = —K(x1)
esittaaP; -keskistd ympyraa, joka leikkaa ympyraralkaisijansa paatepisteissa. (Tata kutsutaan ympydia-
metraaliympyréks)

VASTAUS:

452.

Olkooncympyrd, jonka séade gmja yhtaloK (x) = 0. OlkoonP; = x; sen sisépuolella oleva piste. Muodosta yhtél®
sille P;-keskiselle ympyralle, joka leikkaa ympyr&rsen halkaisijan paatepisteissa (ts. jonka diametraaliyngpyra
on).

VASTAUS: ||Xx—Xq||? = K(x1) + 2p?.
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453.

Miten muodostetaan yksinkertaisimmin kahden annetun toisiaan leikkaavan ympyran leikkauspisteiden kautta kul-
keva ympyraparvi? Maarita se ympyroidei-y2 — 6x4 4y — 12 =0 jax? +y? — 10x — 16y + 40= 0 leikkauspis-
teiden kautta kulkeva ympyra, jonka keskipiste on suoralla 8y —2 = 0.

VAsTAuUsS: Jos ympyroiden yhtalot ovad; (x) = 0 ja Ky (x) = 0, niin leikkauspisteiden kautta kulkevan ympyra-
parven yhtalo oKy (x) + BK2(x) =0, o, B € R; X2 +y? — 14x— 36y +92=0.

454,

Nayta, ettd jos ympyroill&;(x) = 0 ja Ko(x) = O ei ole yhteisia pisteitd, niin myoskéan ympyroila(x) +
aKo(x) = 0 jaKi(x) +BKz(x) = 0, o # B, ei ole yhteisi& pisteita.

VASTAUS:

455.

Olkoon pallon yhtal& (x) = 0 ja tason yhtald.(x) = 0 (misséx = (x1 X2 X3)T). Miten muodostetaan pallon

ja tason leikkausympyran kautta kulkevan palloparven yhtal6? Etsi sovellutuksena sen pallon yhtéld, joka kulkee
pallonK(x) = x'x—1 =0 ja tasonL(x) = a'x= 0, missda= (1 -1 1)T, leikkausympyran kautta ja joka
sivuaa tasoa, = 3.

VASTAUS: oK(X) +BL(X) =0, a,BE€R; X3+ X3+ X5+ 2X — 2%+ 2x3 — 1 = 0 tai X2 + X3 + X3 — 8x1 + 8%, —
8x3—1=0.

456.

Olkoon annettuna kolme palloa, joiden keskipisteet eivéat ole samalla suoralla. Osoita, etté pallojen kolme parittain
otettua radikaalitasoa kulkevat saman suoraniatikaaliakselinkautta. Osoita, etta radiaakliakseli on kohtisuo-
rassa pallojen keskipisteiden maaraamaa tasoa vastaan.

VASTAUS:

457.

OlkootKj(x) =0 jaKz(x) = 0 kahden pallon yhtalét. Osoita, ettd pallofer(x) + aKz(x) = 0 jaKi (X) + BKz(X) =
0,a# -1 B# -1 a+# [, radikaalitaso on riippumaton lukujen (B valinnasta.

VASTAUS:

458.

Osoita, ettd jokainen ympyraet +y? = a?, z= 0 kautta kulkeva pallo leikkaa ortogonaalisesti jokaisen pallon,
joka kulkee ympyrarix — b)? + 22 = b? — a2, y = 0 kautta.

VASTAUS:

10.2. Liittohalkaisijat
4509,

Ellipsi& 5% + 5y? + 6xy— 16x— 16y = 16 leikataan suorilla, joiden suuntavektoritan= i + 2j. Osoita, etté ellipsin
naista suorista erottamien janteiden keskipisteet sijaitsevat samalla suoralla. Mik& on tdméan suoran suuntavektori
tr?

VASTAUS:
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460.

Totea, etté edellisen tehtavan suuntavektorit toteuttavat efjdan= 0, missé; ja t, ovat suuntavektoreita vas-
taavat koordinaattivektorit jA on ellipsin yhtalén toisen asteen termeista saatava matriisi.

VASTAUS:

461.

Suorax = Xp + TV leikkaa toisen asteen kayraBAx+ 2b'x + w = 0; tAssdA on symmetrinen X 2 -matriisi, ,
Xo, V ja b kokoa 2x 1 olevia pystyvektoreita sekéja w skalaareja. Lausu leikkauspisteiden koordinaattivektorit
suoraa ja kayraa karakterisoivien vakioidenv, A, b, w avulla.

X A% +2bTx0 +
2(x)Av+DbTv)

VASTAUS:. X = Xg —

462.

Todista, etta ellipsin kahden liittohalkaisijan pituuksien nelididen summa on vakio.

VASTAUS: Vakio = 4(a® + b?).

463.

Maarita suoran ag] (Ax+b) = 0, b) e} (Ax+ b) = 0 liittohalkaisija toisen asteen kayranAx+ 2b"x+ w = 0
suhteen. (Tass@l = i, & = | ovat ortonormeeratut kantavektorit.)

VASTAUS: Kayran keskipisteen kautta kulkevaa}vektorin, b)e>-vektorin suuntainen suora.

Mé&érita pinnan
2x% 4 5y? + 112% — 20xy+ 16yz+ 4zx— 24x— By — 62— 18=0
vektorini —j suuntaisen halkaisijan liittohalkaisijatason yhtalo.

VASTAUS: 4x—5y—2z—3=0.

465.

Toisen asteen pinnan
0X? + BY? + Y22 + 20xy+ 28yz+ 202X+ 2nx+ 29y + 2kz+ w=0

vektorint suuntaisten jénteiden keskipisteet sijaitsevat xy-tason suuntaisessa tasossa. Maarité wektotin
VASTAUS: (8€ — BQ)i + (8 — ae)j + (ap — &)K.

10.3. Polaariteoria

466.

Osoita, ettd kaksoissuhde on riippumaton suoran parametriesityksessa kaytetyn suuntavektorin pituudesta.

VASTAUS:

467.

Osoita laskemalla, etta jos pisteiffi P,, P;, P, on harmoninen, niin myds pisteisi, Py, P, P> on.
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VASTAUS:

468.

Osoita, ettd avaruudds? pisteetP; = (1,0,—1), P, = (3,—4,5) jaP3; = (8, —14, 20) ovat samalla suoralla. Maarita
pisteP, siten, etta pisteistBy, P>, Ps, P4 on harmoninen.

VAsTAUS: P = (12,1 3).

469.

Madrita suora+ 2y = 3 napa a) kayram8 +y* = 1, b) kéyrany = x* suhteen. Piirra kuvio.
VASTAUS: @) (3,3); b)(—3,-3).

470.

Méaarita kayran 8%+ 5y? + 4xy— 7x — 8y — 3 = 0 tangentti ja normaali pistees&2i 1).
VASTAUS: Tangentti %+ 10y — 28 =0, normaali 1@ — 9y —11=0.

471.

Milla ehdolla toisen asteen kayoi? + By? 4 2yxy+ 20x + 2ey + w = 0 sivuaa x-akselia origossa?
VASTAUS: 0 =w=0, € #0.

472.

Tarkastellaan toisen asteen kays&a- xy—y = 0. a) M&érita tangenttijanteen avulla pisteedta-2) kayralle
piirrettyjen tangenttien yhtalét. b) M&arita suoran- 2y + 3 = 0 suuntaisten kayran tangenttien yhtalét. Piirrd
kuvio.

VASTAUS: @) (VB4 1)x+2y+3—-v5=0, (V5-1)x—2y—3—-v/5=0; b)x+2y+5+2/6=0, x+2y+
5-2v6=0.

473.

Olkoonss pisteen(2, 1) polaari ellipsin 52 + 5y + 6xy— 4x + 4y = 4 suhteen. Madrita ellipsille halkaisija, jonka
littohalkaisija on suorams suuntainen.

VASTAUS: 2x—y—3=0.

474.

Maarita kayran? — 2y? + 4xy— 6x+ 2y = 0 origoon asetetun tangentin suuntaisten janteiden liittohalkaisija. Piirréa
kuvio.

VASTAUS: 7x—4y = 0.

475.

Maarita suoram’x+ w = 0 napa kayrax" Ax+ 2b"x+ w = 0 suhteen.
VASTAUS: Origo (ainakin).

476.

Minké& ké&yran muodostavat ympyréhx = a2 tangenttien navat ympyrad x = B2 suhteen?
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VASTAUS: Ympyranx'x = */a2.

477.

Yhtalé (bIx+ o) (bIx+ wp) = 0 esittad erédsta toisen asteen kayrad. Osoita, etta timan polaari pisteeq
suhteen voidaan kirjoittaa

(b] X0+ 001) (07X + w2) + (b X+ 001) (D7 X0 + wp) = O.

Tutki, minka tyyppinen toisen asteen kayra voi olla kyseessa ja millaisia polaareja saadaanRisigénnista
riippuen.

VASTAUS: Kayra voi olla kaksi leikkaavaa suoraa, kaksi yhdensuuntaista suoraa tai yksi suora.

478.

Mé&érita tasorax+ by+ cz+d = 0 napa pinnaix? + 2Byz+ C = 0 suhteen.

.raC cC bC
VASTAUS: (gZ: 4B dB)-

479.

Mé&aritd ne pinnaz = xy pisteet, joihin asetetut normaalit muodostavat Wdman z-akselin kanssa.

VASTAUS: Pinnan ja lierion +y? = 1 leikkauskayrax = cost, y = sint, z= cog sint, t € [0, 2r1.

480.

Milla ehdolla toisen asteen pinta
2
X2 + By? 4 Y22 + 20xy+ 2eyz+ 20X+ 2NX+ 29y + 2KZ+ W

sivuaa xy-tasoa origossa? Milla ehdolla origo on kayrén ja xy-tason ainoa yhteinen piste?

VASTAUS: N =9 =w=0,K#0; n=9=w=0, ap—3&>0.

10.4. Viivoitin- ja py6rahdyspinnoista
481.

Johda sen pinnan yhtéld, joka muodostuu, kun hypexBeli2z2 = 1, y = 0 pydrahtda suoran= 0, y = 1 ympari.
VASTAUS: X2 +y? — 272 —2y—1=0.

482.

Johda sen kartion yhtéld, joka syntyy, kun x-akseli pyorahtaa suotayp= z ympari.

VASTAUS:

483.

On annettuna kaksi suorae=Yy, z= 0 jax = y = z Johda sen kartion yhtald, joka syntyy, kun a) edellinen suora
pyoréahtaa jalkimmaisen ympari, b) jalkimmainen pydrahtaa edellisen ympari.

VASTAUS: @) X? +y2 + 22 — 2xy— 2yz— 2zx=0; b)x?>+y?+42° —6xy=0.
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484.

Kartio, jonka kérki on pisteesgd, 1,1) leikkaa xy-tason pitkin paraabelia2y. Maarita kartion ja xz-tason leik-
kauskayran eksentrisyys.

VASTAUS: V3.

485.

Johda sen kartion yht&l6, jonka kérki on origossa ja jonka vaippa kulkee yhtaldiden

X+y+z=1,
Xy +72=1
maarittdman kayran kautta.

VASTAUS: Xy+yz+zx= 0.

486.

Ellipsin y? 4+ 422 = 4, x = 0 pisteet projisioidaan vektorin- j + k suuntaisesti xz-tasolle. Maaritd muodostuvan
ellipsin puoliakselien pituudet.

VASTAUS: a2 = b2

8 _ 8
9-v65’ ~  9+65°

487.

Johda sen pyorahdyslierion yhtalo, jolla on eméasuoraag = z ja jonka akseli kulkee pistedii, —1, —1) kautta.

VASTAUS: X2 + Y 4 72 — Xy — yz— zXx— 4x+ 2y + 2z =0.

488.

M&arita sen elliptisen lierion yht&ld, jonka vaippa siséltad ymp#aty? =1, z=0 jax? +y?> — 4x+2y+ 4 =
0, z=1.

VASTAUS: X2 +Y? 4 52° + 2yz— 4zx—1=0.

489.

Suoranx=t, y=t, z= 0 jokaisen pisteen kautta asetetaan vektorif +tk suuntainen suora. Maarita syntyvan
viivoitinpinnan yhtalo ja laatu.

VASTAUS: X2 —y? =4z, hyperbolinen paraboloidi.

490.

Pinnallez = xy asetetaan vektorint j + k suuntainen sivuava lierio. Maarita sen ja xy-tason leikauskayra. Minka-
tyyppinen lierid on kyseessa?

VASTAUS: X2 +y2 —2xy—2x—2y+1=0; parabolinen.

491.

Maarita pitkin suoria
x—2=0 Xx+2=0 i y—3=0
4y—3z=0" |4y+3z=0 : 2x+z=0
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liukuvan suoran muodostama pinta.
VASTAUS: 36x% + 16y° — 972 = 144,

492.

PisteetP, = r; = (1,0,1), » =12 = (0,1,-1), Ps =r3 = (-1,0,1), P4 = rs = (0,—1,—1) muodostavat

avaruusnelikulmion, so. nelikulmion, joka ei sijaitse tasossa. Riktikee suora®; P, pitkin tasaisella nopeudella
pisteestd,; pisteeseeR; ja pisteB samanaikaisesti suor&aP; pitkin tasaisella nopeudella pisteeBidpisteeseen

Ps. Etsi sen pinnan yhtéld, jonka suoks liikkuessaan muodostaa.

VASTAUS:

493.

Suora kulkee pisteefi, 0,0) kautta ja sen suuntavektori pa-k. Suora pyorahtaé z-akselin ympéri, jolloin syntyy
toisen asteen pinta. Maarita tdman yhtald. Minkatyyppinen pinta on kyseessa?

VASTAUS:

494.

Osoita, ettéd suorat=1, y+z=0 jax=1, y—z= 0 sijaitsevat kokonaisuudessaan edellisen tehtavén pinnalla.
Leikkaavatko ne toisiaan?

VASTAUS:

495.

Osoita, ettd emasuoraparveen (paramesjna

Y o1+

b c a scR
y_ & __ X 7
<b c)_ a

kuuluvat kolme suoraa eivét ole saman tason suuntaisia.

VASTAUS:

496.

Milla vakion a arvoilla pinnallax? + y? — a°Z2 = a°> on emasuoria, jotka leikkaavat toisensa kohtisuorasti
xy-tasossa?

VASTAUS: a= =+1.

497.

Méaarita pinnank® — 4y? = 8z pisteen(6,1,4) kautta kulkevien eméasuorien valisen kulman kosini.

11
VASTAUS: 32l

498.

Osoita, etta pinta® — 22 +y(x — z) = 2y + 3z on satulapinta ja maérita origon kautta kulkevien emasuorien vélisen
kulman kosini.

. 15
VASTAUS: Jo5e
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499.

M&arita pinnan — 2yz= 1 emé&suoraparvet ja erityisesti pistger8, 2,2) kautta kulkevien emasuorien suunta-
vektorit.

VASTAUS: X—1=2sy s(x+1) =zsekéx+1=2ty, t(x—1) =z 2i—j—2k sekda 2—2j —k.
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