1. Differentiaaliyhtal6

1.1. Peruskasitteet

1.

M&&réa seuraavien differentiaaliyhtél 6iden laatu (tavallinen vai osittainen, normaalimuotoinen vai ei, kertaluku).
a) xy' +2ysinx = €&,
b) Y +sin(x+y) = sinx,
) Y (y(x)) =¥(x),
2
gdu_ou
ox  9y?

VASTAUS: a) tavallinen, ei, 2, b) tavallinen, e, 1, c) tavallinen, e, 1, d) osittainen, &i, 2.

2.

Nayta, ettéd y = 2x+ Ce* on differentiaaliyhtélon y’ = y+ 2(1— x) yleinen ratkaisu. M&érita ratkaisukéyra, joka
kulkee pisteen @) (0,1), b) (0, —1) kautta. Piirrakayrét.

VASTAUS: @) y = 2x+€; b)y=2x—¢€~

3.

Osoita, ettd y = e 2(Cysinx 4 Ccosx) on differentiaaliyhtalén y” + 4y + 5y = 0 ratkaisu. Maérita alkuehdon
y(0) =y (0) = 1 toteuttava ratkaisu.

VASTAUS:

4.

Osoita, ettdy = = SinX+ - cosx+ C1e¢+ C2e% on differentiadiyhtélony” — 7y’ + 6y = sinx ratkaisu.

VASTAUS:

Osoita, etté y = Cre¢ + Coe® + x on differentiaaliyhtalny” — 3y + 2y = 2x — 3 ratkaisu.

VASTAUS:

6.

Osoita, etté differentiaaliyhtélt‘jlIéiy’2 = 4y on ratkaisunay = (x+C)? jay = 0; téssa C on vakio. Millaisia ovat
ratkai sukéyrien kuvaajat? Mita muita ratkai suja differentiaaliyhtél 6ll&aon?

VASTAUS: Jokainen x-akselin piste on ratkai sujen haarautumispiste.

1.
Néayt4, etta funktiopari y = C; cosx+C, sinx, z= (C; +Cy) cosx+ (Cp — C1) sinx toteuttaa differentiaaliyhtal 6ryh-
man
y-Z=y
2y 7=z
VASTAUS:
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8.

Olkoon f : R? — R differentioituva funktio ja olkoon y differentiaaliyhtalony’ = f(x,y) alkuehdon y(xo) = Yo
toteuttava ratkai su. Johdalauseke derivaatalle y” (xo).

VASTAUS:

9.

M &arita alkuarvoprobleeman xy’ = x-+Y, y(1) = 1 ratkaisukayrén kaarevuus alkuehtopisteessi.

VASTAUS: 1/5%2,

10.

Yhtalollay =y on ratkaisunay = €*. Osoita, ettéd sen jokainen muu ratkaisu poikkeaa tasté vain kerrannaisella
vakiollatarkastelemalla muotoay = u(x)e* olevaa ratkaisua.

VASTAUS: Sijoitadifferentiaaliyhtdl66ny = ue* jajohdaehto funktiolleu.

11.

Olkoon f jatkuvakahden muuttujan funktio. Nayta, ettayhtalény’ = yf (x,y) ratkai sukéyrat joko sivuavat x-akselia
tai eivét kosketa sité lainkaan.

VAsTAUS: Tutki, mink& muodon differentiaaliyhtél 6 saa x-akselin pisteessé (x, 0).

12.

Olkoot funktion f toisen kertaluvun osittaisderivaatat olemassa. Laske alkuarvoprobleemany’ = f(x,y), y(X0) = Yo
ratkaisun y(x) kolmannen asteen Taylorin polynomi kehityskeskuksenaxo.

VASTAUS: T3(X,X0) = Yo+ (X0, Y0) (X —X0) + 3 (fx+ fyf) xgyo) (X — X0)% + F(Fux + fxyf + fiyxf + fyy £2+ fiefy +
) oo (X—%0)%.

13.

Laske alkuarvoprobleemanyy’ +y +y =0, y(0) = 1, ¥ (0) = 0 ratkaisun neljannen asteen Maclaurinin polynomi.
Sijoitatul os differentiaaliyhtal 6on.

VASTAUS: T4(x,0) = 1— $x% + 233 — Lx¢,
T T+ Ta= — 5@+ 58— b4 .

14.

Laske alkuarvoprobleeman y’ = yy —x2, y(0) = y'(0) = 1 ratkaisun neljannen asteen Maclaurinin polynomi. Si-
joitatulos differentiaaliyht&l on.

VASTAUS: Ta(x,0) = 1+ X+ 332+ 53+ x4,
T Tt 48 = 50— Ff - 50— o 4

15.

Tutki seuraavien differentiaaliyhtél didentai alkuarvoprobleemoiden ratkai semista jonkin symbolisen tietokoneoh-
jelman avulla:

a)y,:Xya b)y,:Xya y(l)zza C)y:X27y25 y(O)Zl,
Ay -4y +18y=x",  w =y*+W.y(0)=2y(0)=1 )y +xy=0.
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VASTAUS:

16.
Kirjoitadifferentiaaliyhtdl 6

3x% +6xy° + (6x%y+ 4y®)y =0
muotoony = f(x,y). Tutki yhtal6n ratkai sukayri& numeerisesti.

VASTAUS:

1.2. Ratkaisukayr apar vet

17.

M uodosta suoraparven y = Cx + 2C2? (C parametri) differentiaaliyhtald. Y htél6l14 on erikoisratkaisuna erés toisen
asteen polynomi; méérité tdma. Piirrd muutamien yksityisratkai sujen seké erikoisratkaisun kuvagja. Miten néméa
suhtautuvat toisiinsa? Tarkista véitteesi laskemalla

VASTAUS: y = xy +2y'%, y = —4x2. Paragbeli on suoraparven verhokayréa.

18.

Johda sen kéyrdparven differentiaaliyhtdl 6, johon kuuluvat kaikki xy-tason R-séteiset ympyrét. (Parvella on siis
kaks parametria: ympyran keskipisteen koordinaatit. R on vakio.) Mité saatu yhtl6 ilmaisee parven kéyrien kaa-
revuussatel st?

VASTAUS:

19.

Ets kéyréparveny = (1+C2)In(x+C1) — C1x+ C; differentiaaliyhtal.
VASTAUS: (2 + 1)y +y2+1=0.

20.

Etsi kéyrdparven x = C1&¥ + Cye ™Y + 3 differentiaaliyhtdl 6.
VASTAUS: Y/ + (x—3)y> = 0.

21.

Johda sen kéyréparven differentiaaliyhtél 6, johon kuuluvat kaikki x-akselia sivuavat ympyrét.
VASTAUS: (Y +14Y?%)2 = (1+y?)3.

22.

Muodosta tason kaikkien kartiol eikkausten (so. toisen asteen kéyrien) differentiaaliyhtal 6.
VAsTAUS: 9(Y")2y(®) — 45y"y"y(4) 1+ 40(y"")3 = 0.

23.

Muodosta tason kaikkien paraabelien (akselisuunnasta riippumatta) differentiaaliyhtal 6.
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VASTAUS: 3y'y —5(y")3 =0.

24.

Tutki isokliinienavulladifferentiaaliyhtdlony’ = x+ y ratkaisukdyrien kayttéytymista.

VASTAUS: Isokliinity = —x+ p.

25.

Tutki isokliinienavulladifferentiaaliyhtdlon xy’ = x+ y ratkai sukéayrien kayttaytymista.

VASTAUS: Isokliinity = (p—1)x.

20.

Olkoot f jasen osittaisderivaatat fy ja fy jatkuvia Nayté, ettéjosyhtélony’ = f(x,y) ratkaisukéyrallé on kaénne-
piste, niin se sijaitsee kayralla

(% y) + fy(x y)f(xy) = 0.
Osoita edelleen, ettéatdman kayréan pisteissa ratkai sukéyra jaisokliini sivuavat toisiaan.

VASTAUS:

1.3. Normaaliryhma
21.

Palauta toisen kertaluvun differentiaaliyhtéld yy” + xy’ = 0 ensimméisen kertaluvun normaaliryhméksi Y’ =
F(x,Y). Millainen vektoriarvoinen funktio F on?

VASTAUS: F (X, (y1,¥2)) = (Y2, —Xy2/Y1).

28.

Kappaleen (planeetan) liiketta keskei svoimakentéssé hallitsee Newtonin lakien mukainen differentiaaliyhtdl 6

missa pilkut tarkoittavat derivaattoja ajan suhteen, r on paikkavektori, r = |r| tdman pituus ja a vakio. Oletetaan
tunnetuksi, etté kyseessé on tasoliike, jolloin siis r(t) = x(t)i + y(t)j. Hajota differentiaaliyhtél 6 komponentti-
funktioitax(t) jay(t) koskevaks kahden yhtalén ryhméksi ja palauta tdmé neljan yhtdl 6n ensimméisen kertaluvun
ryhmaksi ottamalla nopeuskomponentit uusiksi tuntemattomiksi funktioiksi.

VASTAUS: X = U, Y =V, U = —ax/(x2+y?)¥2, vV = —ay/(x2 +Yy?)%/2, missa u jav ovat nopeuden komponentit.

29.

Kaksi yksikon suuruista massaa on kiinteésti sidottu pisteisiin (—1,0) ja (1, 0). Néiden aiheuttamassa gravitaatio-
kentassa liikkuu kolmas massa. KirjoitaNewtonin lakien mukainen liikeyht&l 6 ja muodosta vastaava normaaliryh-
mau’ = f(t,u), missd u on nelikomponenttinen pystyvektori jat aika. Oletetaan, etté kyseessé on tasoliike.

VASTAUS:
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