3. Lineaariset differentiaaliyhtal ot

3.1. Lineaariyhtaldiden teoriaa

99.

Onko differentiaaliyhtélo y” +x(y —y’) = y+ 1 a) lineaarinen, b) homogeeninen?

VASTAUS:

100.

Olkoot funktiot f(x) ja g(x) jatkuvasti derivoituvia véilla | ja olkoon talla vélilla f(x) # 0. Ets ensimméisen
kertaluvun lineaarinen differentiaaliyhtél o, jonkayleinen ratkaisu ony = Cf (x) + g(x).

Vastaus: f(x)y — f/(x)y = f(xX)d (x) — f/(x)g(x).

101.

Olkoon y1(x) = X% jay»(X) = x|x|. Osoita, etté funktiot ovat lineaarisesti riippumattomiaja etta niiden Wronskin
determinantti on = 0. Onko mahdollista muodostaa toisen kertaluvun lineaarinen ja homogeeninen differentiaa-
liyht&l 6, jonka ratkai sujaem. funktiot ovat?

VASTAUS: Ei.

102.

Osoita, etté eksponenttifunktioja logaritmifunktio ovat differentiaaliyhté 6n
C4+X)Y"+2-x)y —(2+x)y =0
ratkaisuja. Mika on yhtél 6n yleinen ratkaisu?

VASTAUS: y = C1€8+ CyInx+Cs.

108.

Osoita, etté differentiaaliyhtdlolla

X(3+X)Y" + (12— x2)y" —3(4+x)y =0
onratkaisuinay = € jay = 1/x2. Mika on differentiaaliyhtél6n yleinen ratkaisu?
VASTAUS: y = C1€¢+ Cp /%% + Ca.

104.

Osoita, etté eksponenttifunktio ja logaritmifunktio ovat differentiaaliyhtal 6a
XY+ (2= — (2+x)y =2(1—x—x°)

vastaavan homogeeniyhtdl 6n ratkaisuja. Totea, ettd epdhomogeenisella yhtdl 6118 on ratkai suna erés toisen asteen
polynomi. Mik& on yhtal6n yleinen ratkai su?

VASTAUS:

105.

M&érita laskentaohjelmalla Besselin differentiaaliyhtalon x2y” +xy + (x2 — n?)y = 0 yleinen ratkaisu. T&ssa n
on parametri, joka voi saada minka tahansa reaaliarvon. Kokeile ensin symbolilla n, ja anna sille tdmén jékeen
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kokonaislukuarvoja ja yksinkertaisia murtolukuarvoja. Ratkaisut ovat muotoa C 1y1(x) + Coy2(x). Miten funktiot
y1 jay. suhtautuvat toisiinsa parametrin n eri arvoilla? Millaisia ominaisuuksia niilléd on? Rajoitu tarkastelemaan
arvojax > 0.

106.

Tutki, millaisiakohdassa x = 0 annettuja alkuehtojaarvoa n = 1 vastaavaan Besselin differentiaaliyhtal 66n x 2y +
xy + (X2 — 1)y = 0 voidaan liitt4a Miké on tilanne, jos ehdot annetaan kohdassax = 1?

107.

Muodosta toisen kertaluvun homogeeninen lineaarinen differentiaaliyhtal 6, jolla on yksityisratkaisuina kahdesti
derivoituvat funktiot y1(x) jay2(x), joiden Wronskin determinantti on # 0.

VASTAUS: (V1Ys — V4Y2)Y' — (Y1iYa — YiY2)Y + (V15 — YiY5)y = O.

108.

Linesarisella homogeenisella toisen kertaluvun differentiaaliyhtéldll&don yksityisratkaisuinay 1(x) = x jayz(X) =
cosx. Muodostayhtal 6 ja méérita sen ratkai suistase, jonka kuvagja sivuaa suoraay = x+ 1 origossa.

VASTAUS: (xsinx+ cosx)y’ — (xcosx)y + (cosx)y =0; y = X+ COSX.

109.

Olkoon funktio P(x) derivoituva. Tee differentiaaliyhtél6ony” + P(x)y + Q(x)y = 0 sijoitus

jasaata se muotoon u” 4 1(x)u = 0. Millainen funktio on 1(x)?
VAsTAUS: | (X) = Q(X) — %p(x)2 _ %p’(x).

110.

Olkoon funktio P(x) jatkuva. Kerro differentiaaliyhtddy” + P(x)y + Q(x)y = O funktiolla
p(X) _ efP(X) dx

ja saata tulos muotoon

Millainen funktio on q(x)?

VASTAUS: q(X) = Q(X)p(X).

111.

Olkoon y1 (x) yhtal6n

S (G ) ety =0

ei-triviaali (# 0) ratkaisu jay2(x) yhtélon

5 (P0G ) ety =0

m-Treeni versio 2.01, 15.05.2001; TKK, matematiikan laitos



nollasta eroava (# 0 Vx) ratkaisu. Todista Piconen identtisyys

2
%( %(pl)/lYZ — Pay1ys) | = (G2 — A2 + (P1— P2)Y4° + P2 ()/1 - yl)%> _

VASTAUS:

112.

Nesteeseen upotettu massa m on ripustettu pystysuoraan kierrejouseen, jonkajousivakio on k. Massa saatetaan pys-
tysuoraan vérahdydliikkeeseen antamalla sille alkupoikkeama ja alkunopeus; liséksi siihen vaikuttaa ajan mukana
muuttuva pystysuoraulkoinenvoimaF (t). Neste vastustaa liiketté nopeuteen verrannollisellavoimalla (verrannol -

lisuuskerroin = c). Johda systeemi kuvaava differentiaaliyhtal 6.

VASTAUS:

113.

Tutki edellisen tehtavéan differentiaaliyhtél 64 numeerisesti. Aseta ulkoinen voima jaksolliseksi: F(t) = Fpcosat.
Valitse yhtdl6ssé oleviksi vakioiksi esimerkikss m= 1,k =5,c= 2, Fp = 1, w= 1. Tutki systeemin kayttéytymista
gjan funktiona. Mitd mahdetaan tarkoittaa ratkaisun transientilla komponentilla ja tasapainotil aratkai sulla (steady
state solution)?

VASTAUS:

114.

Muuta edellisen tehtdvan systeemin parametreja siten, etté se kuvaa tilannetta, missé neste ei vastusta liiketta. Etsi
joko kokeellisesti tai |askemalla sellainen voiman F (1) tagjuus w, etté systeemi on resonanssissa; téll6in heilahtelun
amplitudi kasvaa rajatta. Miten systeemi kayttaytyy em. resonanssikohdan |&hel1&?

VASTAUS:

115.

Tutki, voidaanko edellisen tehtévan mukai seen rajatta kasvavaan amplitudiin (ja siissysteemin rikki rgjdhtamiseen)
joutua, jos neste vastustaa liiketta.

VASTAUS:

3.2. Homogeenisen yhtalon ratkaiseminen
116.
Yhtalolla
Y +P(X)y = (x+1)%

onratkaisunay = (x> — 1)e. M&rita P(x) jayhtalonyleinen ratkaisu. Etsi alkuehdon y(0) = 5 toteuttava yksityis-
ratkaisu.

VASTAUS: P(X) = 2/(x — 1), y = C(x+1)/(x— 1) + (x* — 1)&, C = —6.

117.

Funktioty; (x) jayz(x) ovat yhtdlony’ +a(x)y = O ratkaisuja, vastaavasti y1 (X) + € jayz(x) — 1 yhtdlony +a(x)y+
b(x) = O ratkaisuja. M &&rita se jalkimmaisen yhtél 6n ratkai su, jonka kuvaaja kulkee origon kautta.
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VASTAUS: y = 3(&—1).

118.

M &érita seuraavien yhtal6iden yleiset ratkaisut, kun eras yksityisratkaisu tai sen muoto on annettu:
a) Xy” - (X+ 3)y +y = 07 pOlynomi7
b) x2(Inx— 1)y’ —xy +y=0, polynomi,
0) (@ —2x—1)y'—2(x—1)y +2y=0, polynomi,
d) y’ + (tanx— 2cotx)y + 2(cot?x)y = 0, sinx,
o)y +2(1—tan’x)y=0, cos’x,
f) (x—2)y" — (4x—T7)Y + (4x—6)y =0, €&*.
VASTAUS: @) Y = C1(X+ 3) + Coe¥(x? — 4x+6); b) y=Cix+Cplnx;

Qy=Ci(®+1)+Co(x*+x); d)y=Cisinx+Cpsin’x;
) y = C1 cog x+ Co(tanx+sin2x); )y = eX[Cy +Co(x% — 4x)].

119.

Mik& yksinkertainen akeisfunktio on differentiaaliyhtdlon y” + P(X)y + Q(x)y = O ratkaisuna, jos 1+ P(x) +
Q(x) = 0? Ratkaise tdmén nojalla yhtél 6t

a) (x—1)y' —xy +y=0,
b) (2x—X2)y"+ (¢ —2)y + (2— 2x)y = O,

’_ 1 1\, _
oy 2(1+x+2x)>/+<1+2x+x)yo.
VASTAUS: @)y = C1&8+Cox;  b)y=C168+Cox?;  ©) y = &(Cy +Co€®).

120.

Etsi jollakinsymbolisellachjelmallaAiryn differentiaaliyhtalony ” — xy = 0 yleinen ratkaisu. Etsi yksityisratkaisut,
kun alkuehtona on a) y(0) = 0, y'(0) = 1, b) y(0) = 1, ¥'(0) = 0. Piirra ratkaisujen kuvaajat samaan kuvioon.
Tarkastele erityisesti negatiivisia muuttujan arvoja. Miten ratkai sufunktioiden nollakohdat néyttévét suhtautuvan
toisiinsa?

VASTAUS:

3.3. Taydellisen yhtal6n ratkaiseminen

121.

Ratkaise yhtal 6t

Ay +2xy=2€, b)(1+x)y -2y =(1+x)% ¢)ysinx—y=1—cosx.

VASTAUS: @)y = (@ +C)e™; b)y=(Xx+C)(1+x2); ¢)y= (x+C)tan(x/2).
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122.

Ratkaise seuraavat alkuarvoprobleemat:

a)xy'+2y:X3, y(l) =1,
b) y +ycosx = sinxcosx, y(0) = 1,

)Y +[x—[x|ly=x y(0) =0.

VASTAUS: @)y = £(4/X2+x%); b)y=2e ™4 dnx—1;
Qy= %(@2,1)’ kunx <0,y = 3x% kunx > 0.

123.

Ratkaise alkuarvoprobleema
y +ycotx = %, y(3)=1
Piirraratkai sukayra.

VASTAUS:

124,

Mé&arita se kaikillamuuttujan x arvoillajatkuva funktio y(x), joka toteuttaa integraaliyhtélon

X
2/ ty(t) dt = X% 4 y(x).
0
VASTAUS: y = 1-e°.

125.

Funktio q(x) olkoon kaikilla arvoilla x jatkuva ja toteuttakoon epayhtalén g(x) < x 2. Olkoon y(x) yhtélén y’ +
3x%y = q(x) ratkaisu, joka toteuttaa alkuehdon y(0) = 0. Mita arvojay(—1) voi saada?

Vastaus: y(—1) > (1-e)/3.

126.

Etsi ne kéyrét, joillax-akselin, kéyran pisteeseen osoittavan paikkavektorin ja tdhén pisteeseen asetetun tangentin
muodostaman kolmion ala on = a (vakio).

VASTAUS: X=Cy =+ 3

127.

Differentiaaliyhtél6llay” +y = 0 on yksityisratkaisuinasinx jacosx. Etsi yleisellavakioiden varioinnilladifferen-
tiaaliyhtél 6iden

ay'+y=tanx, b) y’ +y = 2xsinx

yleiset ratkaisut.

VASTAUS: @) y = Cysinx+Czcosx — (cosx) Inftan(3 + 7)|;
b) y = Cysinx+ Co CosX + 3 (xsinx — x2 cosx).
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128.
Ratkaise alkuarvoprobleemay’ +x(y —y’) =y+1, y(0) =y (0) = 0.

VASTAUS: y =€ —x— 1.

129.

Ets differentiaaliyhtélony” +y tanx = xtanx yleinen ratkaisu.

VASTAUS: y = Cy sinx+Cp + 3x° — In| cosx| — (sinx) In| tan(% + )|

130.

Ets differentiaaliyhtdon (x— 1)y” —xy +y = x— 1 yleinen ratkaisu.
VASTAUS: y = C1&¥ 4+ Cox+ € e */(x—1)dx—xIn|x—1] — 1.

131.

Totea, etta differentiaaliyhtal 6& (x+ 1)y —xy —y = (x+ 1)? vastaavan homogeeniyht&l6n lineaarisesti riippumat-
tomiksi ratkaisuiks kel paavat

X e*t
yi) =€, ya(x) =€ /0 S

Etsi em. epdhomogeenisen differentiaaliyhtél 6nyleinen ratkai su jaakuehdon y(0) = y’(0) = O toteuttavayksityis-
ratkaisu.

VASTAUS: y = C1&¢+Coe* [fe!/(t+ 1) dt — 2(x2 + 4x+5);
y=§(56— € f§'e!/(t+1)dt—x2 — 4x—5, misstix > —1.

132.

Olkoon h(x) lineaarista vakiokertoimista differentiaaliyhtdl6ay” + py + gy = R(x) vastaavan homogeeniyhtéon
ratkaisu, joka toteuttaa alkuehdot h(0) = 0, h’(0) = 1. Osoita, etta

y(x) = /Oxh(xft)R(t)dt

on epghomogeenisen yhtal 6n yksityisratkaisy, jolley(0) = y’(0) = 0. Ratkaise talla menettelyll & alkuarvoproblee-
may’ +y = tanx, y(0) =y (0) =0.
VASTAUS:

133.

Bernoulli’ n differentiaaliyhtéld on muotoa y’ = A(x)y + B(X)y*. Se voidaan palauttaa lineaariseksi ensimméisen
kertaluvun yhtél6ksi sijoituksellaz = y1~K. Ratkaise téll& tavoin seuraavat Bernoulli’ nyhtalét:

a) xy +y=x?, b) Y +y = y?(cosx— sinx),

O3 +y=(1-20" Y+ =408 0T

VASTAUS: @) y = 1/(Cx—3x3);  b)y=1/(Ce*—sinx);
Qy=1/JCe¥—2x—1; d)y= (x*+C)*(x—1)>2
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134.

Riccati’ n differentiaaliyhtald on muotoay’ = A(x) + B(x)y + C(x)y?. Jos sen yksityisratkaisu yo(x) tunnetaan, se
voidaan palauttaa Bernoulli'n yhtéloksi sijoituksellay = yo+ z Ratkaise téll&a tavoin seuraavat Riccati’ n yhtél6t,
joiden yksityisratkai sun muoto tunnetaan:

Ay =1+x+X — (2X+1)y+Vy?, Yo(x) =ax+h,
b)Y =y? —x%y— (x—1)2, yo(X) = +bx+c,
9%y +(y—22 =0, yo() =~

VASTAUS: @) y = (Cxe* —x—1)/(Ce*—1);
b)y= X2+1—e%X3+2X/ <C+f6<e%t3+2t dt);
)y = (C+43)/(Cx+x*).

3.4. Vakiokertoimiset yhtalot

135.

Etsi seuraavien yhtél6iden yleiset ratkai sut:

ay —y=coshx, b))y -—y=e& —sdnx

VASTAUS: @) y = Ce — &%+ Ix€"; D) y=Ce*+xe*+ 3(sinx+ cosx).

136.

Ratkai se alkuarvoprobleemat

AY+2y=x"—x y(1) =1, b)y+3y=x+1y(1) =2
¢) Yy +y=sinhx, y(0) = 0.

VASTAUS: @)y = Ee 24 1332 1x_ L

by=4Ce > L3 L 2 1

€) y = 3(sinhx—xe ™).

137.

Osoita, etta silla yhtadlon y’ = x+ |y| ratkaisulla, joka toteuttaa alkuehdon y(—2) = 1, on minimi y(In2—1) =
In2—1.

VASTAUS:

138.

Méérita yhtdlon y’ = |y — x| yleinen ratkaisu. Piirré suuntakentté ja ratkaisukéyria. M&arita y(1), kun y toteuttaa
akuehdona) y(—1) = — 3, b) y(-1) = 3.

VASTAUS: Alueessay > x+ 1 ratkaisuony = Ce +x+ 1, missaC > 0;
dueessax—1<y<x+lony=—€/C+x+1, josx<InC,jay=Ce *+x—1,josx>InC;tassaonC > 0;
aueessay <x—1ony=Ce *+x—1, missaC <0

ay(l) =2/¢; b)yl)=€/2+2
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139.

Olkoona # 0. Yhtadlony’ + ay = Asinux ratkaisuistavain yksi on jaksollinen. M&érita tdmén amplitudi.

VASTAUS: |A|/vVa2+ 2.

140.

Etsi seuraavien yhtél6iden yleiset ratkai sut:
QY +4y +8y=3-2 b)Y -y-2y=4 oy -7 +6y=snx
d) y’' 44y =sin3x, ey +2y +5y=e*, f)y' —2y +y=e+cosx

QY +4y +dy=etdnx, h)y'—4y=xe, i)y’ — 6y +9y=e>/x"

VASTAUS: @) y = & 2(CySinx+C2C08X) + 3x— 22;  b)y = Cre* +Coe™* —2x+ 1;
C) y = C16™+ Co€ + Z sinx+ 4 cosx;  d) y =Cysin2x+CpC082Xx — £ sin3x;

e) y=eX(Cysin2x+Cycos2x+ 1);  f)y=€(C1+Cox+ 2x%) — 1sinx;

) Y = € X(C1+Cox+ 3X%) + = SINX— & COSX;

h)y = €X(Cr— &x+ 3x%) +Coe7%; i) y=€e*(Cy+Cox—In|X)).

141.

Ratkai se alkuarvotehtava:
y'—2y +y=sinx, y(0)=y(0)=1

VASTAUS: y = 1 cosx+ 2e<+ 1xe.

142.

Ratkaise seuraavat alku- tai reuna-arvoprobleemat:

)y’ —4y +5y=sinx, y(0)=0,y(0)=-1,
b)Y’ -3y +x-1=0, y(0)=1,y(0)=0,
oy -5y +6y=¢€, y0) =y)=0.

VASTAUS: @) y = §[—€%(7sinX+ cosX) + sinx+ cosx];
b) y = g5 (7€ + 93 + 9x2 — 21x + 74);
0)y=3(ge¥ — L +e).

143.
Ratkaise alkuarvoprobleemay”’ + 5y + 6y = x, y(0) = 1, Y (0) = 0.

VASTAUS:

144,

Ratkaise alkuarvoprobleema

y'+y=2snx, y(5)=1 Y(3)

I
N

VASTAUS:
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145.

Ratkaise kaikillaa,be R

Ay +ay =€, by -ad&y=& = oy +ay=¢
d)y'+aly=snbx, @y +aly=xsnbx, f)y'+2y+(1+a’)y=e>.

VASTAUS: @) Josa# 0, b#0, a# —b, niiny =Cie®+C,+ b(‘H,C,)eb’"
josa#0,b=—a niiny=Cie *+Cy— e %,
josa#0,b=0, niiny=Cie*+Cy+ %;
josa=0,b+#0, niiny = C1X+Cz+b2ebx
josa=0,b=0, niiny =Cix+Cz+ 5

b) josa+ 0, b? # a2, niiny—cle"ﬂ'uc:zeﬂ'ﬂ'ubzla2
josa#0,b=a,niiny =C1&™ +Coe ™+ L&
josa=#0,b= —a, niiny = C;e® + Coe™* Z—Qe*ax;
josa=0,b+# 0, niiny =Cyx+Cp + 5€™;

josa=0,b=0,niiny =Cyx+Cp+ 3%

c)josa# 0, niiny = C;sinax+ Cy cosax+ 2 ebx

josa=0,b+#0, niiny = C1X+Cz+b2ebx

josa=0,b=0, niiny = Clx+Cz+2x,

d) josa# 0, b? # &% niiny = Cy sinax+CzC0sax+ -+ sinbx;

josa# 0,b=a, niiny =Cjsinax+ Cp cosax — 261cosax

josa#0,b= —a, niiny = Cysinax+ C;cosax + 5 cosax;

josa=0, b+ 0, niiny =Cyx+Cp — g sinbx;

josa=0,b=0, niiny =Cix+Cy;

e) josa# 0, b? # a2, niiny = C;sinax+ C, cosax + ﬁsinbxfﬁcosbx;

josa#0,b=a, niiny:ClsinaerCzcosaxf%cosaxntﬁsinax;
. .. . 2 .
josa# 0, b= —a, niiny = Cy sinax+-C; cosax + % cosax — ﬁsmax;
josa=0,b#0, niiny=Cix+Cy — —smbx Bgcosbx

josa=0,b=0, niiny =Cix+Cy;

f)josa# 0, niiny = e *(Cysinax+ C, cosax) + Webx;

josa=0,b# —1,niiny =e*(C1x+Cp) + b+1 s

josa=0,b=—1,niiny=e X(Cix+Co+ 2x2)

146.

Sovella yleista vakioiden variointia yhtalén y” + ay’ + by = R(x) yksityisratkaisun etsimiseen, kun a? — 4b on
a>0b)=0,c)<0.

VASTAUS:

147.

Ratkaise differentiaaliyhtal 6 y” + w’y = Asinwx 4 Bcoswx.

VASTAUS: y = ClSII"I(A)X+C2008(A)X+ xsmwx wacosoox

148.

Pidet&4n tunnettuna, ettd homogeeniyhtalén y” + w?y = O ratkaisut ovat y1(X) = sinwx, y2(X) = cosux. Sovella
vakioiden variointiayhtalon y” + w?y = Asinwx + B coswx yksityisratkaisun etsimiseen.

VASTAUS:
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149.

Laske yhtdony’ +ay' + by = 0 perusratkaisujen Wronskin determinantti vakioiden a, b kaikillaarvoilla.

VASTAUS; W = Ce &,

150.

M&érita ne reaaliset parametrin a arvot, joillayhtdl6illa

y'4+2ay —4y=0 ja y' -2y +ay=0

VASTAUS: Kolmeratkaisua: a= 0, y = C1e* +Coe %, y = ¥ 4 Cy;
a— %(3\/ﬁ —5),y= Cle%(\/ﬁu)er Czef(\/ﬁfl)x’ y= Cle% (VIT+1)x 4 Cze%(ﬁ VI7)x.
a=-1(3V17+5),y=Cie” FVIT-Dx | Coel VITHIX y — G e 3 (VIT-1x | Coeh (T+VIT)x,

151.

Ratkaise yhtél 6
)/"—2)/'—)/+2y: e4x'

VASTAUS: y = &%+ C1* 4 Coe™ + C3e*.

152.

Ratkaise differentiaaliyhtal o:
y" —3y'+7y —5y =€

VASTAUS: y = 3X€* 4 C16* 4 Co€* sin2x+ C3€* cos2X.

153.

Ratkaise differentiaaliyhtal ot
Ay +2y"+y =0, by +3y® 43y +y¥ =0,
QY +3y' —2y=sinx, d)y®+3y"+3y" +y =2 —2x

VASTAUS: 8) Y = C; + Cosinx+ C3 cosx + Cqxsinx + CsXCOSX;
b) y = C1 + CoX+ C3X? + Cax® + € *(Cs + Cex+ Crx?);

C) y = Cre X + Coel V31X 4 Cae(V3+1x _ 2 SINX+ 25 COSX;
d) y = Cy +€7%(Co +Cax+Cax?) + &2 — x2 4 6x.

154.

Ratkai se differentiaaliyhtél

)//// o 4)/// + 12)// 4 43/ —13y= 9% +52x—3.

VASTAUS: y = C; €&+ Coe* + €®(C3Sin3x + C4 COS3X) + 1€ — 4x — 1.
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155.
Ratkaise differentiaaliyhtaloy"” + 3y + 3y’ +y = 2e~2— 2x,

VASTAUS: y = Cie ¥ 4 Coxe X 4 Cax2e X 4 Cq 4 €2 — X2 + 6x.

156.

Ratkai se alkuarvoprobleemat
a)y" -5y +17y —13y=0, y(0)=Y
b) y,” - ky, = Oa y(o) = Oa y,(o) = 17 y,/(o) = 27
Oy -y -y +y=€, y(0)=Y(0)=y'(0)=0.
VASTAUS: @) y = €
b) josk > 0, niiny = 2 cosh(v/kx) + ﬁsinh(\/_kx) -2
josk=0, niiny = x2+x;
josk < 0, niiny = £ cosh(v/—kx) + A sinh(v/—kx) — £;
C)y=1eX— 2e(1+2x) — e %

157.
Ratkaise alkuarvoprobleemay” — 2y” —y 4 2y = 2x? — 6x+4, y(0) = 5,y (0) = -5, y'(0) = 1.

VASTAUS:

158.
Etsi kaikki differentiaaliyhtalony” +y" + 2y + 2y = 0 jaksolliset ratkaisu.

VASTAUS:

159.

Ratkaise kaikillaarvoillaa € R differentiaaliyhtél 6t

Ay +aly=>, by’ —(a+2)y +(2a+1)y —ay=x+1

VASTAUS: @) Josa # 0, niin ~

y = e/V2(Cy sin(ax//2) + Cocos(ax/v/'2)) + e ¥/ V2(Czsin(ax/v/2) +C4cos(ax/v/2) );
josa= 0, niiny = Cy + Cox+ Cax? + Cax® + 555%5;

b) josa 0,a+# 1, niiny = €*(Cy + Cpx) +Cge™ — X — 341,

josa= 0, niiny = €X(Cy +Cpx) + Cz + $X2 + 3x;

josa= 1, niiny = e(Cy 4+ Cox+ Cax?) —x— 4.

160.

Muunna Eulerin differentiaaliyhtél 6
Xy’ +axy +by =0

sijoituksellat = In|x| vakiokertoimiseksi lineaariyhtaloksi. Sovellatul ostayhtdl 66n
Xy %y +y=0,

ratkai se saatu vakiokertoiminen yhtal 6 ja muodosta témén avulla alkuperéisen yhtél6n yleinen ratkaisu.
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VASTAUS:

161.

Ratkaise differentiaaliyhtal o x2y’ 4 3xy’ +y = 0 kokeilemallamuotoay = X' olevaa yritetta.

VASTAUS:

162.

Etsi differentiaaliyhtal 6nx2y” +5xy +y = Oyleinen ratkaisu muotoay = x' olevaayritettakéyttéen. Etsi alkuehtoa
y(1) =1, y (1) = 2 vastaava yksityisratkaisu.

VASTAUS:

163.

Ratkaise differentiaaliyhtald x2y” — 2xy + 2y = x2sinx yritteelldy = X' seka yleisella vakioiden varioinnilla. Kir-
joitayhtal 6t, joista saadaan integroimisvakioiden arvot, kun alkuehtonaon y(m) = 1, y’(m) = 0.

VASTAUS:

164.
Etsi yleinen ratkaisu differentiaaliyhtél 6llex?y’ +-xy —y = 4.

VASTAUS:

165.

Etsi seuraavien differentiaaliyhtél 6iden yleiset ratkaisut:
Xy —xy +y=0, b)x%y' —9xy+2ly=0, )Xy —2xy +2y=x,
AR +x/ —y =2, &y +x/ +y=>3—2x f)xz)/’—4x3/+6y:)—1(_

VASTAUS: @ y = (C1+Caln|x|)x; b) y = C1x® +Cox’; c)y:Clx+sz27xln\x|;
d)y=Cix+Co/x+1x% € y=Caisinin|x +Czcosin|x| + 433 —x ) y=Cpx+Cox® +1/(12x).

166.

Ratkaise kaikillap, g € R differentiaaliyhtalo
X2y + (2p+1)xy +qy = 0.

VASTAUS: Josq < p, niiny = Cyx PHVP*=a 4 Cox P-VP-a;
josq= p?, niiny = x P(Cy 4 CzInx);

josq> p?, niiny = x P(Cysin(/q— p2Inx) +Cycos(1/q— p2Inx)).

167.

Ratkaise differentiaaliyhtalét
a) (X+ 1%y + (x+ 1)y +y =32, b) (3x+2)%Y +7(3x+2)y +63x— 18 =0.

VASTAUS: @) y = Cisinin|x+1| +Cacosin|x+1| + £ (x+1)2 — x;
b) y = C1 4 Ca(3x+2)~43 — 3x+ 5In|3x +2|.
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168.

Ratkaise alkuarvoprobleema
Xy —y=0, y1)=1y(1)=2y'(1)=3

VASTAUS: y = [1+Inx+ (Inx)?]x.

169.
Ratkaise kaikillaarvoillaa e R differentiaaliyhtal 6 x3y" + 2ax?y’ — 4a(xy’ —y) = 0.

VASTAUS: Josa # —1,a# —3, niiny = Cix+ Cox? + Cax~22;
josa= —1, niiny = C;x+ Cox? 4+ C3x%In|x
josa= —1, niiny = Cyx+CoxIn|x| + Cax2.

1/0.

Ratkai se seuraava differentiaaliyhtél 6 valitsemalla apumuuttujaksi y’ /x:
X2y 202 = X)Y' 4+ (3 —2x+2)y = <.

VASTAUS: Y = € X[C1x% + Ca(X+ 1)] + 3X° + Ca.

171.

Etsi integro-differentiaaliyhtal 6n

0
xzy(x)+2/ y(t)dt =0

kaikki ratkaisut johtamallaensin differentiaaliyhté ¢ funktiolley.

VASTAUS: y = Cx.

172.
Sahkoisen RL-piirin differentiaaliyhtélé on

dl
LE +RI =E(t),
missd tuntematin funktio | (t) esitté virtag, L ja R (induktanssi ja vastus) ovat piirille karakteristisia vakioita ja
E(t) on piiriin sytetty jannite. Ratkaise differentiaaliyhtél 6 tapauksissaa) E(t) = Eo = vakio, b) E(t) = Epsinwt.
Millainen fysikaalinen tulkinta ratkai sull e voidaan antaa?

VASTAUS: &) | = Ey/R+Ce R/L;

b) | = m(Rsinwt — Lwcosat) +Ce R/L,
Olkoot R, L, E ja w positiivisiavakioita, | (t) tuntematon funktio. Etsi differentiaaliyhtélolle
LdI + Rl =Esnut
dt B

jaksollinen ratkaisu. Mik& on téta ratkai sua vastaava alkuehto origossa? Mika on jakson pituus?
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VASTAUS:

174.

Pitkin x-akselia liikkuvan massapisteen yhtél 6 olkoon

d?x

mW:ka

)

missa muuttujat on aika, massa m ja k positiivisia vakioita. Maérita x(t) alkuehdolla x(0) = R, x'(0) = 0. Mi-
ten pitkdn ajan kuluttua massapiste palaa lahtokohtaansa, jos R = 6.36- 106 m ja x’(0) = —9.8 m/s?? Mika on
probleeman fysikaalinen sisalt6?

VAsTAUS: X(t) = Rcos(y/k/nt); gan 21, /R/g =~ 84.4 min kuluttua

175.

Ratkaise yhtdo x” () +ax (t) +g =0, missda jag ovat positiivisiavakioita. Sovellaakuehtoax(0) =0, x’(0) = vg
jamaérita se muuttujant arvo, jollax’(t) = 0. Mik& on probleeman fysikaalinen sisdlt6?

VASTAUS: X(t) = ®09(1—e ) - 3t, t= %In—“"%*g.
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