6. Differentiaaliyhtaloiden approksimatiivisesta ratkaisemisesta

6.1. Sarjaratkaisut

201.

Ratkaise origokeskisen potenssisarjan avulla differentiaaliyhtéld
(14+X2)y —2xy = (14+33)%

VASTAUS: ¥ = a(1+X?) +x+X°.

202.

Etsi differentiaaliyhtalory” — 2y +y = 0 yleinen ratkaisu origokeskisen potenssisarjan muodossa. Ratkaise diffe-
rentiaaliyhtalé myds alkeisfunktioiden avulla. Muodosta ratkaisufunktion Maclaurinin sarja. Onko tamé sama kuin
edella saatu sarjaratkaisu?

VASTAUS:

203.

Etsi potenssisarjamuodossa ratkaisu alkuarvoprobleegialie?xy + 2y = 0, y(0) = 1,y (0) = 0. Maé&rita sarjan
suppenemissade. Lausu ratkaisu myos alkeisfunktioiden avulla.

VASTAUS:

204.

Etsi differentiaaliyhtalory” = y yleinen ratkaisu origokeskisten potenssisarjojen avulla.

VASTAUS:

205.

Etsi origokeskinen sarjaratkaisu Airyn differentiaaliyhtalgiie— xy = 0.
VASTAUS: y = Cry1 +Coyo, Misséyr = 1+ X3+ 15XC +. .., Yo = X+ 5X* + =5,X + ... .; suppenemissade= co.

Etsi origokeskinen sarjaratkaisu differentiaaliyhtélolle
(1—x2)y' —2xy +6y = 0.
Totea, ettd yhtal6lla on yksityisratkaisuna polynomi.

VASTAUS:

207.

Etsi alkuarvoprobleemallg’ = x% — y?, y(0) = % potenssisarjaratkaisu. Tutki sarjan suppenemissadetta numeeri-
sesti ja piirrd saadun sarjaratkaisun kuvaaja.

VASTAUS:

208.

Maaritd edellisen tehtavén potenssisarja, kun alkuehtonay(@g)- 0, b)y(0) = 1. Piirra laskemasi osasumman
kuvaaja. Ratkaise sama alkuarvoprobleema my@s numeerisesti ja piirrd saadun numeerisen ratkaisun kuvaaja.
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VASTAUS:

2009.

Laske approksimaatioita edellisen tehtévan alkuehtoja vastaavien potenssisarjojen suppenemissateille. Riippuuko
suppenemissade alkuehdosta? Voidaanko suppenemisséde jotenkin paatella edellisen tehtédvan kuvaajista?

VASTAUS:

6.2. Numeerisesta r atkaisemisesta

210.

Ratkaise numeerisesti Eulerin menetelmalla alkuarvoprobleeryfa=ay, y(0) = 1, b)y = —y, y(0) = 1. Valitse
askelpituudeksh = 0.2 ja tarkasteluvaliksjo, 5|. Vertaa tulosta tarkkaan ratkaisuun. Milla tavalla a- ja b-kohta
ovat tarkkuuden suhteen erilaisia?

VASTAUS:

211.

Ratkaise numeerisesti Eulerin menetelmalla alkuarvoproblgém®xy + 1, y(0) = 1. Valitse a)h = 0.1, b)h =
0.01. Piirr& ratkaisukayrat valill, 1]. Muodosta myds yhtalon tarkka ratkaisu.

VASTAUS:

212.

Ratkaise numeerisesti Eulerin menetelmalla alkuarvoproblgémdy — 1|, y(0) = 0. Laskey(3). Kayta eri askel-
pituuksia. Muodosta myds yhtalon tarkka ratkaisu.

VASTAUS:

213.

Ratkaise alkuarvoprobleemya=y, y(0) = 1 numeerisesti valill40, 5] a) Eulerin menetelmélld, b) Runge — Kutta
-algoritmilla. Valitse askelpituudekhi= 0.1. Piirra tarkan ratkaisun ja numeeristen ratkaisujen kuvaajat.

VASTAUS:

214.

Kirjoita differentiaaliyhtalody” + xy +y = 0 vastaava ensimmaisen kertaluvun normaaliryhméa. Muodosta tman
perusteella Eulerin menetelman mukaiset numeeriset ratkaisukaavat, kun alkuehgi@)owat, y'(0) = 2.

VASTAUS. Y =2, Z = —xz—;,
Yo=1,20=2,¥n11 = Yn+hzZn, Zn11 = 24 +h(—nhz, —yn).

215.

Differentiaaliyhtélo

dp 2
o —ap—Pp

esittda erasta populaatiomallia; tagsén populaation koko ja, 3 > 0 ovat vakioita. Olkoora = 3 = 10 ja

po = 0.1. Muodosta Eulerin menetelmén mukainen iteraatiokaava differentiaaliyhtalon numeerista ratkaisemista
varten. Ratkaise yhtalo kayttden askelpituuksia0.18, h= 0.23 h = 0.25, h = 0.30. Havainto?
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VASTAUS:

216.

Tutki alkuarvoprobleemay’ = 2xy, y(0) = 1 numeerista ratkaisemista Eulerin menetelmalla. Ly$kekaytta-
malla askelpituuksin=1,h=0.5jah=0.1.

VASTAUS:

217.

Ratkaise alkuarvoprobleema

X=y-z
y=z-2x x(0) =1, y(0) = 2, z(0) = 3
Z=2x—-y

numeerisesti. Piirrd saatujen ratkaisukayrien kuvaajat.

VASTAUS:

218.

Piirra alkuarvotehtavay = (14 x)y+1— 3x+x2, y(0) = 0.06 ratkaisukayrat kayttaen seka Eulerin ettd Rungen—
Kuttan menetelmia. Kéyté askelpituutta= 0.04. Ohjelmoi menetelméat itse. Havaintoja?

219.

Mé&éritay(1.5) ja piirra funktiony = y(x) kuvaaja valilla[0,1.5], kun funktioy on alkuarvotehtavag’ =y —
cosx, y(0) = 1 ratkaisu. Kaytd Rungen—Kuttan menetelmaa ja askelpithutt®.1. Onko yhtalo ratkaistavissa
alkeisfunktioiden avulla? Voiko sen ratkaista symbolisesti laskentaohjelmalla?

VASTAUS: 3.03.

220.

Piirra Rungen—Kuttan menetelmalléa alkuarvoprobleegiaax — y?, y(0) = 0 ratkaisu valillax € [0,300. Kayta
askelpituutta 0.1. Havaintosi? Puolita askelpituus ja piirrd kuvaaja uudelleen. Enté jos talla puolitetulla askelpituu-
della piirrettaisiinkin ratkaisu valill& € [0,1000? Mik& voisi olla selityksené havaituille ilmidille?

221.

Tutki laskentaohjelma avulla differentiaaliyhtain= x2 —y? yleista ratkaisua. Pyri erityisesti selvittamaan, miten
kayttaytyvat ne yksittaisratkaisut, jotka toteuttavat alkuehdgt@)= 0, b) y(0) = 1. Tarkastele sek& symbolista
(algebrallista) ettéd numeerista ratkaisemista.

222.

Tutki alkuarvoprobleemayl = x —y?, y(0) = 0 numeerista ratkaisua Eulerin menetelmalla valol200 ja Run-
gen — Kuttan menetelmalla valil[8, 500. Kaytd kummassakin tapauksessa kiinte&é askelpituuat@ 1. Osaat-
ko selittdd syntyvan ilmion?

223.

Tutki alkuarvoprobleemay = x —y?, y(0) = a ratkaisuja kokeellisesti antamalla vakicierilaisia arvoja ja rat-
kaisemalla yhtal6 numeerisesti laskentaohjelmalla. M&éaritd kolmen desimaalin tarkkuudella sellainen arvo, jonka
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eri puolilla ratkaisut kayttaytyvét oleellisesti eri tavoin. Tutki, onko olemassa ratkaisua, joka jaa eri tavoin kayttay-
tyvien ratkaisujen véliin. Loydatko tarkan arvon vakmfriittiselle arvolle?

224,

Tutkitaan differentiaaliyhtalég’ = x — y? ratkaisua alkuehdoillg(0) = 3, y(0) = 1, y(0) = 0, y(0) = —0.7 ja

y(0) = —0.75. Piirrd ndma alkuehdot toteuttavien ratkaisukayrien kuvaajat samaan kuvaanc|il®)|. Sopiva
y-akselin vali on—3, 3]. Havaintosi? Mité téllainen tilanne voisi tarkoittaa, jos kokeellisesti (jossain mittauksessa)
olisi saatu alkuarvg(0) = —0.75?

6.3. Approksimointi funktioilla

225.

Etsi approksimaatio alkuarvoprobleemgn= xy, y(0) = 1 ratkaisulle Picardin — Lindel&fin menettelylla. Valitse
aloitusfunktioksi vakiofunktiyo(x) = 1. Vertaa tulosta tarkan ratkaisun Maclaurinin polynomiin.

VASTAUS:

226.

Tarkastellaan alkuarvoprobleemga= f(x,y) = 2x+ 5y, y(0) = 0. Osoita, ettd funktiof tayttdad tasaisen
Lipschitzin ehdon. Laske probleeman ratkaisulle Picardin — Lindel6fin menetelman mukaiset approksimaatiot
yk(X), k=1,2 3,4, kun valitaarnyo(x) = 0.

VASTAUS: y1(x) =X, y2(x) =X+ 35, y3(x) =3 + 533 + B,
ya(x) =X+ 33+ 8B+ B,

2217.

Laske Picardin — Lindel6fin menettelylla approksimoivia polynomeja alkuarvoprobleghran® — y?, y(0) = 1
ratkaisulle.

VASTAUS: Yo(X) = 1,y1(X) = 1— X+ 233, yo(X) = 1 —x+3° — x* + 2x° — &X', etc.

228.

Alkuarvoprobleemay’ = f(x,y), y(X) = Yo ratkaisua voidaan approksimoida funktiojonolla, joka muodostetaan
rekursiolla

X
Yo(X) = yo = vakio;yn+1(X) = Yo +/ f(x,yn(X))dx, n=0,1,23,....
Xo
Approksimoi télla tavoin alkuarvoprobleematfi+ xy = 0, y(0) = 0, ¥ (0) = 1 ratkaisua. Differentiaaliyhtalo on
ensin kirjoitettava normaaliryhman muotodn = F(x,Y), missdY ja F ovat vektoriarvoisia funktioita. Laske

funktiojonon alkupdan termejé ja vertaa niiden antamaa approksimaatiota alkuarvoprobleeman tarkkaan ratkaisuun
(joka on lausuttavissa Airyn funktioiden avulla).
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