3. Funktion raja-arvo ja jatkuvuus

3.1. Reaali- ja kompleksifunktiot

43.

Olkoon f monotoninen ja rajoitettu vélillda, b[. Todista, etta raja-arvot lign.a; f(X) ja limy_p_ f(X) ovat ole-
massa. Todista myos, etté lim._ f(x) ja limy_c. f(X) ovat olemassa, kune |a, b.

VASTAUS:

44.

Todista monotonisuuden maaritelmaan nojautuen, ettd seuraavat funktiot ovat monotonisia mainitulla valilla:
a)x®+3x—3, xeR, b)¥2 xe]l 0.

VASTAUS:

45.

Olkoot f ja g kasvavia valilldl. Todista, ettéf + g on kasvava valilld.

VASTAUS:

46.

Olkoot f ja g kasvavia valilldl . Todista, ettd(x) = max{ f (x),g(x)} on kasvava valill4.

VASTAUS:

47.

Olkoon f aidosti kasvava joukosd&, = {x € R | x > 0} ja limy_o+ f(x) = 0. Todistax >0 = f(x) > 0.
VASTAUS:!

48.

Osoita, etté jos funktiof ja g ovat parillisia, niin mydsf + g ja fg ovat parillisia. Osoita edelleen, etté jbga g
ovat parittomia, niinf 4+ g on pariton jafg parillinen.

VASTAUS:

49.

Funktio f olkoon mé&aritelty reaaliakselin valilla- a, a[. Todista, ettdf voidaan kirjoittaa muotoor = f1 + fo,
misséf, on parillinen jaf, pariton funktio.

VAsTAUS: f(X) = 3[f(x)+ f(—x)]+ 3[F(X) — F(—X)].

50.

OlkoonL reaalimuuttujan funktiorf jakso. Mité& muita jaksoja funktiolla on?

VASTAUS:

51.

Olkoon f1(x) = x+ 1, fa(x) = x— 2, f3(x) = 2x+ 3, f4(X) = x>+ x. Muodosta seuraavat yhdistetyt funktiot:
a) fa(fa(f2(x)),  b) fa(fa(fa(x))),  ©) fa(f(f2(:%))).
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VASTAUS: @) &2 —2x;  b) 2% +2x+1; ¢)x8+5°+6.

52.

Olkoon f (x) = ax? + bx+c. Maaritaa, b ja c siten, ettdf (x+2) = f(x) + 2 kaikillax € R.

VASTAUS: a=0,b=1 ceR.

53.

Piirré seuraavien funktioiden kuvaajat:

a)f(X)=1+x—|x, b)f(x)=|x+1|+|x=1]—=2x], c¢)f(x)=2—-1—»%

VASTAUS:

3.2. Funktion raja-arvo

4.

Todista suoraan raja-arvon maaritelmaan nojautuen, eta lgn® = 100.

VASTAUS:

55.

Todista suoraan raja-arvon maaritelméan perustuen, eftddig’x = /a (a > 0), ts. etsi annettua lukigvastaava
0.

VASTAUS:

56.

Todista, etté lim_, f (X) = A, jos ja vain jos lim_4[f (X) — A] = 0.

VASTAUS:

S7.

Olkoon f(x) < g(x) < h(x) pisteena aidossa ymparistdssa seka liséksiylim f (x) = limy_ah(X) = A. Todista,
etta lima9(x) = A.

VASTAUS:

58.

Olkoon limy_,5 f(x) = O ja olkoong(x) rajoitettu erddsséa pistearymparistossa. Todista:
lim (f(x)g(x)) = 0.
VASTAUS:

59.

Olkoon limy_,5 f(x) = A# 0 ja alk66n lim_.5g(x) olko olemassa. Todista, etta km,( f (X)g(x)) ei ole olemassa.
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VASTAUS:

60.

Mé&aritd seuraavat raja-arvot:

a) i | % b) lim 1 3
M- 3X+2° x~1\1—-x 1—x3)’
_ 2_ /1=
o fim 2—X | d) lim V142x+32—/1—x

X—2 29—2X— X—»O X

)lim VX8 -3  lim 64+ 2X—V6+Xx2

><H9,/13Jr —4 x—0 /2 +3x—/2—x3
VAsTAUS:@)-8; b)-1; ¢)5 d)3; e)8 f2V3.
61.
Maarittele tasmallisesti

a) Xﬂmw f(x) =A, b) XE}mmf(x) =00 C) )I(|_rgf(x) = —oo,
d) xllm f(X) = —oo, e)xl|m f(X) = oo.
VASTAUS:
Etsi jokaista positiivilukua& kohti jokin luku M siten, etta
X>M = ﬁ <
xt+2
VAasTAuUs: EsimerkiksiM = max{1, \/2/¢}.
Mé&aritd infS kun
4x—3 1
S=<M M — = 2<%,
{ M=M= 155 ’< 1000}

Mita tekemisté talla on raja-arvon maaritelmén kanssa?

VASTAUS:

64.

Olkoona € R, A € R. Todista seuraavat raja-arvoa koskevat tulokset suoraan méaaritelmaan perustuen:

a) limfx)=A ja lmg(x)=
b) limf(x)= ja leg(x):
9 Jm 109 =A ja im glx

VASTAUS:

= I (f(x)+9(x) =,
—o = lim(f(x)g(x) = —,
=0 — Iimm 0.

x= = g(x)
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65.

Todista, ettd jos toinen raja-arvoista Jim, f () ja limy_o+ f(1/X) on olemassa, niin on toinenkin ja raja-arvot
ovat yhté suuret.

VASTAUS:

66.

Mé&aérita seuraavat raja-arvot:

7 a5
a) fim =3 b) im (v/32 + 1-X),

x——e X5(1—3x2+X)’

_ o xe—exd
) Jim(y/x Vi- XV, ) lim B
e) lim XZXZ_—M f) lim X*|x—5]
X—5— X—5 ’ x—5+ X—5
VASTAUS: @) —3; b)0; ¢)1; d)—oo; €)-25; f)25.
Maarita
2 n _
&) lim LEE2 oy VIEXL
x—»oo\/m x—0 X
¢ fim ~tVX g lim X-F-2v%-a
X4>7:|_l—|—\5/)7(7 X—a+ ‘3/X3_a3+ /X_a.

VasTAaus:a)1; b)i; c¢)3; d)0,josa#£0,-2,josa=0.

68.

Olkoon

f(x) = lim .
) y—oo 14+ yx0

Osoita, etta lim_o f(x) = 0.
VAsTAUS: Josx # 0, niin f(x) = 0.

69.

OlkoonABCD# 0. Maarita

im (tim 2XFBYY i ((im AXEBY
y—00 \ X—00 CX+ Dy X—00 \ y—o00 CX—|— Dy ’

.A_B
VASTAUS: c b

70.

Tutki numeerisesti raja-arvoa
lim ﬂ
x=9 \/13+ /X—4

VASTAUS:

m-Treeni versio 2.0, 4.9.2000; TKK, matematiikan laitos



/1.

Tutki raja-arvoa
. 1—cosx
lim ———

x—0 X2
sijoittamalla muuttujallex yha lahempéna origoa olevia arvoja.

VASTAUS:

12.

Tutki raja-arvoa

lim (sinx)®7x
X—>g

sijoittamalla muuttujallex yha lahempéana origoa olevia arvoja.

VASTAUS:

73.

Piirra funktion

y(x) = (sinx) @7

kuvaaja pistees§ ympéristdssa. Miten funktion arvo téssé pisteessé on méaériteltava, jotta siita tulisi jatkuva? Mika
mahtaa olla raja-arvon tarkka arvo?

VASTAUS:

74.

Hahmottele funktioiden 1 1
sin— ja Xsin—
X X

kuvaajat, ja tutki funktioiden raja-arvoja origossa.

VASTAUS:

75.

Maaritellaan reaalimuuttujan reaaliarvoiset funktigh g seuraavasti:

xsini, kunx#0, 0, kunx#0,
fw{ " ’ mm{ ’

0, kunx=0; 1, kunx=0.
Maarita funktioiden raja-arvot origossa. Onko yhdistetylla funktightaf raja-arvoa origossa?

VASTAUS:

3.3. Funktion jatkuvuus

/0.

Funktio 5
X-—4
f(X) = ——

on maaritelty, kurx # 2. Mik& on sovittavaf (2):n arvoksi, jotta funktio olisi jatkuva kaikilla muuttujaxne R
arvoilla?
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VAsTAUS: f(2) = 1.

17.

Olkoon

a) f(x) = x—1  kunx<a,
]11-x2, kunx>a,

b) f(x) = X3 —4x, kunx> —2,
- la—x, kunx < —2.

Maarita nea:n arvot, joilla vastaavd on jatkuva kaikilla muuttujax € R arvoilla. Piirré kuvaajat.

VASTAUS: a) Kaksi ratkaisuaa= —2,a=1, b)a= —2.

/8.

Olkoon f jatkuva arvollax = 0 ja f(0) > 0. Osoita, ettd on olemassa positiiviluvaga 0 siten, ettgx| < 6 =
f(x) >m.

VASTAUS:

79.

Todista, ettéa jog on jatkuva jag on epdjatkuva, kur = a, niin f 4+ g on epéjatkuva tassa pisteessa.

VASTAUS:

80.

Todista, etta jos pisteesgé a funktio f on jatkuva ja# 0 sekég epédjatkuva, niin tuld g on epéjatkuva.

VASTAUS:

81.

Maéaritellaén funktio floor R — R asettamalla
floor(x) = suurin kokonaisluku, joka of x.
Olkoon f taméan avulla maaritelty funktio:
f(x) = floor(x) + floor(—x) + 1.

Tutki funktioiden floor jaf jatkuvuutta. Piirra funktioiden kuvaajat. Ovatko funktiot jaksollisia?

VASTAUS:

82.

Maarita sufs, kun

X—3<d =

x—1 1 1
S—{5 2x+2_4’<100}'
Mita tekemista talla tehtavalla on funktion jatkuvuuden kanssa?

VASTAUS:
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83.

Funktio f olkoon méaritelty ja aidosti kasvava valillé b]. Funktion arvojoukko olkoon vdlif (a), f (b)]. Osoita,
ettd funktio on jatkuva.

VASTAUS:

84.

Olkoon funktio f jatkuva valilla] — 1,1[ ja f(0) = 0. Funktiog olkoon maaritelty (mutta ei valttamatta jatkuva)
samalla valilla ja se toteuttakoon talla valilla ehdgix) > m > 0, missém on vakio. Osoita, etta funktid /g
on jatkuva origossa. Osoita esimerkilla, ettd tulos ei valttamatta pida paikkaansa, jos fughktastkeva ehto
muutetaan muotoog(x) > 0. (Valitse esimerkiksf (x) = x ja tAméan jalkeen sopiva origossa epéjatkgya

VASTAUS:

85.

Etsi seuraavien funktioiden kaanteisfunktioiden lausekkeet:

a)y:\/i+;;(, b)y:\/l—\/i+\/l+\/>?.

VASTAUS: @)x = 2(y>—2+y\/y2—4); b)x=y?—1y*(vV2<y<2).

86.

Osoita, etta jos

niin x = f(y). Oletetaan, ett&d? # bc. Miksi?

VASTAUS:

87.

OlkoonA={xeR|x<0taix>1}jaB={yeR|0<y<2}. Osoita, ettd funktid : A— B,

f(x):{e?‘, kunx <0,

x+1
X2 kunx> 1,

on jatkuva bijektio, mutta sen kadanteisfunktio ei ole jatkuva.

VASTAUS:

88.

Olkoon f joukossaR ; aidosti kasvava ja jatkuva seka olkoon limy.. f(x) = 0. Olkoony = g(x) = xf(x) kaikilla
x > 0. Osoita, etta funktiollg on arvoillay > 0 méaéaritelty kdanteisfunktio.

VASTAUS:

3.4. Jatkuvat reaalifunktiot

89.

Todista, etta jos funktid on tasaisesti jatkuva valill§ niin f on jatkuva valillal .
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VASTAUS:

90.

Osoita tasaisen jatkuvuuden méaéritelm&an nojautuers?edifon tasaisesti jatkuva valil[@, 1], b) ei ole tasaisesti
jatkuva joukossgx | x > 0}.

VASTAUS:

91.

Osoita tasaisen jatkuvuuden maaritelmaan nojautueny/ab®-- x2 on tasaisesti jatkuva joukoska

VASTAUS:

92.

Todista, etta jos funktiof ja g ovat tasaisesti jatkuvia valillg niin f 4 g on tasaisesti jatkuva valill&

VASTAUS:

93.

Anna esimerkki a) avoimella valilla jatkuvasta, ei-rajoitetusta funktiosta, b) suljetulla valilla maaritellysta ja rajoi-
tetusta funktiosta, jonka arvojoukolla ei ole maksimia eika minimia.

VASTAUS:

94.

Todista, etta joukolla

on maksimi ja minimi.
VASTAUS:

95.

Olkoon funktio f joukossaR jatkuva ja rajoitettu. Todista, etta joukolla

{ 1f4(rx>22 |xe R}

on maksimi tai minimi (tai molemmat).

VASTAUS:

96.

Osoita esimerkeilld, ettd seuraavat lauseet eivat pade, jos luovutaan olettamasta, [ett] wélisuljettu tai etta
funktio f on jatkuva:

a) Suljetulla vililld [a,b] jatkuva funktio T on tilld vililli rajoitettu, ts. on olemassa Iuku M > O, jolle pitee
[f(X)] <M kaikillax € [a,b].

b) Olkoon f jatkuva suljetulla vélilld [a,b]. Télloin f saavuttaa suuurimman ja pienimmén arvonsa vililli [a,b], ts.
on olemassa X1,Xz € [a,b] siten, etti

max f(xX) = f(x1), min f(x) = f(x2).
xela,b] x€la,b]
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VASTAUS:

97.

Olkoon f suljetulla valillé[a, b] jatkuva funktio,f(a) # O, f(b) = 0. Todista, etta joukolldx € ]a,b] | f(x) =0}
on minimi. Pateeko véite, jos sallitaan, eftg) = 0?

VAsTAUS: Ei pade, josf(a) = 0.

98.

Olkoon funktio f jatkuva suljetulla vélillda, b]. Osoita, etté funktion arvojoukkdf(x) | x € [a,b] } on suljettu
vali tai sisaltaa vain yhden pisteen.

VASTAUS:

99.

Olkoon funktiof jatkuva ja# 0 valilla 1. Osoita, etté&f saa valillal vain joko positiivisia tai negatiivisia arvoja.

VASTAUS:

100.

Osoita, etta yhtaldlla® — 5x% 4+ 3 = 0 on ainakin kolme reaalijuurta ja rajoita namaé véleille, joiden pituus.dn 0

VASTAUS:

101.

Osoita, etta yhtaloll"a)l(—1 + " + 3= 0 on ainakin kaksi reaalijuurta ja rajoita nama valeille, joiden pituus
on Q1.

VASTAUS:
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