7. Derivaatan sovellutuksia

7.1. Derivaatta tangentin kulmakertoimena

262.

Maéritaa, b ja ¢ siten, etta kayrag = x> + ax+ b jay = cx— x? sivuavat toisiaan pistees§h 3).

VASTAUS: a=0, b=2 c=4.

263.

Maédrita pisteer{—4, 2—23) kautta kulkevien kdyranyd= x? normaalien yhtalot.
VASTAUS: X—2y+27=0, 3x+2y—11=0, 3x+4y—34=0.

264.

Osoita implisiittista derivointia kayttaen, ettd yhtalon
P4y =1

maarittelemalla kayralla on ainakin yksi vaakasuora ja yksi pystysuora tangentti. Missa kayran pisteissd nama
sijaitsevat? Piirra kuvio.

VasTaus: (0,1), (1,0). Kaksi muutakin pistett& on!

265.

Yhtalox¥ = y* méaarittdad kayran ainakin joillakin arvoilla Osoita, etta pist€2, 4) sijaitsee talla kayralla ja maarita
tahan pisteeseen asetetun kayran tangentin kulmakerroin. Piirrd kayra.

VASTAUS:

266.

Laske kayriery = arcsirx jay = arccox tangenttien valinen kulma kayrien leikkauspisteessa.
VASTAUS: arctar{2y/2).

267.

Maaritd arvoax = a vastaaviin kayriery = sinhx ja y = coshx pisteisiin asetettujen a) tangenttien, b) normaalien
leikkauspisteet.

VASTAUS: a) (a+ 1,sinha+cosha);  b) (a+ sinhacosha,0).

7.2. Aariarvotehtavat

268.

Maarita seuraavien funktioiden suhteelliset ja absoluuttiset &ariarvot; piirra kuvaajat:

9+ 2x—x2
a) 1-ex+92-53, by XX
1+x
x* 1
c) i7 d) 3/3x2 — 3.

X441
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VASTAUS: a) Ei &driarvoja;  b) ei &driarvoja;  c) abs. maksiil/v/3) = 1+ 3+/27, abs. minimif (—1/v/3) =
1-%J27; d)suht. maksimf(2) = v/4, suht. minimif (0) = 0.

269.

Maarita seuraavien funktioiden maksimi ja minimi annetulla valilla:
a) (x+1°x-3)° [-24]
b) ‘X5—80X—|-1|, [_171]7

2—X
_— —100 2].
) 5o (71002
VASTAUS: @) 125 —64; b)8Q 0; c)3 0.
Tutki, milla vakiona arvoilla funktiolla
X +axdd

X [ —
) (X2+7)2
on sellainen ominaisuus, ettd erdalla muuttujanvolla se saa absoluuttisen maksimiarvonsa.

VASTAUS: a > 14.

271.

Olkoot x ja y kaksi ei-negatiivista lukua, joiden summa én Maarita lausekkeem,/x+ ,/y suurin ja pienin
mahdollinen arvo.

. 7 5 5
VASTAUS: NG é\@.

272.

Maarita funktion _
f(x) = (sinx)>™ x€]0,7,

pienin yléraja (supremum) ja suurin alaraja (infimum).
VASTAUS:

273.

Kolmannen asteen Tshebyshevin polynoriyix) lauseke voidaan valilld—1,1] esittdd muodossdz(x) =
cog3arccox). Esitéa lauseke muodossed + bx? 4 cx-+d ja méaérita polynomin suurin ja pienin arvo valilla
[-1,1].

VASTAUS:

274.

Olkoot x ja y kaksi positiivista lukua, joiden summa on 18. Maarita lausekkeélle y? supremum, infimum,
maksimi ja minimi, mikali tllainen on olemassa.

VASTAUS: supremum= 104976, infimum= minimi = 272, maksimi ei ole olemassa.

275.

Mé&arita niista lieridista, jotka voidaan piirtd&sateisen pallon sisdan, a) tilavuudeltaan, b) vaipaltaan, c) koko-
naispinta-alaltaan suurin.

m-Treeni versio 2.0, 4.9.2000; TKK, matematiikan laitos



VASTAUS: Pohjan sade, korkeush: a)r = \/gR, h=2R b)r= %R, h=v2R ¢)r= 5+1—5/§R, h=

2\/55¥5R,
276.

Tasakylkisen kolmion kannan pituus on\I2 ja huipusta piirretyn korkeusjanan pituus 11. T&lt4 korkeusjanalta
on valittu pisteP siten, etta siita kolmion kérkiin piirrettyjen etaisyyksien summa on mahdollisimman pieni. Missa
suhteess® jakaa korkeusjanan?

VASTAUS: Huipusta lukien 5 : 6.

277.

Suorakulmion yhten& kérkena on kayran
(@x)?/3 4 y?/3 = p?3

pisteP ja muina kéarkina pisteelf:n symmetriapisteet x-akselin, y-akselin ja origon suhteen. Maéarita suorakulmion
pinta-alan aariarvot, kuR liikkuu ko. kayralla.

VASTAUS: Maksimi &, kunP = (Z%a, 2\i@); minimi 0, kunP on koordinaattiakselilla.

278.

Ympyran sektorin piiri olkoon vakie= p. Tutki pinta-alan &ariarvoja.

. .p?
VAsSTAUS: Maksimi £

15, Kun keskuskulma on 2; minimi 0.

279.

Kolmion kahden sivun vélinen jana puolittaa kolmion alan. Tutki janan pituuden aariarvoja.

VAsTAUS: Sivut olkoonaja b (a > b), vélinen kulmap. Maksimi /a2 + b2 /4 — abcosp;

minimi y/ab(1— cosp), josa < 2b, ja /a2/4+ b2 — abcosd, josa > 2b.

280.

On valmistettava lierio, jonka tilavuus on vakion®. Pohjat maksavat mk/m? ja vaippab mk/m?. Tutki hinnan
aariarvoja.

VASTAUS: Minimihinta 3v/2mab?v2 mk.

281.

Mé&éritd annetun ympyran segmentin sisdan piirretyn alaltaan suurimman suorakulmion sivujen pituudet.
VAsTAUS: Ympyrén sad&, segmentin korkeus ja k = |R— h|. Jannetté vastaan kohtisuora sija sen suuntai-
nen sivuy: Jos O< h < R, niin x= £ (vBRZ+ K2 —3k), y = $1/8R2 — 2k2 — 2kv/BRZ+ K2. JosR < h < 3:3R niiin
x=1(VBRE+K2+3K), y = 1v/8R2 — 22 + 2k/BRZ+ k2. JosZ52R < h < Z5/2R niinx = 2k, y = 2VRE— 2.
JosZy2R < h < 2R niinx= V2R y = v2R

282.

Suorangy = ¥ ja paraabelimgy = x* (m, q positiivisia) rajoittamaan alueeseen asetetaan puolisuunnikas, jonka
yhdensuuntaiset sivut ovat x-akselin suuntaiset. Miten suuri puolisuunnikkaan ala voi enintédén olla?
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VASTAUS: @
TR

283.

Suoran ympyrakartion pohjaympyran keskipiste on kiintedn suoran lierién pohjaympyran keskipisteessaé ja kartion
huippu on lieridn toisen pohjaympyran keskipisteessa. Maarita kartion ja lierion pohjien sateiden suhde siten,
ettd kartion ulkopuolelle jaavan lierion osan ja lierion ulkopuolelle jaavan kartion osan tilavuuksien summa on
mahdollisimman pieni.

VASTAUS: /2.

284.

Suora ympyrékartio asetetaan pallon sisaéan siten, etta kartion huippu ja pohjaympyrén keha sijaitsevat pallon
pinnalla. Miten monta prosenttia kartion tilavuus voi enintdén olla pallon tilavuudesta? Vastaus prosenttiyksikén
tarkkuudella.

VASTAUS:

285.

Kuvioon, jota rajoittavat x-akseli ja kdysi= 12+ 4x — x2, piirretaan kolmioABC siten, ettd pisté\ on origossa,
pisteetB ja C kayralla seka siviBC x-akselin suuntainen. Milla etdisyydella sivB& on oltava x-akselista, jotta
kolmion ala olisi mahdollisimman suuri?

VAsTAUS: .

286.

Kéyralle y = sinx piirretdan muuttujan arvoj& ja Xo + 21 vastaaviin pisteisiin tangentit ja normaalit. Maarita
niiden rajoittaman suorakulmion alan maksimi- ja minimiarvo.

VASTAUS: Maksimi 212, minimi 0.

287.

Olkoon suorakulmaisessa kolmiossa muuttuvan teravan kubmaareinen kateetti vakie= a, vastainen kateetti
b =b(a) ja hypotenuusa = c(a). Milla muuttujana arvolla lauseke & a) — v/3b(a) saa mahdollisimman pienen
arvon?

VASTAUS: 0 = T1/3.

288.

Suoran tien varressa on kohtisuorassa tien suuntaa vastaan mainostaulu, jonka leveys on 10 metrid ja etaisyys
tiestd 20 metria. Maarita suurin (vaakasuoran tason) kulma, jossa tiella liikkuja taulun nakee. (Tien leveytta ei
oteta huomioon.)

VASTAUS:

289.

Olkoon annettuna piste&t= (1,0) ja B = (t,0), missét > 1. PisteC sijaitsee positiivisella y-akselilla site, etta
kulma ZACB= a on mahdollisimman suuri. M&aritésiten, ett& kulmau maksimiarvo orr/4.

VASTAUS: 3+ 2V/2.

m-Treeni versio 2.0, 4.9.2000; TKK, matematiikan laitos



290.

Méaéritd sen kolmion pinta-alan suhteelliset ja absoluuttiset aariarvot, jota rajoittavat kéyrémnx pisteeseen
piirretty normaali, tdh&n pisteeseen piirretty pystysuora ja x-akseli.

VASTAUS: Absoluuttinen minimi 0 pisteess, 0); suhteellinen maksimi 22 pisteess§e?, 2).

291.

Olkoonx € R ja olkooni imaginaariyksikkd. Osoita, etté funktiollx) = |[x—i|+ |[x— 1 — 2i| on absoluuttinen
minimi ja maarita sen arvo. Mik& on tehtavan geometrinen tulkinta?

VASTAUS: Minimi f(1/3) = +/10.

292.

Osoita, ettd sir > 2x/m, kunx € [0,11/2).

VASTAUS:

293.

Todista: a)* > exkaikillax € R;  b) € > 1+x+x2/2 kaikillax > 0.

VASTAUS:

294.

Milla arvoilla a € R on voimassa

(€ +e™?2>4(a+1) kaikilaxeR?

VASTAUS: a# 0.

295.

Osoita, ett& — Inx—1 > 0, kunx > 0. Osoita taman avulla, etté jos positiivilukujgn xp, ..., X SUMMa on= p,
niin lukujen tulo on< 1.

VASTAUS:

7.3. Derivaatta nopeutena

296.

PisteP liikkuu pitkin x-akselia negatiiviseen suuntaan vakionopeudelia pisteQ pitkin y-akselia negatiiviseen
suuntaan vakionopeudeNa. Hetkellat = O pisteP on kohdass#a, 0) ja Q kohdassd0,b) (a> 0, b > 0). Milla
hetkella valimatkd@Q on lyhin? Mik& on lyhin valimatka?

avy + bw

2 2
Vi+V5

lyhin etaisyys22-2ul

VASTAUS: t =
g

297.

Talon korkeus on 25 metrid. Sen katolta pudotetaan kivi ilman alkunopeutta ja yhta sekuntia myéhemmin toinen ki-
vi alkunopeudellarp. Kuinkavg on valittava, jotta kivet putoaisivat maahan samanaikaisesti? (Ilmanvastus voidaan
jattdd huomiotta.)
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VASTAUS: Vg ~ 13 m/s.

298.

Mies heittéa sillalta kiven suoraan ylospain. Kolmen sekunnin kuluttua kivi ohittaa pudotessaan miehen ja kahden
sekunnin kuluttua tasta putoaa veteen. Miké oli kiven saama alkunopeus ja mika sillan korkeus?

VASTAUS: 14.7 m/s, 49 m.

299.

Astronautti pudottaa kiven kallionkielekkeelta ja toteaa sen putoavan kolmessa sekunnissa alas kallion juurelle.
Kuinka korkea kallio on, jos ollaan a) Marsisga£ 3.8 m/s%), b) Saturnuksessg & 11.5 m/s%)?

VASTAUS: @) 171 m; b) 518 m.

300.

Edellisen tehtéavan astronautin kumppani on kallion juurella ja heittaé kiven takaisin, jotta koe voitaisiin toistaa.
Mik& on pienin alkunopeus, mitd hanen on kaytettava a) Marsissa, b) Saturnuksessa?

VASTAUS: a) 114 m/s; b) 345 m/s.

301.

Santaa valutetaan kartionmuotoiseen kasaan nopeudha’@min. Kitka sailyttaa kartion pohjan séteen suhteen
korkeuteen vakion%. Mika on korkeuden kasvunopeus, kun pohjan séade on 2 m?

VAsTAUS: 32 m/min=~ 1.6 cm/min.

302.

Kuution pinta-ala kasvaa nopeudella 5071 Mika on tilavuuden kasvunopeus, kun sarman pituus on 20 cm?
VASTAUS: 250 cn¥/s.

303.

Tietylla ajanhetkella pallon sdde on 3 cm ja pallon tilavuus kasvaa nopeudelld/2.duilla nopeudella kasvaa
pallon ala?

VASTAUS: 4/3 cn/s.

304.

Suoralla ympyrakartiolla on puolen kuutiometrin vakiotilavuus. Pohjan séde kasvaa vakionopeudella 10 cm/s,
jolloin kartion korkeus vastaavasti pienenee. Maéarita pienenemisnopeus kartion korkeuden ollessa 100 cm.

VASTAUS:

305.

Miehen pituus on 180 cm. Han ldhtee kévelem&én 6 metrin korkeudella olevan katulyhdyn alta vakionopeudella
1 m/s. Mik& on miehen varjon pituuden muuttumisnopeus, kun hé&n on kulkenut a) 3 metria, b) 15 metria? Mika on
varjon karjen nopeus?

VASTAUS: Molemmat tapaukset: pituuden muuttumisnopéum/sw 0.43 m/s, karjen nopeulé’ m/s~ 1.43 m/s.

m-Treeni versio 2.0, 4.9.2000; TKK, matematiikan laitos



306.

Lentokone lent&d vaakasuorasti 600 metrin korkeudessa vakionopeudella 600 km/t suoraan katselijan yli. Olkoon
a pystysuunnan ja ndkosateen valinen kulma. Laske kulmanuttumisnopeus, kun &) = 45°, b)a =0°.
Milloin nopeus on suurimmillaan?

VASTAUS: a) 7.96°/s;  b) 1592°/s;  suurimmillaan kurm = 0°.

307.

Lausu eksentrisyydemfunktiona se kulmaw, jossa ellipsin polttopisteiden etaisyys nékyy pikkuakselin paatepis-

teestd. Ellipsi muuttaa ajdrkuluessa jatkuvasti muotoaan siten, eég{%on vakio= p. Laske kulmarw muuttu-
misnopeus hetkell&, jolloia= 4/5.

VASTAUS: w = 2arcsirg; 10p/3.

7.4. Yhtalon iteratiivinen ratkaiseminen

308.

Etsi Newtonin menetelmalla polynomid + 8x? — 44x — 10 kaikki nollakohdat.

VASTAUS:

3009.

Tutki kokeilemalla, voidaanko polynomic + 8x? — 44x — 10 nollakohdat [5yta4 iteraatioli@. 1 = 14 (X3 + 8x2 —
10). Miten tama iteraatiokaava on muodostettu?

VASTAUS:

310.

Etsi yhtalonx = cosx ratkaisu 10 desimaalin tarkkuudella kayttéen iteraatigta = cosx,. Onnistuuko ratkaisu
iteraatiollax,,1 = arccos?

VASTAUS:

7.5. U'Hospitalin saanto

311.

Tarkista, ettd yleistettya véliarvolausetta voidaan soveltaa osaméafg&euraavissa tapauksissa ja maarita va-
liarvot &:

a) f(x) =cosX, g(x)=sinx, valil0, g];
b) f(x) =sinhx, g(x) = coshx, vali [0,6];
o) f(x)=x%, g(x)=x°, vali[1,2];
(

d) f(x) =4—x2, g(x)=x>—3x, vali[-3,2.

VAsTAUS: @) =T/6; b)E=3; c)§=14/9; d)§=1/3.

m-Treeni versio 2.0, 4.9.2000; TKK, matematiikan laitos



312.
Yleistettya valiarvolausetta yritetddn soveltaa osaméaaragseuraavissa tapauksissa:
a)f(x)=x2, g(x)=x3, vali[-23;
b) f(x) =3+ (x—2)(x—1)2, g(x)=1+x(x—1)%, vali[0,2].
Totea, ettd valiarvo ei voida lI6ytaa. Onko lause virheellinen?
VASTAUS:

313.

Méaarita I'Hospitalin sdantda kayttaen raja-arvot

Intanx . X — X _sinx—x
im ——, b) lim ——, c) Im ————,
x—T/4 COS X x—0 sin(ax) — sin(Bx) x—0 arcsim — X
_ 4efXx _2CoX—2+X? _ xsin(sinx)
) lim —————, e) lm——————, f)Iim ———.
x—4 Sin(TX) x—0 3x x—0 1 — cogsinx)

Suorita myds numeerisia kokeiluja.
Vastaus:a)—1; b)1; c)-1; d)-5/m e)1/36; f)2.

314.

Mé&aérit seuraavat raja-arvot I'Hospitalin saantta kayttaen:

a) lim len(cos;), b) lim x@”*-1) (a>0), c)lim
VASTAUS: @) —T¢/2;  b) Ina; c) 1/16.

315.

Maaritd seuraavat raja-arvot I'Hospitalin saantoa kayttaen:

a) lim X;r']r)'(x, Xlew (@>0,>0), o lim sinxinx
VASTAUS: @) 0; b)a/B; ¢)O0.
316.
Maarité seuraavat raja-arvot:
) IS ) Jig 480 e d) i (cost)
e) Xilglrx'”(”x), f) XILrTg+(eX—1)Si”X, o) Xir‘(rJL(tanx)Si”X, h) Jim (1+2¢)° .

Suorita my®s numeerisia kokeiluja.
VAsTAUS: @) 1; b)o; c)e*; d)1; e)1; H1; g)1; h)1l.

317.

Maarita I'Hospitalin s&anndn avulla raja-arvot

. . 3

_ sinhx—sinx— % . .

a) lim 5. b lim (sinx)®@7 .
x—0 COSX — COShX + X x—1
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VASTAUS: a) 0; b)Y/, /e

318.

Olkoon f(x) = x+ sinx, g(x) = x. Todista, ett&

() _,

. . f(x
lim —= =1, mutta lim 9
X—

ei ole olemassa
x—e g(X) © g (X)

Miksi 'Hospitalin saantoa ei voi kayttaa?

VASTAUS: L'Hospitalin sd&nndsséletetaan, etta limf’(x) /g (x) on olemassa.

319.

Todista, etta jos funktid on derivoituva ja lim . (f(X) + f'(x)) = A, niin limy_. f(X) = Aja limx_. f'(x) = 0.

VAsTAUS: Sovelletaan I'Hospitalin sdéntda funktioihehf (x) ja .
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