9. Maaratty integraali

9.1. Riemannin — Darboux’n yla- ja alasummat

368.

Tarkastellaan funktiot(x) = x valilla [0, 1] ja taméan valin jakog@ = {0,a,1}, missa 0< a < 1. Maarita alasumma
S, jaylasummes,. Maarita sus, ja infS, em. tyyppia oleville jaoille. Seuraako saatujen lukujen erisuuruudesta,
etté etté funktiof ei ole integroituva valillgo, 1]?

VASTAUS: §, =a—a, §=a’—a+1; supS, = 1infS,=2.

369.

Olkoon p vélin [a, b] jako, jossa om osavélid. Osoitap| — 0 = n — . Onko kdanteinen implikaatio tosi?

VASTAUS: Kaanteinen implikaatio ei ole tosi.

370.

Olkoon funktio f rajoitettu valilla[a, b] ja integroituva jokaisella valillda, c|, missda < ¢ < b. Todista, ett& on
integroituva valilla[a, b].

VASTAUS:

371.

Todista, ettd jos funktid on integroituva suljetulla vélilla, b], niin se on integroituva myos jokaisella taman
valin suljetulla osavalilla.

VASTAUS:

372.

Olkoon funktio f rajoitettu vélilla[a,b]. Oletetaan, ettéd on olemassa vakio> 0 siten, etta kaikille valirja, b]

jaoille p, joissa om osavélia, patee
n

> (Gk—ak) <K.
k=1

TassaGy ja gk ovat funktion arvojen pienin ylaraja ja suurin alar&janella osavalilla. Todista, etta talléinon
integroituva vélilla[a, b].

VASTAUS:

9.2. Riemannin summa

373.

Laske seuraavat integraalit muodostamalla Riemannin summan raja-arvo:
1 b
a)/ X2 dx, b)/ X2 dx.
0 a
Ohjeeksi kaavg_,k? = tn(n+1)(2n+1).

VASTAUS:
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374.

Laske seuraava integraali muodostamalla Riemannin summan raja-arvo:

/Ole?‘dx

VASTAUS:

375.

Vdlille [a,b] muodostetaan tasavélinen jako, jossa@savélid, ja aidosti kasvavan funktidrintegraalia approk-
simoidaan vastaavalla Riemannin summalla. Kuinka suureksiatittava, jotta approksimointivirheen itseisarvo
olisi < €7

VasTAaus: n> (b—a)[f(b) — f(a)]/e.

376.

Olkoon f rajoitettu funktio, joka on valilli—a, a] integroituva. Todista, ett joson parillinen, niinf®, f =2 /3 f,
jajos f on pariton, niinf?, f = 0.

VASTAUS:

9.3. Maaratyn integraalin perusominaisuudet

377.

Osoita, etta

TH-a
/ si? xdx

Ja
ei riipu luvustaa.

VASTAUS: Arvo = Tt/2.

378.

Olkoon funktio f integroituva suljetulla valilld jaa € 1. Todista, ettéa funktio

H(x):/:f

on jatkuva valillal .
VASTAUS:

379.

Laske
d d o ) g s
a)a/nsmsudu, b)&/x (sirPt — t%e ) dt, c)ﬁ/x (sinx) (&) (Inx)dx (x> 0).

VASTAUS: @) sirPt;  b) —sirPx+x% %,  ¢) —e*[(cosx+ sinx) Inx+ sinx/x].

380.
Laske

3sinh(2x)
d / V9+t2dt.
0

dx
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VASTAUS:

381.

Piirra funktion L
F(x) :/ it —x|dt
0

kuvaaja. Mik& on funktion pienin arvo?

VASTAUS: Pienin arvoF (3) = .

382.

Olkoon funktio f jatkuva valilla[a, b]. Mik& on funktion

b
909 = [ 1F()~x7at
a
minimiarvo ja milla muuttujan arvolla tamé saadaan?

- Minimi b ¢ 1)2 1 [rb 2 1 b
VAsTAUS: Minimiarvo [, f(t)“dt— = [fa f(t)dt} ; saadaan arvolla= = [; f(t)dt.

383.
Laske [Z™ f (x) dx, kun f'(x) = |sinx] ja f(0) = 1.

VASTAUS: 6TL

384.

Tulkitse seuraava lauseke Riemannin summien raja-arvoksi, palauta se integraaliksi ja laske:

i 13 28 N (4n—1)3
S P A

VASTAUS: 64.

385.

Tulkitse seuraavat lausekkeet Riemannin summien raja-arvoiksi, palauta ne integraaleiksi ja laske:

n—-1 n
a) lim = sinK® by lim )3 1
& n & n+k

n—oo N n—oo

VASTAUS: a) (1—cosma)/a; b) In2.

386.

Onko seuraava lasku oikein?

VASTAUS: Ei.
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387.

Laske seuraavat integraalit:

a) /:(a+bx)dx, b) /_ll(ax2+bx+c)dx, 0) /27\/x+2dx

VASTAUs: @)ab—a®+ 3(b®—a’b); b)3a+2c; c) L.
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