11. Maaratyn integraalin sovellutuksia

11.1. Pinta-ala ja tilavuus

459.

Laske sen rajoitetun alueen pinta-ala, jota reunustavat kayrat

ay' =2 x'=2,

b)y=0, y=tanx, y=cotx (ngég),
X2 8a’
Wt Y gz @70

dyy=Inx, y=(Inx)2

VASTAUS: @) 3; b)In2; c)(2n—3%)a? d)3-e

460.

Laske sen alueen pinta-ala, joka on ympyraa a sisipuolella, mutta Bernoulli’'n lemniskaateth= 2a2cos 2
ulkopuolella.

VASTAUS: (211/3— 2+ /3)&2.

461.

Laske sen alueen pinta-ala, joka on ympyréa 6acosp sisapuolella, mutta kardioidin= 2a(1+ cosp) ulko-
puolella.

VASTAUS: 41182

462.

Laske ympyroidem = acosp jar = bsing rajoittamien alueiden leikkauksen ala.

VASTAUS: §[ma? + 2(b? — a?) arctang — 2ab).

463.

2a-sivuisen nelidn keskipisteesta piirille piirrettyja sateité jatketaan janalla, jonka pitues datkettujen sateiden
loppupisteet muodostavat umpinaisen kayran. Laske tdman rajoittaman alueen pinta-ala.

VASTAUS: (4+ 8kIn(v/2+ 1) + 1k?)a?.

464.

Tason ympyrarenkaassa on kiinted s@@eB, missaO on ympyrarenkaan keskipistd,sisemman ja ulomman
reunaympyran kehalld. Sad¥P kiertdd keskipistee® ympari siten, ettd se alussa yhtyy satees@Anlopussa
sateesee®B ja sen pituus on kiertokulman ensimmaisen asteen polynomi. Missa suhteessa saatu kayfHa jana
jakavat ympyrarenkaan pinta-alan?

VASTAUS: (2a+b)/(a+ 2b), missda on sisédsaddy ulkoséde.

465.

Laske asteroidix = acos’t, y = bsin’t reunustaman alueen pinta-ala.
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VASTAUS: 3mab.

466.

Laske sykloidinkaarer = a(t —sint), y=a(1—cost), t € [0,211, ja x-akselin reunustaman alueen pinta-ala.

VASTAUS: 3ma2.

467.

Laske tasokayran(t) = (t2

—1)(i +tj) muodostaman silmukan pinta-ala.

. 8
VASTAUS: 15

468.

Laske lierididen® +y? = R?, y? 4+ 72 = R? ja 22 + x* = R? yhteisen osan tilavuus.

VASTAUS:

469.

Laske sen kappaleen tilavuus, joka muodostuu seuraavan rajoitetun tasoalueen pydrahtaessa x-akselin ympari:

a) kayrieny = x? jax = y? reunustama alye

b) {(x,y) | x€]0, /4], 0 <y < tanx},

c) asteroidinx = acos’t, y = bsin®t reunustama alue

d) sykloidin kaarenc= a(t —sint), y=a(1—cog), t € [0, 211, ja x-akselin reunustama alue
e) kardioidinr = a(1+ cosp) reunustama alue

Vastaus: @) g b) f(4-m); c) $Fa  d) sPa’; e) Fal.

470.

Akselin suhteen symmetrinen paraabelin segmentti, jonka kariigadrorkeush, pyorahtaa kannan ympari. Laske
muodostuvan kappaleen, r@zavalieri’n sitruunantilavuus.

VAsTAUS: STbIP.

471.

Tasokuvio

a){(xy) [x€[0,2r, 0 <y < 1-cosx},
b) {(xy) [x€[1,3], 0<y < (x-1)(3-x)}

pyorahtad y-akselin ympari. Laske syntyvan kappaleen tilavuus.

VASTAUS: @) 4;  b) 5T,

472.

Olkoota, b ja c positiivisia vakioita. Laske tilavuus kappaleelle

{(xY,2)|[x>0,y>0,2>0, Z < a®—bx—cy}.
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. 40
VASTAUS! 1epc-

473.

Kappaleen pohja on ympyra, jonka sadeRrdokainen kappaleen tasoleikkaus, joka on kohtisuorassa pohjaym-
pyréan kiinteda halkaisijaa vastaan, on tasasivuinen kolmio. Laske kappaleen tilavuus. Hahmottele kuvio.

VASTAUS: 4R%/+/3.

474.

Tynnyrin korkeus orh, pohjaympyroiden séateetja keskikohdalta otetun poikkileikkausympyran sédé aske
tynnyrin tilavuus, kun sivulaudat kaartuvat paraabelin muotoisesti.

VASTAUS: l—m;'s(3a2 + 4ab+ 8b?).

475.

Kappaleen vaakasuorat tasoleikkaukset ovat neligitd, joiden karjeReséteisen pallon pinnalla. Laske kappaleen
tilavuus. Maaraytyyko kappale yksikasitteisesti eo. ehdoista?

VasTAUS: SR3; ei.

476.

Jatkuvasti muuttuvan ympyran keskipiste liikkuu tayden kierroksen pitkin ellipsid+ a’y? = a’b?, sen taso
on kohtisuorassa x-akselia vastaan ja se kulkee aina x-akselilla olevan pisteen kautta. Maéarita liikkuvaa ympyraéa
peittavan kappaleen tilavuus.

VAsTAUS: Sar?.

477.

Suoran ympyralierién pohjan sade oja korkeush. Pohjan erdén halkaisijan kautta asetetaan kaksi tasoa, jotka
sivuavat toista pohjaympyraé. Laske lierion ja tasojen rajoittaman kappaleen tilavuus.

VASTAUS: (11— 3)hr2,

478.

Kahdella elliptisella lieridlla on yhteinenséateinen pohjaympyra ja niiden toiset pohjaympyrat sivuavat toisiaan
pisteessa, joka sijaitsee ensinmainitun pohjan keskipisteen kautta kulkevalla pohjatason normaalilla. Lierididen
korkeus orh. Laske lierididen yhteisen osan tilavuus.

VASTAUS: hr?.

11.2. Funktion keskiarvo

479.

Laske funktion
1 a

f(X):?a+ﬁ

keskiarvo valilld]a, b]. Milla muuttujan arvolla, funktion arvo on ko. keskiarvo?
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Vastaus: 3(2+¢); &=+Vab.

480.

Laske funktion

f(x) :\/;(Jrix

N

keskiarvo valilla[1,4]. Milla muuttujan arvoll&, funktion arvo on ko. keskiarvo?

VASTAUS: 20; g = (106V19)2

481.

Laske virranl (t) = lpsin(wt) ja jannitteerE(t) = Egsin(wt — ¢) tulon keskiarvo jakson pituisella valilla.

VASTAUS: 3EolocOsh.

482.

Laske funktioider; sin(wt +01) ja losin(wt + a2) summan nelion keskiarvo jakson pituisella valilla.

VASTAUS: 3 (12 +12) + I1lpcoq01 — ay).

11.3. Kaarenpituus ja pyorahdyspinnan ala
483.
Laske seuraavien kayrankaarien pituudet:

a)y=+vx x¢c[0,1],
byy=Inx, xe[v3,v8],

c)y=Incosx, xe€l0,7],
dy=31B-xvx xe[03.

VASTAUS: a)§+%ln(2+\/§); b)1+3In3; ¢ In(1+v2); d)2v3.

484.

Laske pituus hyperbolisen spiraalin kaarelle 1/, ¢ € [3, 4.

. 5 3
VASTAUS: 35 +In 3.

485.

Laske pituus logaritmisen spiraalin kaarelle e, ¢ < [a, B].
VASTAUS: v/2(eP — 7).

486.

Laske asteroidix = acos’t, y = asin®t koko pituus.

VASTAUS: 6a.
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487.

Laske sykloidin kaarenpituug(t) = a(t — sint), y(t) = a(1—cost), t € [0,211.
VASTAUS: 8a.

488.

Johda ellipsin kehan pituudelle lauseke
- 2TT
a/ v1—€e2cogtdt,
Jo

misséa on ellipsin ison akselin puolikas meksentrisyys. Integraalia ei voida laskea alkeisfunktioiden avulla.
VASTAUS:

489.

Laske pituus ruuviviivankaarellgt) = acosti + asintj + btk, t € [0, 2.
VASTAUS: 21V a2 + b2

490.

Laske valid € [0,1] vastaava kaarenpituus, kun kayréa om@) =t2i +t3j, b)r(t) =t3i+t2j + 3tk.
VASTAUS: @) 55(13V13—8); b) 3.

491.

Johda kartion pinta-alan kaava pyorahdyspinnan alaa esittéavasta integraalista.

VASTAUS:

492.

Laske sen pinnan ala, joka syntyy, kun seuraava kaari pyorahtaa x-akselin ympari:
a)y=x>, xe[0,3],
b)y=+/2px, xe€]0,al.

VASTAUS: a) 45(730y/730— 1); b) Z'[(2a+ p)+/2ap+ p? — p?.

493.

Ketjukayrany = acoshy, |x| < a, pyorahtéessa x-akselin ympari synkagtenoidikskutsuttu pinta. Laske taman
ala. Hahmottele kuvio.

VASTAUS: TI(Sinh 2+ 2)a?.

494,

Asteroidix = acos’t, y = asin°t pyorahtaa x-akselin ympari. Laske syntyvan py6rahdyspinnan ala.
VAsTAUS: 12742,

495.

Sykloidin kaarix(t) = a(t — sint), y(t) = a(1 —cogt), t € [0,2r1], pyorahtaé x-akselin ympéri. Laske syntyvén
pyoréhdyspinnan ala.
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VASTAUS: 84"a?.

496.

Laske ellipsoidin?/a? +y?/b? + 72 /b? = 1 pinta-ala.

VASTAUS:

497.

Laske ellipsin pydrahtaessa a) isoakselin, b) pikkuakselin ympari muodostuvan ellipsoidin ala. Johda kummastakin
pallon pinta-ala muodostamalla sopiva raja-arvo.
1-€# 1+e

. 2 - - -r-
;b)) 2ma (1+ e lnl—e)'

VASTAUS: a) 2mab (x/l -+

arcsire)

11.4. Kayrateoriaa

498.

Maarita kayram (t) = ti+t?j +t3k kaarevuus ja kierevyys kayraparametrimnktiona.
VASTAUS: 1/R=2(1+ 9% + ot Y2(14+ 42+ 9t4) %2,  1/T =3(1+ A%+ a4

499.

M&arita ruuviviivanr (t) = acosti +asintj + btk jokaisessa pisteessé kolmikadtan, b}, kaarevuus, kierevyys
ja kaarevuuskeskipiste.

1 1
VASTAUS. t = ———(—asinti+acosj+bk, n=-cosi-sintj, b=-———(bsinti—bcosj+ak;
\/a2+b2( : J ~/7a2+b2( J
1_ a . 1—7b : —bjcost —b—zsint bt
R a2+b2’ T a2+p?’ a " a )

500.

Etsi kayralle
rt)=¢ei+e'j+vak

parametriesitys, jossa parametrina on kaarenpituus mitattuna jostakin kiinteasté pisteesté. Laske kaarenpituuden
suhteen derivoimalla k&yran tangenttivektori, pAdnormaalivektori ja sivunormaalivektori sekéd naiden avulla kaare-
vuus ja kierevyys. Laske erityisesti kaarevuus ja kierevyys arvod vastaavassa pisteessa.

VASTAUS:

501.

Laske sykloidinx(t) = a(t — sint), y(t) = a(1— cost) kaarevuus parametrirfunktiona.

VASTAUS: #
" dalsin(t/2)]

502.

Olkoot a, b ja c vakiovektoreita. Laske kayrén

r(t)=t?a+tb+c
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kaarevuus ja kierevyys. Paattele, ettd kyseessa on tasokayra. Misséa tasossa se sijaitsee?

VASTAUS:

503.

Maaérita kolmikanta{t,n, b} ja oskuloiva taso parabolisten lieridideh= 2z ja y? = 2z leikkausk&yran jokaisessa
pisteessa.

VASTAUS:

504.

Mé&arit4 oskuloiva taso parabolisten lierididen= 2azja y? = 2bzleikkauskéyran jokaisessa pisteessa.

VasTaus: vbx— \/ay = 0 pisteissdt, /b/at,t?/(2a));  vbx++/ay= 0 pisteissdt, —/b/at,t2/(2a)).

505.

Laske kayran
r(t)=(2t+3)i+ (3t —1)j +t?k

kierevyys ja paattele tasta, ettd kyseessa on tasokayra. Missa tasossa kayra sijaitsee?
VASTAUS: 0; 3X—2y=11.

506.

Partikkelin ratakayra olkoon ellipsit) = 2cogi 4 3sintj, missét on aika. Laske partikkelin nopeus- ja kiihty-
vyysvektorit. Hajota kiihtyvyysvektori rata- ja normaalikomponentteihin. M&arita ratanopeuden suurin ja pienin
arvo.

VASTAUS:

507.

Kappaleen ratakdyra avaruudessa on
rt) = (t>—1)i+ (3 3t)j +5tk,

missét on aika. Laske partikkelin nopeusvektori, ratanopeus, kiihtyvyysvektori, ratakiihtyvyys ja normaalikiihty-
vyys hetkelld = 1. Mika on télléin radan kaarevuussade?

VASTAUS: v = 2i —3j +5k; v=+/38; a=2i; ratakiihtyvyys 4+/38, normaalikiintyvyys 2/17/1/19;
R=19/19/V17.

508.

Kappale kulkee ellipsirataa, jonka toisessa polttopisteessa on origo. Nopeus maaraytyy siten, ettd napakulma kas-
vaa vakionopeudella). Laske kappaleen nopeusvektori ja ratanopeus ajan funktioina. Mik& on ratanopeus, jos
ellipsiradan eksentrisyys oa 0, ts. kyseessa on ympyrérata? Tiedoksi ellipsin napakoordinaattiyhtal®

P
1—ecosp’

VASTAUS:

5009.

Maapallon pinnalla kulkeva kappale lahtee liikkeelle paivantasaajan ja nollameridiaanin leikkauspisteesté ja etenee
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siten, etté sen leveysaste ja pituusaste kasvavat vakionopewdeliake kappaleen ratanopeus (= nopeusvektorin
itseisarvo) ajan funktiona. Piirra taman kuvaaja. (Valitse kuvaajassd.) Minne kappale paatyy?

VASTAUS:

510.

Tasokayra olkoon annettu muodogsa y(x). Johda kayréan kaarevuudelle lauseke

1 Y®I

R [1+y(x?2¥2

VASTAUS:

511.

Tasokayra olkoon annettu napakoordinaattimuodossa(¢). Johda kaarevuudelle lauseke

1 242’

R (r2_|_r/2)3/2
VASTAUS:

512.

Mé&arita kaarevuuden suurin arvo kayrallda) x3,  b)y? =2px,  ¢)y=Inx. Maarita vastaavan kaarevuusym-
pyran keskipiste ja sade. Piirra kuvio.
4

.. 5V/5 . 2 10 1 . .
VASTAUS: a) Maksimi——=, keskipiste(+——,+————); b) maksimi—, keskipiste(p,0); ¢) maksimi
) ) 3v2 piste( 5v/45 3m) ) p piste(p, 0): ©)
———, keskipiste(2v/2, —1(In2+3)).
375 keskipiste(2v2,~5(In2+3))

513.

Maarita ellipsin akseleiden paatepisteisiin asetetut kaarevuusympyrét. Piirra kuvio.

VASTAUS:

514.

Lausu ellipsinb®x? + a?y? = a?b? kaarevuus eksentrisen anomalian funktiona. M&érita kaarevuuden &ariarvot.
VASTAUS: 1/R= ab[(a? — b?)sir’t +b?]-%/2; maksimia/b?, minimi b/a?.

515.

Méaarita kaarevuus kayralle §
y:/(1+nmu+wdn
0

VASTAUS: |1+ In(1+X)|/[1+ (1+x)2(In(1+x))?]¥/2.

516.

Maaritaa siten, etta funktion
X—a

Y=3+a
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kuvaajan kaarevuussade saa aériarvon pist¢Bssd). Millainen &ariarvo on kyseessa?

VASTAUS: a = +2; absoluuttinen minimi.

517.

Laske kardioidinr = a(1+ cosp) kaarevuus napakulmanfunktiona.

3
VASTAUS, —————.

4ajcog¢9/2)|

518.

Tutki logaritmisen spiraalin = Ce kaarevuutta. Osoita, etta kayran piste, kaarevuuskeskipiste ja origo muodos-
tavat suorakulmaisen kolmion. Piirra kuvio.

VASTAUS: 1/R=1/(Cé?/1+k2).

5109.
Yhtalo ¥ = y* maarittdé pisteeti2,4) ymparistossa funktioly = f(x). Laske f’(2) ja f”(2). Laske funktion
kuvaajan kaarevuus em. pisteessa.

VAsTAUS: f/(2) = % 7(2) = 12In2—4(In2)° -6 1 12In2—4(In2)* -6

(2In2—1)3 'R [20(In2)2—36In2+17]3/2°

520.

Maarita kayrany® — xy? + x%y = 1 kaarevuus pisteessé, jossa 1. Piirrd kuvio.

.12
VASTAUS: N
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