6. Fourier'n sarjat

6.1. Fourier'n kertoimet

123.

Muodosta funktionf : | — 1, T{— R, f(X) = X, trigonometrinen Fourier'n sarja. Piirr sarjan osasummien kuvaajia.

VASTAUS:

124.

Funktio f : R — R on 2rtjaksoinen ja sen arvot valill®, 2 lasketaan lausekkeestéx) = x. Muodosta funktion
trigonometrinen Fourier'n sarja.

VASTAUS:

125.

Muodosta a) eksponenttimuotoinen, b) trigonometrinen Fourier'n sarja funkfiplle= |x| valilla [Tt 7.

VASTAUS: ¢ = [(—1)% — 1] /(1K?), josk # 0; co = T/2;
ax = 2[(—1)% — 1]/(1&?), josk # 0; ap = T, by = 0.

126.

Muodosta funktionf (x) = |x| eksponenttimuotoinen Fourier'n sarja valilal, 1]. Kirjoita sarja my@s trigono-
metriseen muotoon.

VASTAUS:

127.

Laske Fourier'n sarja valilli— 1,1] a) eksponenttimuodossa, b) trigonometrisessa muodossa funkiie)le-
—1, kunxe | —1,0], ja=1, kunx € ]0,1].

VASTAUS:

128.

Kehita funktiox? trigonometriseksi Fourier'n sarjaksi vélill& p, p].

VASTAUS:

129.

Maarita funktion

F(x) = 0, kun —m<x<-1/2 tai T2<x<T
)L kun —m/2<x<T/2,

trigopnometrinen Fourier'n sarja.

VASTAUS:

130.

Muodosta trigonometrinen Fourier’n sarja funktiofigjonka jaksona on 2 ja joka saa seuraavat arvot:

., kun0o<x<1i,
f(X): 2 21
0, kun —1<x<Otaiz <x<1
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VASTAUS:

131.

Funktion jaksona onf2ja se muodostuu kolmioaalloista:

F(x) = p+Xx, kunxe]-—p,0
p—x, kunxe]0,p[.

Piirré funktion kuvaaja ja laske sen trigpnometrinen Fourier’n sarja.

VASTAUS:

132.

Osoita, etta parillisen reaalifunktion trigonometrinen Fourier’n sarja sisaltaa yksinomaan kosinitermeja ja paritto-
man funktion sinitermeja.

VASTAUS:

133.

Olkoot f ja gjatkuvia 2jaksoisia funktioitaR — R, joiden eksponenttimuotoisen Fourier’'n sarjan kertoimet ovat
Ck ja dk. Naiden funktioiderkonvoluutio h= f « g maaritellaan yhtalolla

h(x) = %_[/;f(xft)g(t)dt.

Osoita, ettédh on 2r-jaksoinen ja sen Fourier’n kertoimet ovat= cdy.

VASTAUS:

6.2. Suppeneminen

134.

Olkoon f(x) = €* valilla [, 1. Muodosta funktion eksponenttimuotoinen ja trigonometrinen Fourier'n sarja.
Piirré Fourier'n sarjan osasummien kuvaajia. Tarkastele V&l 2. Suppeneeko sarja tasaisesti?

VASTAUS:

135.

Muodosta eksponenttimuotoinen Fourier'n sarja funktidl{g) = |x| valilla [—1t 1]. Suppeneeko tdméa tasaisesti
kohden funktiotaf ?

VASTAUS:
136.

Laske funktion

F(x) = -1, kunxe]-m0|,
1, kunxe 0,1,

eksponenttimuotoinen Fourier'n sarja. Suppeneeko se tasaisesti kohden fuffkiBaadaanko sarja derivoimalla
funktion |x| Fourier'n sarja termeittain?

VASTAUS:
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137.

Laske sarjojen

i 1 . il 1

2. ke B 2 ke
summat kayttamalla hyvaksi funktidi{x) = |x| Fourier'n sarjaa valill—Tt, 11.
VASTAUS: T2/8, T1¢*/96.

138.

Muodosta Fourier'n sarja funktiolle

f(x) = —x?, kunxe]-m0[,
| % kunxe]o,m.

Miten tdma suhtautuu sarjaan, joka saadaan funkkidRourier'n sarjasta termeittéin integroimalla?
VASTAUS:

1309.

Muodosta funktionf (x) = x? Fourier'n sarja valill§—7t 1. Suppeneeko sarja tasaisesti?
VASTAUS:

140.

Maarita funktionx? Fourier'n sarjan avulla sarjojen

21
&

summat.
VASTAUS:!

141.

Muodosta funktion® Fourier'n sarja kayttamalla hyvaksi funktion Fourier'n sarjaa.
VASTAUS:

142.

Muodosta funktion sink eksponenttimuotoinen Fourier'n sarja vali[lart, 1. Miten helpoimmin saadaan trigo-
nometrinen Fourier'n sarja? Suppeneeko sarja tasaisesti?

VASTAUS:

143.

Derivoi funktion sinix Fourier'n sarja termeittain. Onko tulos jonkin funktion Fourier'n sarja? Mink&? Suppeneeko
sarja tasaisesti?

VASTAUS:

144.

Muodosta eksponenttimuotoiset Fourier'n sarjat funktioille

0, kunxe]—-10], . 0, kunxe]-—10],
f(x) = I=10L = ] -0l
X, kunxe€]0,7 1, kunxe ]O,T.
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Suppenevatko sarjat a) pisteittéin, b) tasaisesti kohti funktioita? Piirrd osasummien kuvaajia.

VASTAUS:

6.3. Sini- ja kosinisarjat

145.

Maarita kertoimeby siten, etta yhtalo

1= Z by sinkrix
K=1

on voimassa valilld0, 1[. Suppeneeko sarja tasaisesti? Pateekd yhtald valin paatepisteissa?

VASTAUS:

146.

Kehita funktio co$ x a) sinisarjaksi, b) kosinisarjaksi valill@, 7. Millaisia 2rejaksoisia funktioita sarjat esittavat?

VASTAUS:

147.

Funktio f maaritelldan valill§0, 1] asettamalld (x) = 1 — x. Kehita tdmé a) sinisarjaksi, b) kosinisarjaksi. Minka-
laisia jaksollisia funktioita sarjojen summat ovat?

VASTAUS:
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