1. Vektorimuuttujan funktiot

1.1. AvaruusR"
1.

Todista Cauchyn Bymaxosckuii’'n — Schwarzin epayhtald avaruude&a

VASTAUS:

2.

Tutki, onko joukko

00

S=J{(xy) eR|xe 0,1, y=¢}.
k=1

kompakti, ts. rajoitettu ja suljettu.

VASTAUS:

3.

AvaruudenR" joukon kompaktisuuden maaritelmana pidettakdon sitd, etta se on suljettu ja rajoitettu; joukko ol-
koon suljettu, jos sen komplementti on avoin; joukko olkoon avoin, jos sen jokainen piste on sisapiste. Sisépiste on
piste, jolla on jokin ympéaristd, joka kokonaisuudessaan sisaltyy joukkoon. Joukon kasautumispiste on piste, jonka
jokaisessa ymparistdssa on muitakin joukon pisteité kuin kasautumispiste itse (jonka ei edes tarvitse kuulua jouk-
koon). Osoita, etté joukkd C R" on kompakiti, jos ja vain jos sen jokaisella aarettdméan monen alkion osajoukolla
on kasautumispiste joukossa

VASTAUS:

1.2. Funktion raja-arvo ja jatkuvuus

4.

Todista, etté seuraavilla kahden reaalimuuttujan reaaliarvoisilla funktioilla on raja-arvo origossa ja maérita tama:

a) (1+y2)smx7 b) xtany
X y
VASTAUS: @) 1; b)O.
Olkoon funktiollaf : E3 — E2 raja-arvo
rIirrr1 f(ry=a#o.
—To

Todista raja-arvon maaritelmaan perustuen, etta

f(r) a

o [FO] ~ Tal”

VASTAUS: Arvioi etéisyyttéd|f(r)/|f(r)| —a/|a|| samalla tavoin kuin todistettaessa osamaaran raja-arvoa koskevaa
lausetta yhden muuttujan funktioille.
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6.

Todista suoraan raja-arvon méaaritelméaéan perustuen, etta fuhkiR? — R?, f(x,y) = (X+Y, Xy), on jatkuva
pisteessdl, 1).

VASTAUS:

7.

Funktio f : R® — R olkoon jatkuva pisteesso, Yo, Z). Madaritellddn funktiog : R? — R asettamallay(x,y) =
f(x,y,20). Todista, ettdy on jatkuva pisteess&o, Yo).

VASTAUS: Kaytaed-tekniikkaa ja tarkastele etdisyytg(x,y) — g(Xo, Yo)|-

8.

Méaérittele tasainen jatkuvuus funktiolle: R? — R. Tutki, ovatko funktiot a)f (x,y) = 3x+ 5y, b) f(x,y) = xy
tasaisesti jatkuvia maarittelyjoukosRa.

VASTAUS:

1.3. Esimerkkeja vektorimuuttujan funktioista

9.

Milla muuttujien arvoilla seuraavat kahden muuttujan reaaliarvoiset funkgioy) ovat maariteltyja? Piirra naiden
kuvaajat.

X X
Xy, DX Y Q) s g

VASTAUS:

10.

Piirra korkeuskayrakuvat edellisen tehtavan funktioiden kuvaajista.

VASTAUS:

11.

Piirréd kahden muuttujan funktion
Fxy) = xe 0 7)

kuvaaja (pinta), kur-3<x<3, —3<y<3.

VASTAUS:

12.

Tutki funktion f (x,y) = x3+y° — 3xykuvaajaa piirtamalla sen tasa-arvokayfia, y) = vakio. Mika kayréa saadaan,
jos vakio= 0?

VASTAUS:

13.

Piirra kuvaaja funktiolle

f(x,y) :mtar%(/, x#£ 0.
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Mitd arvoja funktio saa origon ymparistéssa? Miten funktion kuvaajan muodostamaa pintaa voisi kuvata?

VASTAUS:

14.

Tarkastellaan pintaa= xy?(1—x)¥, 0 < x < 1,y > 0. Piirr& pinnan ja tasojen = vakio leikkauskéayria. Miten
leikkauskayrar = fy(x) kayttaytyvét, kury — «? Onko olemassa rajafunktiata= f(x) = limy_.. fy(x)?

VASTAUS:

15.

Tarkastellaan kuvausta: R? — R?,
f(r,¢) = (rcosp,rsing).
Piirré 1&ahtdjoukon suorakulmainen koordinaattiruudusto ja tamén kuva maalijoukossa. Onko kuvaus bijektio?

VASTAUS: Kuvaus ei ole injektio.

16.

Funktio f : R?2 — R? maaritellaan asettamalla
(u,v) = f(x,y) = (¢cosy, € siny).

Lahtdtasoa voidaan kutsua xy-tasoksi, maalitasoa uv-tasoksi. Tutki, millaiseksi uv-tason kuvioksi kuvautuu
xy-tason nelié{ (x,y) |0<x<1 0<y<1}.

VASTAUS: Ympyrarenkaan sektoriksi.

17.

Muodosta xy-tason suorakulmainen pistehila ja piirrd sen kuva. Kuvaa hila tdiman jalkeen furfktiBfa— R2,
f(x,y) = (€*cosy, €*siny) ja piirré kuvahila. Millaisesta kuvauksestaon kysymys?

VASTAUS:

18.

Olkoot f : R? — R3 jag: R? — R? kuvauksia:

g(x,y) = (€“cosy, € siny).

1
f(z)x(l) =A% A= 2

oA~ N

Muodosta yhdistetyn funktioifi o g lauseke.

VASTAUS: € (cosx+ 2siny, 3cosx+ 4siny, 5cosx+ 6siny).

19.

Koko avaruuden tayttava neste kiertda z-akselin ympéri siten, etta nestehiukkasen kulmanopeus on suoraan verran-
nollinen sen z-koordinaatin nelioén. Muodosta vektorimuuttujan vektoriarvoinen funktio, joka esittdd nestehiuk-
kasen nopeusvektoria sen paikan funktiona. (Téallaista funktiota kutsutddarikentéksijokaiseen avaruuden
pisteeseen tai oikeammin sen paikkavektariliittyy kentéan vektorif(r)).

VASTAUS: aZ?(—yi +¥j ), misséa on verrannollisuuskerroin.
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20.

Robotin tasossa liikkuva kasivarsi muodostuu kahdesta vivusta, joista edellinen on kiinnitetty toisesta paasta ori-
goon ja toiseen on nivelletty jalkimmainen vipu. Vipujen pituudet cwah b. Kasivartta ohjataan saatamalla
edellisen vivun suuntakulmat ja vipujen valistéd kulmaap. Lausu késivarren vapaan paan koordina@tiy)
ohjauskulmien funktiona. Vastaako jokaista vapaan paan asemaa yksikasitteiset ohjauskulmien arvot?

VASTAUS:

21.

Tason k&anteissateinen muunndgsversig on kuvausR? — R?. PisteenP = (x,y) kuvaksi asetetaan piste
P’ = (X,Y) siten, ettdP ja P’ sijaitsevat samalla origos@alkavalla sateella ja etaisyyksille pajeP| |OP| = 1.
Johda kuvauksen komponenttifunktioiden lausekkeet.

VASTAUS:

22.

Erdassa karttaprojektiossa ajatellaan kiedottavaksi lieri6 maapallon ympéri siten, ettd se sivuaa palloa péaivanta-
saajaa pitkin. Pallon pinnan piste projisioidaan lieritlle keskusprojektiolla, jonka keskus on maapallon keskipis-
teessa. Lopuksi lierid leikataan auki jotakin meridiaanin kuvaa pitkin ja levitetaan tasokartaksi. Johda lausekkeet
sille kuvaukselleR? — R?, joka kuvaa maantieteelliset pallokoordinaatit suorakulmaisiksi karttakoordinaateiksi.
Oletetaan, etta lieri6 on leikattu auki meridiaania 18akin ja karttakoordinaattien origo on kartan vasemmassa
laidassa keskella. Kartan mittakaava olkoordlpaivantasaajalla.

VASTAUS: X = %(d) +180),y= Rtand (kulmat asteissa, maantieteelliset pallokordinaRtipaapallon sade).
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