2. Reaaliarvoiset funktiot

2.1. Jatkuvuus

23.

Tutki funktion oy Xy

ay - X2 +y2
raja-arvoa, kun pistéx, y) lahestyy origoa pitkin seuraavia xy-tason kayridy a ax, b)y = ax?, ¢) y? = ax. Onko
funktiolla raja-arvoa origossa?

VASTAUS: @)a/(1+a?); b)0; c¢)0; eiole raja-arvoa origossa.

24.

Tutki, onko seuraavilla kahden reaalimuuttujan reaaliarvoisilla funktioilla raja-arvoa origossa:

X X2

a , b ,
"Wy D Wy

3 2

Yy
x4 4y2

X
X242’

) d)

VASTAUS:

25.

Tarkastellaan funktiotd (x,y) = x¥, misséx > 0,y > 0, (x,y) # (0,0). Osoita, etté funktiolla ei ole raja-arvoa
origossa. Mita arvoja funktio saa jokaisessa origon ymparistossa? Piirra funktion kuvaaja origon ymparistossa.

VASTAUS:

26.

Olkoon geometrisessa avaruudeBSanaériteltyna reaaliarvoinen funktio

a-r
fr)y=—, b-r#0
(=g br#0
misséa ja b ovat lineaarisesti riippumattomia vakiovektoreita. Tutki, onko olemassa raja-arvoa
lim f(r).

r—o

VASTAUS: Ei ole.

27.

Funktio f : R? — R madritelld&n asettamalky0,0) = a ja origon ulkopuolella funktiolla on lauseke

a) X2y b)xy(x3+y) 0 Xy d)«/(1+x2)(1+y2)—1 e)In(1+x2+y2)

Voidaankoa valita siten, ett& on jatkuva origossa?
VASTAUS: a) Eivoida; b)a=0; c)a=0; d)a= %; e)a=1.

28.

Tutki, voidaanko funktiot

1—cogx+Y) xy?

X2y d)
Xty 1 y2)2

x4 4 y2’

ysin(@+y?)

a) X2 + y2

) c)
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maaritella origossa siten, etta niista tulee jatkuvia. Piirréa funktioiden kuvaajat origon ymparistossa.

VASTAUS:

29.

Olkoonf : R2 - R,
1, kun X <y<2X,
f(x,y) = .
0 muulloin

Osoita, ettd funktiolla on sama raja-arvo origossa lahestyttdessa mita tahansa suoraa pitkin, mutta siita huolimatta
varsinainen raja-arvo ei ole olemassa. Missa pisteissa funktio ei ole jatkuva?

VASTAUS:

30.

Funktio f : R" — R olkoon jatkuva avoimessa joukos&ac R"; olkoonxg € G ja f(Xp) > 0. Osoita, ettd on
olemassa ymparistde (xo) siten, ettéf (x) > 0, kunx € Ug(Xo).

VASTAUS:

31.

Funktio f : R" — R olkoon kaikkialla jatkuva; olkoo# ja b reaalilukujaa < b. Osoita, ettd joukk&= {x € R" |
a< f(x) < b} on avoin. MaaritsBtapauksessé: R? — R, f(x,y) =¥ a=1,b= 2.

VASTAUS:

32.

Funktio f : R" — R olkoon kaikkialla jatkuva. Todista, etta jouki®= {x € R" | f(x) = 0} on suljettu. M&arit&
tapauksessé: R® — R, f(x,y,z) = x> +y? — 2.

VASTAUS:

33.

Funktio f : R" — R olkoon jatkuva ja# O kompaktissa joukoss&C R". Paattele, ettd on olemassa reaaliluku
a> 0 siten, ettg f (x)| > akaikilla x € S. Onko tulos voimassa, jdSei ole kompakti? Esité esimerkkeja.

VASTAUS:

34.

Funktio f : R" — R olkoon kaikkialla jatkuva ja silla olkoon ominaisuudet

lim f(x)=0, Ixg, %2 € R" siten, ettéa f(xq)f(xz) <O.

[[X]| =

Paattele, ettd funktion arvojoukolfaf (x) | x € R"} on maksimi ja minimi. Péateek® tulos, jos luovutaan funktion
jatkuvuudesta tai jommastakummasta lisdominaisuudesta? Esité esimerkkeja.

VASTAUS:
35.

Funktio f : R? — R olkoon kaikkialla jatkuva ja sill&a olkoon ominaisuus

f(x,y) < X,y € R.

L
1+x2+y?
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Osoita, ettd on olemassa reaaliluker 1 siten, ettéf (x,y) < a kaikilla (x,y) € R?.
VASTAUS:

2.2. Osittaisderivaatat

Muodosta seuraavien funktioiden osittaisderivaatat kaikkien esiintyvien muuttujien suhteen:
a) xy3+xsin(xy), b) Insin(x—2y), c¢) afrcsir% d) log, X,
e) (xy)%, fzv, o)X, h) %",

VASTAUS: @) y° + sin(xy) +xycos(xy), 3xy? +x2cogxy);  b) cotx— 2y), —2cotx— 2y);

) —y/(IX[v/X% —y?), (sgnx) / /% —y?,  d) 1/(xIny), —log,x/(yIny);
e) Z(xy)?/x, z(xy)?/y, (xy)?In(xy); ) y2¥Inz x2¥Inz, xyz¥ 1,
9) ¥y (Inxiny+1/x), ¥ xy Linx;  h) y2 1, x’zy% LInx, ¥y?Inxiny.

37.

Laske kunkin funktion tapauksessa annettu osittaiderivaattalauseke ja saata se mahdollisimman yksinkertaiseen
muotoon:

a) f(xy) =In(vXx+y), xh+yfy,
b) f(x,y,2) =INOC+Y* +22 —3xy2), fx+fy+ 1y

X/z
c)f(x,y,z)<§> , Xk+yfy+zf,

VASTAUS: a) 1/2; b) 3/(x+y+2); «c)O0.

38.

Tutki, ovatko funktiot a)f (x,y) = v/X2+¥2, b) (x+Y)|x+ Y| derivoituvia origossa? Enta jatkuvasti derivoituvia?

VASTAUS: a) Eiole; b) on kumpaakin.

39.

Miss& suorary = x pisteissa funktiollaf (x,y) = |x? — y2| on osittaisderivaatal ja f,?

VASTAUS:
40.
Madrita funktion 02 +42)
ysin(xc +y
f(X7y):Ty25 kUn(X,y)#(0,0), f(0,0):O

osittaisderivaatat kaikkialla ja osoita, ett ne ovat jatkuvia.
VASTAUS:

41.

Olkoon f(x,y) = x3y2 + x*siny + cogxy). Laske osittaisderivaateflyy, fxyx, fyxx ja totea, ettd nama ovat yhta
suuria.
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VASTAUS: Yhteinen lauseke 38+ 12x? cosy — 2ycogXy) + Xy? sin(xy).

42.

Laske funktionf (x,y) = ¥¥ ensimmaéisen ja toisen kertaluvun osittaisderivaatat, D, y € R. Ovatko toisen
kertaluvun sekaderivaatat yhtéa suuria?

VASTAUS:

43.

Laske funktion .
WY _
f(X7y> _XyX2+y27 kUn (X7y) 7é (070)7 f(0,0)—O

ensimmaisen kertaluvun osittaisderivaatat origossa ja muualla. Laske toisen kertaluvun sekadgsii@ataja
fyx(0,0); totea, etta namé ovat eri suuret. Piirra funktion kuvaaja.

VASTAUS:

44

Osoita, etta funktiot a) Ix? +y?), b) arctary, c) e**cogay) (a vakio) ovat Laplacen differentiaaliyhtalon
AL B
ox2  0y2

ratkaisuja eli nsharmonisisia funktioita

VASTAUS:

45.

Osoita, ettd funktiof (x,t) = u(x+ at) 4+ v(x — at), missau ja v ovat kahdesti derivoituvia funktioit® — R ja a
vakio, toteuttaa osittaisdifferentiaaliyhtéldp = a2 fyx.

VASTAUS:

46.

Olkoot f ja g kahdesti jatkuvasti derivoituvia funktioifd — R. M&aritéa vakiota ja k siten, ettd funktiai(x,y) =
xf(x+ay) +yg(x+ ay) toteuttaa osittaisdifferentiaaliyhtalén

9%u  0%u d%u

e a2~ oy

VASTAUS:

47.

Osoita, ettd funktiai(x,y) = xf(x+Yy) + yg(x+y) toteuttaa osittaisdifferentiaaliyhtélén

Fu Pu_,
ox2  0y2 " oxay

olivatpaf ja g mitd tahansa kahdesti jatkuvasti derivoituvia funktiditta> R.

VASTAUS:
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48.

Olkoot u ja v derivoituvia funktioitaR — R. Osoita, etté funktiof : R> — R, f(x,y) = u(x) + v(y), toteuttaa
differentiaaliyhtalén

0°f

—=0.

oxay
Osoita kadantaen, etté jokaisella timan differentiaaliyhtalon ratkaisulla on em. muoto.

VASTAUS:

2.3. Differentiaalikehitelma

49.

Laske funktion lisay&f, differentiaalid f ja korjaustermi, kurf (x,y) = X%y, x=1,y = 3,Ax=0.2 jaAy = —0.1.

VASTAUS:

50.

Muodosta seuraavien funktioiden (kokonais)differentiaalit:

y

X
arct = yinz IntanZ .
a) arctaryx, b) v c) x4 d)In anX

VASTAUS:

51.

Arvioi differentiaalin avulla lausekkeen .
z=&°"Varctarx

arvoa, kunx =140.001 jay = 30+ 0.02".
VASTAUS: Z~ /€T/4+ /&(36+4 911+ /312 /72000~ 1.2949+ 0.0019.

52.

Osoita suoraan differentioituvuuden méaaritelmén perusteella, ettd fui{itip) = xcosy on differentioituva koko
tasoss&R?.

VASTAUS:

53.

Olkoon f : R — R jatkuvasti derivoituva funktio. Madaritellaan funktg: R — R asettamalla

FO=fY) kunx
gxy) =9, 7 Y
f(x), kunx=y.

Osoita, ettdy on differentioituva pisteesg@, a), jos f”(a) on olemassa.

VASTAUS:

54.

Missa tasorR? pisteissa funktidf (x,y) = max{|x|, |y|} on differentioituva?
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VASTAUS:

55.

Maarita funktionf : R? — R,

f(x,y) = (*+y?)sin , kun (x,y) # (0,0), f(0,0)=0

1
VX +y?
osittaisderivaatat origossa. Osoita, etta funktio on differentioituva. Osoita, etta osittaisderivaatat eivat ole jatkuvia

origossa.

VasTAus: fy(0,0) = fy(0,0) = 0; ratkaise funktion differentiaalikehitelmastdunktio ja tutki sen raja-arvoa;
X 1

1
— Ccos ,
VR Ry Ry
y 1

fy(X,y) = 2ysin — cos ,
SN = T R Ry
kun (xy) # (0,0).

fx(X,y) = 2xsin

56.

Olkoon Xy

T KN #00,  f00=0

f(xy) =
Méaarita funktion osittaisderivaatat origossa ja osoita, etta funktio ei ole differentioituva origossa. Piirrd funktion
kuvaaja.

VasTaus: fy(0,0) = fy(0,0) = 0. Ratkaise funktion differentiaalikehitelméstéunktio ja tutki sen raja-arvoa.

S7.

Olkoon reaaliarvoinen funktid méaaritelty avoimessa joukos&ac R" ja differentioituva pisteessi € G. To-
dista, etté tallginf toteuttaalipschitzin ehdormisteess&p: On olemassa vakiM > 0 ja ympéristdUg (xo) siten,
etta

[F(%) = F00)| < M{[x=xo|| VX € Ue(x0)-

VASTAUS:

58.

Laske funktionf : R? — R, f(x,y) = x* 4 2y* + 4xy differentiaali pisteessé-3, 2). Mikéa on taman yhteys pinnan
z= f(x,y) tangenttitasoon?

VASTAUS:

59.

Laske seuraavien funktioiden suunnatut derivaatat annettuihin suuntiin annetuissa pisteissa:

a)f(xy) =€, i+j, (0,0),

b) f(x,y) = sin(tx)cogmy?), i—2j, (1,2),
c) f(x,y,2) =xy°Z, 6i—2j+3k, (—3,2,1),
d) f(x,y,2) =xyP+yZ, i+j—2k, (3,—14).

VAsTAUS: @) V2; b)-1/V5; ¢)-60/7; d)15%V6.
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60.

Laske funktion f(x,y,z) = xy+ cosx + y?z ensimmaéisen kertaluvun osittaisderivaatat ja gradientti pisteessa
(1/2,1,—11/2). Mité gradientti iimaisee funktiosth ? Enté pinnasté(x,y,z) =0 ?

VASTAUS:

61.

Mihin suuntaan funktid (x,y,z) = x3 — 2xy?z+ 5yZ kasvaa nopeimmin pistees& —2,1)? Mika on funktion de-
rivaatta tdhan suuntaan? Piirrd funktion kuvaaja, kun se rajoitetaan taman suuntaiselle ko. pisteen kautta kulkevalle
suoralle.

VASTAUS:

62.

Olkoon f : R® — R, f(x,Y,2) = xy? +yZ. Tutki, mihin suuntaan pisteesta, —1,4) on edettav4, jotta a) funktio
kasvaisi mahdollisimman nopeasti, b) funktio ei kasvaisi lainkaan. Mik& on funktion derivaatta nopeimman kasvun
suuntaan?

VASTAUS: a)i +58 —48k; b) kohtisuoraan eo. suuntaa vastaan. Derivaatta nopeimman kasvun su/bén:
75.29.

63.

Tutki, mihin suuntaarv funktio f(x,y,z) = xy? 4+ yZ> kasvaa nopeimmin pisteesB&= (3, —1,2). Muodosta yh-
den muuttujan funktio, joka kuvaa funktiohkayttaytymista pisteeR kautta kulkevalla vektoriv suuntaisella
suoralla; valitse argumentiksi etdisyys pistedd{@ositiivisena vektorirv suuntaan, negatiivisena vastakkaiseen
suuntaan).

VASTAUS:

64.

Etsi pisteet, joissa funktiofi(x,y, z) = xy+ cosx+ y?z gradientti on yz-tason suuntainen.

VASTAUS:

65.

Tutki gradienttia kayttaen, missa pisteissa kaycdn y° — 3xy = 0 tangentti on a) pystysuora, b) vaakasuora, c)
kaltevuudeltaan 45

VASTAUS:

66.

Mihin suuntiin funktionf (x,y) = 2x — y? suunnattu derivaatta origossaer0?

VASTAUS:

Mihin suuntiin funktionf ;: R?2 — R,

2

f<x7y>=XTyy2, kun (x.y) # (0,0), f(0,0) =0,

origossa muodostettu suunnattu derivaatta on olemassa?fQtiferentioituva origossa?
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VASTAUS:

68.

Olkoon f : R" — R differentioituva pisteess& € R" ja gradf (xg) # O. Osoita, ettd on olemassa tasmalleen yksi
yksikkdvektoriw € R" siten, ettd suunnattu derivaatta suuntagisteess&p on = || gradf (xo)||.

VASTAUS:

69.

Graafisen esityksen perusteella on kéayyan f(x) ensimmaiselle ja toiselle derivaatalle saatu tarkastelukohdan
ymparistdssa arviot
2.995< f/(x) < 3.005 1.99< f”(x) <201

Maarita differentiaalia kayttéen likimaaraiset virherajat kayran kaarevuussateelle kyseisessa kohdassa.
VASTAUS: R~ 51/10+ 19/10/400~ 15.81+0.15.

70.

Helsingin ja Tokion maantieteelliset koordinaatit asteen tarkkuudella ovat seuraavat:
Helsinki: 60N, 25E;
Tokio: 36N, 140 E.

Maapallon sade on 6370 km kymmenen kilometrin tarkkuudella. Arvioi kokonaisdifferentiaalia kayttaen, milla
tarkkuudella kaupunkien lyhin etdisyys maapallon pintaa pitkin mitattuna voidaan naista tiedoista laskea, kun
oletetaan maa taysin pallonmuotoiseksi.

VASTAUS:

/1.

PisteerB etaisyys pisteestd maaritettiin kolmannen piste€havulla. Mittaustulokset olivat
|BC| =265+0.5m, <ACB=45+0.1°, <ABC=105+0.1°.

Laske pisteider ja B valinen etaisyys ja sille suhteellinen virheraja.
VASTAUS:

12.

Pystysuoran lipputangon varjo vaakasuoralla kentalla havaitaan kahtena ajankohtana. Tana aikana varjo on kierty-
nyt kulman 2230, auringon korkeuskulma vahentynyt arvosta3® arvoon 290’ ja varjon paa piirtanyt kaaren,

jonka janteen pituus on 784 cm. Mik&a on tangon korkeus ja milla tarkkuudella se em. arvoista saadaan, kun kul-
mamittausten tarkkuus on 1 pituusmittauksen 2 cm?

VASTAUS:

73.

Miten tarkkoja lukujere ja tlikiarvoja on kaytettava, jotta luvun &, b) €™ virhe olisi < 0.005?
VASTAUS:

74.

Karttapaperi kutistuu x-akselin suunnassa 1 % ja y-akselin suunn#s%a @rvioi kokonaisdifferentiaalia kayt-
téen, kuinka monta prosenttia on korjattava sellaista etaisyytta, joka kutistuneella kartalla muodostaa 30 asteen
kulman x-akselin kanssa? Montako astetta kulmaa on korjattava?
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VASTAUS: 0.9 %, —0.1°.

2.4. Valiarvolause

75.

Olkoon f(x,y) = x? 4 2y? — xy. Etsi véliarvolausessa mainittu pig&n), jolle patee
f(x7y) - f(o7 o) = fX(E7 n)x+ fy(‘i» n)y

VASTAUS:

/6.

Funktiot f : R" — R jag: R" — R olkoot differentioituvia alueessa c R". Osoita, etté jos kaikilla € G patee
f (X) = O (x), k=1,...,n,

niin on olemassa vaki6 siten, ettéf (x) = g(x) + C alueess&.

VASTAUS:

2.5. Ketjusaanto

77.

Laske ketjusdantda kéytté%\:rv , kun

AW=xy+yz+zx x=¢€,y=2% z=¢€",

2xy P
b)W:m, X:2t,y:t7

)w=In(x®+3xy? +4y*), x=22 y=3t.

VASTAUS:

/8.

Laske ketjusaantoa kaytta%\% ja %—\:V , kun

a)w=xIn(®+y?), x=s+t, y=s—t,
byw=e&"¥sin(2x—y), x=+22 y=25—t2

VASTAUS:

79.

Kappale kulkee pinnall& (x,y,z) = O siten, ettd sen x- ja y-koordinaattien aikariippuvuus tunnetaanx(t),

y = y(t). Lausu kappaleen nopeusvektori funktioidenx ja y derivaattojen avulla. Sovella tulosta tapaukseen,
missé pinta on yksikkdséteinen pallo ja x- ja y-koordinaatit kasvavat aikaan verrannolk@gstiy(t) =t. Liike
alkaa hetkelld = 0. Hahmottele nopeusvektorin itseisarvon kuvaaja.

VasTAaus: Nopeusvektori +j — (FX + RyY')/F-k; sovelluksessa+j — 2t /v/1— 2t?k.
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80.

Olkoonu(x,y) = sinx+ f(siny —sinx), missaf : R — R on differentioituva funktio. Osoita, etté lausekgosx+
Uy COSy on riippumaton funktiostd.

VASTAUS: Lauseke on cascosy.

81.

Olkoot f ja g kaksi kahdesti derivoituvaa funktiofda — R ja olkoonh(x,y) = f(xg(y)). Laske funktiorh toisen
kertaluvun osittaisderivaatat.

VASTAUS:

82.

Osoita, ettéa funktia = mtar%, misséx = u+V, y = u—, toteuttaa osittaisdifferentiaaliyhtalon

0z 0z u-v
ou ov  ul+v?’

VASTAUS:

83.

Kahdesti jatkuvasti derivoituva funktib(x,t) toteuttasaaltoyhtalon

%f  ,0°f

= =C—.
ot2 ox2

Merkitdénu = x+ct, v=x—ct, f(x,t) = F(u,v). Etsi osittaisdifferentiaaliyhtél6 funktiollE.

VASTAUS:

84.

Olkoonu(x,y) kahdesti jatkuvasti derivoituva reaaliarvoinen funktio, joka tasBSsateuttaa osittaisdifferentiaa-
liyhtalon

%u 9%

ox2  oy?’
Merkitddnx = s+t,y=s—tjau(x,y) = u(s+t,s—t) = U(s,t). Muunna osittaisdifferentiaaliyhtél6 funktiota
koskevaksi ja ratkaise se. Millainen ratkaisu tastéa saadaan alkuperaisen yhtalon tuntemattomalle fuiRktiolle

VASTAUS:

85.

Olkoon f koko xy-tasossa méaaritelty funktio ja olkoon tdmén esitys napakoordinaattien auiilg) =
f(rcosp,rsing) = F(r,$). a) Lausu funktionf osittaisderivaatat funktioir osittaisderivaattojen ja muuttu-
jienr, ¢ avulla. b) Lausu funktiof osittaisderivaatat funktiof osittaisderivaattojen ja muuttujieqy avulla.

VASTAUS:

86.

Lausutaan funktid (x,y) napakoordinaattien avulla:

f(xy) = f(rcosp,rsing) = F(r.0).
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Esita lauseke
LARNEIAY
ox ay
napakoordinaattien ja funktidh osittaisderivaattojen avulla.

VasTaus: (%)2 + é(g%)z.

87.

SuureS voidaan esittdéd seké suorakulmaisten ettd napakoordinaattien &lé(x,y) = F(r,¢). Se toteuttaa
suorakulmaisten koordinaattien suhteen osittaisdifferentiaaliyhtalon

S 2+ 05\* _,

ox ay)
Millaisen napakoordinaattien suhteen muodostetun osittaisdifferentiaaliyhtalon se toteuttaa?
VasTaus: ($)2+ 5(3)?=1.

a9

88.

Funktio u(x,y) on tasonR? pisteissd madaritelty skalaarikenttd; napakoordinaattien avulla lausuttuna tdma on
U(r,9). Lausu napakoordinaateissa

ou du ou du 0%u 94

&_y77 b)X&"‘yafy, C)ﬁ“raiyz

a)X oy

VASTAUS:

89.

Muunna osittaisdifferentiaaliyhtalo

ou odu
X&erafy—x +y2

napakoordinaatteihin. Merkitse talldir(x,y) = U(r,$). Millaisia ratkaisuja yhtélolla on? Oletetaan lisaksi, etta
ratkaisufunktio saa xy-tason yksikkdympyralla arugt,y) = x. Onkou télldin jatkuva origossa?

VASTAUS: U(X,Y) = 1 (X% +y?) +X//X2+y2 — 3; ei ole jatkuva origossa.

90.

Funktio f (x,y) toteuttaa alueesggx,y) | x > 0, y > 0} osittaisdifferentiaaliyhtalon
2f_ o1
ox yay'
Lisaksi pateef (x,x) = x, kun x > 0. Muunna yhtald sijoituksella = xy, v = y/x funktiota F(u,v) = f(x,y)
koskevaksi ja ratkaisé(x,y). Onko funktiollaf raja-arvoa origossa?

VASTAUS: &£ =0, f(x,y) = /XY, lim(xy)(00) f(x,y) = 0.

91.

Olkoon skalaarikentté muotoau(x,y,z) = f(r), missar = \/x2 +y2+ z2 ja f on derivoituva. Kentta toteuttakoon
osittaisdifferentiaaliyhtalén
ou du _Odu

X&+yFy+ZE:U
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Muunna tama funktiotd koskevaksi differentiaaliyhtéloksi, jossa muuttujanar oRatkaise yhtalé. Minkalainen
lauseke saadaan kentalie

VASTAUS:

92.

Olkoon f geometrisessa avaruude&Saméaaritelty funktio:f (r) = f(x,y,z) = g(r), misség: R — R on derivoituva
yhden muuttujan funktio ja paikkavektorm= xi +yj + zk pituus onr = \/x2+y2+ z2. Funktio f riippuu siis
vain origosta mitatusta etéisyydesta. Osoita:

gradf = g’(r)% )
VASTAUS:

93.

Funktio f (x,y) toteuttaa osittaisdifferentiaaliyhtélon

2 2 2
AL +4x2ﬂ YA

2 oxdy a2 “oy 0

Olkoot u = x? +y ja v = x uudet muuttujat; siix = v, y = u— V2. Merkitaan f(x,y) = f(v,u—Vv?) = F(u,v).
Millaisen osittaisdifferentiaaliyhtélon toteuttaa funki@

VASTAUS:
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