3. Taylorin polynomi; funktion aariarvot

3.1. Taylorin polynomi
94.

Kehita funktio f (x,y) = x?y® Taylorin polynomiksi kehityskeskuksena pigtel, 2) a) laskemalla osittaisderivaa-
tat, b) kirjoittamalla muuttujat muotoon= —1+ (x+ 1),y =2+ (y—2).

VASTAUS:

95.

Laske Taylorin polynomit seuraavissa tapauksissa:

a) f(x, y) = 2x* — 5y + 2xy?, keskus= (0,0), aste= 3;

b) f(x,y) = y?Inx, keskus= (1,0), aste= 4;
c) f(x,y) = /X3y, keskus= (1,3), aste= 4.

VASTAUS: a) 2y — y3 b) (x—1)y? — 1(x—1)%y?%

c>f+3f<x D+g2(y=3)+ 22 x-1?+ F(x-1)(y-3) ~ F(y- 3~
LBx-13+ L2 (x—1)2(y—3) — Y2 (x—1)(y—3)+ 35y~ 3)°+

33 (x—1)* f 3(x—1)3(y—3) — 13(x— D2y - 32+ 33 (x— 1)(y— 3>~ 23y 3)*.

96.

Laske termin(x 4 m)?(y — )2 kerroin funktion f (x,y) = sin(xcosy) tekijéidenx+ mtjay — mmukaan etenevassa
Taylorin kehitelméssa.

VASTAUS:

97.

Muodosta funktiore*% toisen asteen Taylorin polynomi pistee$8z0) seka Taylorin lauseen mukainen lauseke
funktion ja polynomin erotukselle. Etsi erotuksen itseisarvolle ylaraja neliédséd x < 1, -1 <y < 1.

VASTAUS:

98.

Etsi funktion

f(xy,
(xy.2) = X+y+2Z
kolmannen asteen Taylorin polynomi pistee§k®, 0) laskemalla kertoimet osittaisderivaattojen avulla.

VASTAUS:

99.

Etsi funktion

f(xy,2) = XTyTz

kolmannen asteen Taylorin polynomi pistee§s®,0) kayttdmalla hyvaksi yhden muuttujan funktiof(1+t)
Maclaurinin polynomia.

VASTAUS:
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100.

Muodosta funktiolle 1

TX+y+z 1+ (X—1)+y+z

neljannen asteen Taylorin polynomi pisteegk®, 0) kayttamalla hyvéaksi funktion 41+ t) Taylorin polynomia.
Laske taman avulldyy,{1,0,0).

f(x,y,2)

VASTAUS:

101.

Muodosta funktionf (x,y) = sin(xy) kuudennen asteen Taylorin polynomi pisteef&®) kayttdamalla funktion
sint Taylorin polynomia. Laske tdméan avulla kaikki funktion kuudennen kertaluvun osittaisderivaatat origossa.

VASTAUS:

102.

Muodosta funktiolle
f(x,y) = €Ysiny

kolmannen asteen Taylorin polynomi kehityskeskuksena origo kayttamalla yhden muuttujan funkdigédsint
Maclaurinin polynomeja.

VASTAUS:

103.

Laske funktionf (x,y) =In(1+ x2+y2) osittaisderivaattdixxxxyy 0, 0) muodostamalla funktiolle riittdvan korkeata
astetta oleva Taylorin polynomi. Muodosta tata varten ensin funktidm) Taylorin polynomi.

VASTAUS: —1440.

104.

Yhtalo x2 + 2y? + 322 = 6 madrittelee eraéassa pistednl, 1) ymparistossa funktiom= f(x,y). Muodosta taméan
funktion toisen asteen Taylorin polynomi pistee&sd).

VASTAUS:

105.

Laske funktionf (x,y, z) origokeskisen Taylorin polynomin neljannen asteen termien kertoimet. Vrt. naiduhs.
tinomikertoimiin

VASTAUS:

106.

Tarkastellaan funktiotd : R? — R pisteen(xo, Yo) ymparistossa. Merkitadm= (X — o,y —Yo) = (hx, hy). Osoita,
etta jos tassd ymparistdssa on voimassa

f(xay) = AO +Al(hX7 hy) +oe +A|’1(hX7 hy) + U(X,y)||h||n+1,
f(x,y) = Bo+Ba(hx, hy) + - + Bn(he, hy) +v(x,y)[|h[| "2,

missaA| ja Bj ovat astettg olevia homogeenisia kahden muuttujan polynomeja ja funktjatv ovat rajoitettuja,
niin kehitelmat ovat identtiset.

VASTAUS:
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3.2. Funktion suhteelliset aariarvot

107.

Luokittele seuraavat neliomuodot:
a) 2% —7xy—15y%, b) 6xy—9x2—y?, ) 4xy— 2x% — 3y’

Missa neliomuodot ovat 0?

VASTAUS:

108.

Luokittele seuraavat neliomuodot:

a) 2+ 2y% + 22— 4xy+6yz,  b)¥2 +2y% + 32 — 2yz+ 27x

VASTAUS:

109.

Etsi funktion f (x,y) = 2xy— x? — y* lokaalit &&riarvot. Piirra funktion kuvaaja.

VASTAUS:

110.

Etsi seuraaville funktioillef ne pisteet, joissa gred= O, ja tutki lokaalin &ariarvon esiintymista:

a)y* +x* —2xy, b) X3 +xy+y? —3x—9y,  c)X*+y +axy— 22
1 1
d) (x+2y—2)(x—2)(y— 1), e)%y+;—9, f (xty)e 7,
VASTAUS:
111.
Maarita funktion

f(xy) = (& —y?)e X )/2
lokaalit &ariarvokohdat, naiden laatu seka aariarvot.
VASTAUS: Suhteellinen maksimi (4+1/2,0) = 2/e, suhteellinen minimif (0, +v/2) = —2/e.

112.

Milla vakion a arvoilla funktiolla )
f(x,y) =€ —2cosy+axy

on suhteellinen minimikohta origossa?

VASTAUS:

113.

Tutki funktion f (x,y) = x3 4 3axy? — 3x? — 3y? 4 4 suhteellisia dariarvokohtia vakiareri arvoilla. M&aarita aariar-
vojen laatu neliomuotojen teoriaa kayttaen. Onnistutaanko talldin kaikissa tapauksissa?

VASTAUS:
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114.

Tutki, onko piste(2,0) funktion
f(xy) =X+ 3xy? — 3 —3y* + 4

aariarvopiste. Millainen tulos saadaan nelimuotojen teorian avulla? Piirra pinnasta korkeuskayrakuva.

VASTAUS:

115.

Tutki nelidmuotoja kayttaen, onko origo suhteellinen aariarvo funktiolle
f(x,y,2) = &1+ —xy

Jos on, onko kyseessa maksimi vai minimi?

VASTAUS:

116.

Tutki, onko origo suhteellinen &ariarvokohta funktiolle

5

foy) =3 0C+xy)k.

k=1

VASTAUS:

117.

Osoita, etta funktiollaf (x,y) = (x*> —y)(2x* —y) ei ole &ariarvoa origossa, vaikka sen rajoittumalla jokaiselle
origon kautta kulkevalle suoralle on suhteellinen minimi.

VAsTAUS: f(x,kx) = 2x* — 3kx® + k2%, T(0,y) = y?; funktio saa paraabelign= x?, y = 2x? valissi negatiivisia
arvoja, muualla paraabelin ulkopuolella positiivisia.

3.3. Absoluuttiset aariarvot

118.

Etsi seuraavien funktioiden maksimi ja minimi annetussa joukossa:

aAxy+x—y,  {(xy) [ +y? <L x+y+1>0, x—y—1<0};
b)x®—2y? —xy—x,  {(xy)|x>-1,y>-1 x+y<1};

C) 3+ x—X°—y?,  {(xy)|2¢+y?* <1}

Ay’ -2¢,  {(xy)[¥-y<1 x+y<1i};

e)xy@a—x—-y), {(xylx<a lyl<a};

NxC+y,  {(xy) [0<xy<1¥+y <4}

g) sinx+siny —sin(x+Y), {(xy)|0<x<m 0<y<T};
h)y(x+y)e,  {xy X <1 |y <1}

i) xsinz+ycosz,  {(xY.2) | C+yY+Z <1}.

VAsTAUS: @) 1,—1—v2; b)Y, -4, o) 7 d)2,-3 e &% -a% 8,-8 0)3v3,0 h2
“1i)1,-1.
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1109.

Maarita funktion ,
f(x,y) =xe ™ ¥

suuurin ja pienin arvo ympyrassa+ y? < R

VASTAUS:

120.

Maaérita funktionf (x,y) = x2 +y? 4 2axysuurin ja pienin arvo ympyrasgdx,y) | x2 +y? < 1} kaikilla vakiona
arvoilla.

VASTAUS:

121.

Paraboloidisegmentis#& + 4y? < z < 1 sahataan suorakulmainen sarmi, jonka sivutahkot ovat koordinaattitaso-
jen suuntaiset. Maaritd tdman suurin mahdollinen tilavuus. Mitka ovat talldin sarmién mitat?

VASTAUS: maxV = 1/4; mitat 1, /2, 1/2.

122.

Suorakulmaisen sarmién sivutahkot ovat koordinaattitasojen suuntaiset ja se sijaitsee elliggardiny? /b’ +
7 /c? = 1 siséssa. Miten suuri voi sarmion tilavuus olla? Mitk& ovat talldin sen sarmien pituudet?

VASTAUS: %abc sarmat a/v/3, 20/+/3, 2c//3.

123.

Maarita funktion
f =
xY) = ez

suurin ja pienin arvo joukossa

a){(xy) [0<X*+y* <1}, b){(xy)[¥*+y*>1}, c)R*\{(0,0)},
mikali nAma ovat olemassa.

VASTAUS: a) Eiole; b)1,—1; c)eiole.

124.

Maarita funktion
_ 1+2x+2y

— Xy _ sy
T(xy) = (e, b fxy)= 150
suurin ja pienin arvo tasos&¢, mikali namé ovat olemassa.

VASTAUS:

125.

Osoita, etta reaalilukujoukon
{xye™™|x>0,0<y<1}

maksimi on olemassa ja maarita se.

VASTAUS: Maksimi on 1/v/2e pisteess§l/v/2, 1).
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126.

Tutki funktion f(x,y) = xy?(1—x)Y absoluuttista maksimia ja minimi&, kurcOx < 1,y > 0.

VASTAUS: Minimi = 0, maksimia ei ole (supremuga ).
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