6. Kaanteiskuvaukset ja implisiittifunktiot

6.1. Kaanteisfunktion olemassaolo

165.

Ma&arita jokin piste, jonka ymparistdssa funktiofla R? — R?,
f(x,y) = (ysinx, x+y+1)

a) on lokaali kdanteisfunktio, b) ei ole. Piirrd naiden pisteiden ympéristéon asetetun neliéruudukon kuva.

VASTAUS:

166.

Tutki, minka pisteiden ymparistossa kuvauksdllaR? — R?, f(x,y) = (x> 4 xy, X2/10+y), on lokaali kaanteis-
kuvaus. Tarkastele aluetfdx,y) | —1.5 <x< 1.5, —1 <y < 1} ja muodosta siihen piirretyn nelidruudukon kuva.
Laske funktionf Jacobi’n determinantti. Missa pisteissa tama-08? Miten nama pisteet kuvautuvat?

VASTAUS:

167.

Funktio f : R? — R? madritella&n asettamalfdx,y) = ((x+Yy)3 +ax+ay, x—y). Tutki lokaalin kaanteisfunktion
olemassaoloa tapauksissaa} 3, b)a = —3. Selosta, miten funktio kuvaa xy-tason. Piirra kuvia.

VASTAUS: a) Globaali ja siis myds lokaali kdénteisfunktio on olemassa; b) lokaali kAanteisfunktio on olemassa,
josx+y# +1.

168.

Laske funktionf : R2 — R2,
f(X,y) = (X3+y37 X3_y3)
funktionaalideterminantti. Onko funktiolla globaalia k&&nteisfunktiota? RatKaise yhtalosta(u,v) = f(x,y).

VASTAUS: det(Jf (x,y)) = —18x%y?; globaali kaanteisfunktio on olemassa:

o(uv) = (/3 (u+v), Y3 (u-v)).

169.

Funktio f : R?2 — R2, f(X1,%2) = (y1,¥2), olkoon méaéaritelty yhtalsilla
y1= (X1 +%)3,
y2 = (X1 —%2)*.

Laske funktionf Jacobi'n matriisi (funktionaalimatriisi) pistees&&,x.). Osoita, ettd funktiollaf on kaanteis-
funktio g ja maarita sen lauseke. Onko funktjkaikkialla differentioituva? Maarita funktiog Jacobi’n matriisi
pisteessdl, 8).

VASTAUS:

170.

Olkoon f : R? — R?,
f(x,y) = (€“cosy, € siny).
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Maérita suorakulmio®={ (x,y) | r1 <x<rp, 0 <y < 2} kuva f(S) ja tutki, onko kuvaud : S— f(S) injektio.
Ma&arita suurin injektiivisesti kuvautuva origon ympyraymparisto.

VASTAUS:

171.

Kuvausf : R? — R?,

f(xy) = (V) = (€' cosy, &'siny),
kuvaa pisteef® = (1,71/6) eraan ympariston piste€d= (ev/3/2,e/2) eraalle ymparistolle bijektiivisesti, jolloin
on olemassa lokaali kdanteiskuvaus gi(u,v), y = g2(u, V). Laske funktiorh(u,v) = g1 (u,v)gz(u, v) osittaisde-

rivaatat@ ja % isteess®
ou ] ov P '

VasTaus: 3! = (/3 -6)/(12e), I = (m+6v/3)/(12e).

6.2. Implisiittifunktioista

172.

Osoita, ettd yhtala® + 2y* — 3x%y = 0 eraéssa pistednd, 1) ympéristdssa madrittelee funktign= f(x). Maarita
funktion kuvaajan tangentin yhtalo kyseisessa pisteessa.

VASTAUS:

173.

Maarita Cartesiuksen lehded+ y2 = 3xy kaarevuussade niissa pisteissé, missa kayré leikkaa syieran
VASTAUS:

174.

Yhtald F (cx— az cy— bz) = 0, missdF on differentioituva funktio seka, b ja c vakioita, maaritelkdon differen-
tioituvan funktionz = f(x,y). Laskeafy +bfy.

VASTAUS:

175.

Osoita, etta yhtalo siiyz) +y?e* = x médrittelee eradssa pisteen, 1, 0) ymparistossa funktion= f(x,y). Arvioi
differentiaalia kdyttaen taman funktion arvo pistegggas- 0.01, 11— 0.03).

VASTAUS:

FunktiotF : R® — R ja G : R? — R olkoot jatkuvasti derivoituvia. Oletetaan, etta yhtalolla
F (Xa Y, G(y7 Z)) =0

on ratkaiswz = f(x,y). Lausufy ja fy funktioidenF ja G osittaisderivaattojen avulla.

VASTAUS:

177.

Oletetaan, etté yhtald= f(y,z) maérittelee funktiorz = g(x,y) ainakin jossakin tarkastelupisteény,z) ympa-
ristossa. Lausu derivaatayt, gy ja gxy funktion f derivaattojen avulla. Oletetaan, etta funktion riittivan monta
kertaa differentioituva.
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VASTAUS:

178.

Osoita, etta yhtal& = z+ ysinz erdéssa origon ympéristossa maarittelee funktierg(x,y). Laskegyy(0,0).

VASTAUS:

179.

Osoita, etta yhtal§e + sin(x — y+ z) = 0 maadrittelee erddssé origon ymparistdssa pinnan. Maarita pinnan tan-
genttitaso origossa.

VASTAUS:

180.

Osoita, ettd yhtalot
2 2R

2 P 2 (x-3)
a2+ b2+02

(5)
(a, b, c> 0) maarittavat kayran piste¢s, g, \%2) ymparistdssa. Laske tdhan pisteeseen asetetun kayran tangentin
ja z-akselin valisen kulman kosini.

=1 ja

VASTAUS:

181.

Laske funktion f(x,y,z) = xy+ cosx + y?z ensimméisen kertaluvun osittaisderivaatat ja gradientti pisteessa
(r/2,1,—1/2). Mité gradientti ilmaisee funktiostd ? Ent&d pinnastd (x,y,z) = 0 ? Mité osittaisderivaatto-

jen avulla voidaan paatella siitd, maaritteleekd yhtél y,z) = 0 jossakin em. pisteen ympéristdsséa funktiot
X=xX(y,2), y=Y(z.X), z=2(x,y) ?

VASTAUS:

182.

Osoita implisiittifunktiolauseen avulla, ettd yhtalo€2- 3y? 4 22 — 47 = 0 jax? + 2y? — z= 0 madrittavét pisteen
(—2,1,6) ymparistdssa derivoituvat funktigt= f(x) jaz= g(x). Laske ndiden derivaatat pisteessé —2.

VASTAUS:

183.

Tutki, voidaanko yhtaloista
X+y—z=1 ja X*+y?—2z=0

ratkaista funktioty = f(x) ja z= g(x) sopivassa pisteefl, 1,1) ymparistéssa. Mikéa on probleeman geometrinen
sisaltg?

VASTAUS: Ei voida,; elliptinen paraboloidi ja sen tangenttitaso.

184.

Tutki sopivaa Jacobi’'n determinanttia kayttaen, voidaanko yhtaldista
x+y+z=1 ja R+y?+72=1

ratkaista funktioyy = f(x) jaz= g(x) sopivassa pistee(l%, %(14— V5), %(1— V/5)) ympéristossa. Mikd on problee-
man geometrinen sisalto?
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VASTAUS:

185.

Osoita, ettd yhtalot
Y4xy+Z=4 ja e?=y?

madarittavat jossakin piste€B, 1,0) ympéristdssa funktiot = f(z) jay = g(2). Laskef’(0) jad'(0).
VasTAUs: f/(0) = —12,¢/(0) = 3.

186.

Olkoon f differentioituva funktioR?> — R ja olkoon(a, b, c) piste, joka toteuttaa yhtalst

f(f(xy),z2 =0
f(x, f(y,2)) =0.

)

Milla funktion f osittaisderivaattoja koskevalla ehdolla yhtalot implisiittifunktiolauseen mukaan maéarittavat pis-
teen(a, b, c) ymparistdssa funktiot = u(z) jay = v(z)? Merkitse osittaisderivaattoj ja f, sek& merkitse myos
niiden argumentit nakyviin.

VASTAUS:

187.

Piste(Xy, ..., X, Y1, ..,Yp) toteuttakoon yhtaldryhman

fi(Xe,..., %, Y1,---,Yp) =0,

fp(X17~-~;Xn;Y1;~-~vyD) =0.

Selosta, mill& ehdolla ko. pisteen ymparistossa yhtaloista voidaan periaatteessa ratkaista riippuvuus

V1= gl(xlv'“axn)a

yp = gp(X17 ce 7Xn)

Sovella teoriaa yhtaloihir? +y§ —2y2 =0,x+y1—Yy2—1=0 pisteen1,1,1) ymparistossa.

VASTAUS:

188.

Oletetaan, ettd yhtale(x,y, z) = 0 maarittaa tarkastelupisteéx, Yo, 20) eradssa ymparistdssa funktiot x(y, z),
y=Y(z,X) jaz=z(x,y). Todista termodynamiikassa tarvittava yhtalo

oxoyor
dy 0zox
VASTAUS:
189.
Totea edellisen tehtavan yhtalén
oxoyor
dy 0zox
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voimassaolo tapauksesséx, y, z) = x3y?z— 1, ts. muodosta funktiot y, z, laske naista tarvittavat osittaisderivaatat
ja niiden tulo.

VASTAUS:

6.3. Sidotut aariarvot

190.

Etsi pisteer(a, 0) lyhin etéisyys paraabelisi& = 4x kayttamalla Lagrangen kertoimia.

VASTAUS:

191.

Etsi origon lyhin etéisyys hyperbelistd + 8xy+ 7y? = 45 kayttaen Lagrangen kertoimia.
VASTAUS: /5.

192.

M&arita origon suurin ja pienin etaisyys kayrasta

x4
S
at bt
VASTAUS:
Maarita se ellipsin
2 2
LYy
a2 ' p?

ensimmaisessa neljanneksessa oleva piste, johon asetettu tangentti muodostaa koordinaattiakseleiden kanssa mah-
dollisimman pienialaisen kolmion.

VASTAUS:

194.

Olkoota, B jay kolmion kulmat. Etsi suurin arvo lausekkeelle giain% sin%.

VASTAUS:

195.

Puolisuunnikkaan sivub ja d ovat yhdensuuntaiset, sivatja c yhta pitkat; puolisuunnikkaan ala on annettu.
Maarita suhdea : b: ¢: d siten, ettd summa+ b+ ¢ on mahdollisimman pieni.

VASTAUS:

196.

PisteerP = (a,b,c) kaikki koordinaatit ovat positiivisia. M&arita pisteen kautta kulkevan tason ja kaikkien koor-
dinaattitasojen rajoittaman tetraedrin pienin mahdollinen tilavuus.

VASTAUS:
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197.

Suuntaissarmién sarmien pituuksien summa olkoan MA&rita sérmidn suurin mahdollinen tilavuus.

VASTAUS:

198.

Halutaan rakentaa suorakulmaisen sarmién muotoinen laatikko, jonka tiladuarsannettu. Laatikon pohja ja
sivuseinat ovat puuta ja kansi lasia. Kuinka sdrmien pituudet on valittava, jotta hinta olisi mahdollisimman alhainen,
kun lasi on kaksi kertaa niin kallista kuin puu?

VASTAUS:

199.

Maarita funktion f(x,y,z) = x3 +y3 + Z% suurin ja pienin arvo tasor+y+z = 3 ja pallonx? +y? + 22 = 27
leikkausympyralla.

VASTAUS: Maksimi 123, minimi 27.

200.

Maarita Lagrangen kertojaa kayttaen funktibixy, . .., n) = (X1....%,)? suurin arvo yksikkopallollaZ + .. . x2 =
1. Paattele tuloksesta aritmeettisen ja geometrisen keskiarvon vélinen epayhidloa, < %(al + -4 an),
missaa, > 0.

VASTAUS: 1/n". Merkitsex? = ax/(ag + -+ + an).

201.

Etsi lausekkeely}_, x{ &éariarvot, kun side-ehtona gif_, x = a.

VASTAUS:

202.

Maaérita funktionf (x,y) = x2 4+ y? suurin ja pienin arvo kéayrall& 4 y3 = 3xy.

VASTAUS:

203.

M&arita funktionf (x,y,2z) = x* + y? + 22 suurin ja pienin arvo pallow® +y? + 72 + 4x + 4y = 10 ja lieriénx? +
y? + 2x+ 2y = 6 leikkauskayralla.

VASTAUS:

204.

Maarita funktionf (x,y,z) = x3 +y® + 2 suurin ja pienin arvo pallow? +y? + 22 + 4x+ 4y = 10 ja lierionx? +
y2 + 2x+ 2y = 6 leikkauskayralla.

VASTAUS:
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