7. Taso- ja avaruusintegraali

7.1. Tasointegraalin maarittely

205.

Tarkastellaan funktioté(x,y) = x+y nelioss& (x,y) |0 <x<1, 0<y<1}. Nelid jactaan suorilla=ajay=>b
neljaan osasuorakulmioon;0a < 1, 0 < b < 1. Muodosta tahan jakoop liittyva alasummas, ja ylasumma

S, . Méaarita supgs; ja inf, S tallaisille jaoille. Seuraako lukujen erisuuruudesta, etté funktio ei ole integroituva
ko. nelibssa?

VASTAUS:

206.

Olkoot Ty ja T» kaksi perussuorakulmiota, joille patée- Ty, A C T,. Osoita, etté jos funktior nollajatko f,‘i on
integroituva yli joukonTy, niin se on integroituva myds joukdmn yli ja integraalit ovat yhté suuret:

/f}\’: £
T T2

VASTAUS:

7.2. Tasointegraalin perusominaisuudet

207.

Todista suoraan integraalin maaritelmaan perustuen tasointegraalin ominaisuus

/)\f:)\/f,
A A

missaA on vakio.

VASTAUS:

208.

Todista funktioiden nollajatkoillet f +g)% = f9-+g3.

VASTAUS:

2009.

Olkoon joukkoA jaettu kahteen osaaki= A U A, misséA; N A, = 0. Osoita:fg = f + f4 .

VASTAUS:

210.

Osoita vastaesimerkilla, ettd tasointegraalin valiarvolauseen oletusta integrointijyykdenaisyydesta ei voida
jattaa pois.

VASTAUS:
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7.3. Tasointegraalin laskeminen

211.

Funktio f(x,y) olkoon jatkuva joukoss&(x,y) | a1 < x < ag, bi(X) <y < by(x) }, missé funktiothy (x) ja ba(X)
ovat jatkuvia valilld[a;, ap]. Todista, etté funktio

b2(x)
g(x) = / f(xy)dy
by (x)

on jatkuva valilld[a;, ap].

VASTAUS:

212.

Laske -
| Bty dxay
A

kun A on suorakulmida, b] x [c,d].

VASTAUS:

213.

Laske seuraavat integraalit:
a) [20da A= {(cy) | M+y] <1

b)/gda A={(xy)| X <1 1<y<2}.
A

VASTAUS: @) 3;  b)O.

214.

Laske [,xyda kun A on a) kolmio, jonka kérjet ovat0,0), (1,1), (1,2); b) kuvio, jonka maarittelevat ehdot
x € [0,1], 0 <y < /X; €) segmentti, jota rajoittavat suoya= 2(x — p) ja paraabely” = 2px.

VASTAUS:

215.

Etsi funktionf : R> — R,
1.1
f(x,y) :/ / (10— xu—yv?)2dudy
o Jo
suhteelliset aariarvot. Ovatko ndma maksimeja vai minimeja?
VASTAUS:

216.

Laske integraali

Yy
dxdy A={(xy)|0<x<y<v1-x2}.
fiimtran A= (o 0sxsys Vinh)

-1
VASTAUS: NeR
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7.4. Avaruusintegraali

217.

OlkoonV = {(x,Y,2) | x>0, y>0, z> 0, x+y+2z< 1}. Laske a)f,,(1—x—y)°dy, b) [, xyZdv.
VASTAUS: a) 1/56; b) 1/15120.

218.

Tutki, milla muuttujant arvoilla funktio

F(t) = /io/io/zt_zxy(z_ 1)In(1+ 2 dxdydz

saa pienimman arvonsa.

VASTAUS:

7.5. Muuntaminen sijoituksella

219.

Laske integraali

//‘(X+ 2y)*(x—2y)® dxdy
&

kun integroimisjoukkona on tasoalde= { (x,y) | [x+2y| <1, |x—2y| < 2}.
VAsSTAUS: 128/35.

Laske sopivan muuttujanvaihdon avulla integraali

[ @xray?(x-sy)axdy missaa={(xy) |[2x+ 3| <4, [x~ 5y <3},
A

VASTAUS: 768/13.

221.

Laske kayrieny> = ax?, y3 = by, x* = ¢y®, x* = dy? (0 < a< b, 0 < ¢ < d) ensimmaisessa neljanneksessa
rajoittaman alueen pinta-ala. Valitse uusiksi muuttujiki v, jotka maaréytyvat yhtaldisgg = ux®, x* = vy°.

VASTAUS:

222.

Laske muotox = ascogt, y = bssint (aja b vakioita) olevaa muunnosta kayttden tasointegraali

2 2
/In <1+’;+3;> da A={(xy)|x>0,y>0, 9+4y<36}.
A

VASTAUS:
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223.

Laske sen kappaleen tilavuus, jota rajoittavat xy-tason ylapuolella pinnat
a)x’+y*=a’, ¥ +y*=az z=0 (a>0);
b)z=x2—y*, x*+y* =1, z=0.

VASTAUS:

224.

Laske sen kappaleen tilavuus, jota rajoittavat paraboliset ligfiéty, 22 = 2y, X2 = z, X* = 2z, y> = X, y°> = 2X.
Siirry aluksi yhtaldidernx = uy?, y = vZ, z= wx? maaraamiin uusiin muuttuijiio, v, w.

VASTAUS:

225.
Laske fy, X2ydv, kunV = { (x,y,2) | Z < X2 +y> < 1}.

VASTAUS:

226.

Laske J,, xyzdy kunV on pallon oktantti

{(%Y,2) [ ¥ +y?+72<1,x>0,y>0,z>0}.

VASTAUS:

227.

Muunna integraali
/// f(x,y,z)dxdydz
A

pallokoordinaatteihin, kun funktid oletetaan integroituvaksi ja integroimisjoukkmn R-séteinen origokeskinen
pallo. Laske sovellutukserisateisen pallon tilavuus.

VASTAUS:

228.

Laske seka pallor? +y? + 72 = R? etta kartiony/3z = /x2 + y2 sisdén jadvén avaruuden osan tilavuus avaruusin-
tegraalina siirtymalla a) lierié-, b) pallokoordinaatistoon.

VASTAUS:

229.

PisteerPy = rg keskietaisyys kappaledhpisteista on integraali

1
—— [ |r—rp|ldv
vE) /B| ol

Laske pisteenfO, 0, c) keskietdisyys pallon < R pisteista, kurc > R.

VASTAUS:
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230.

Laske pallokoordinaateissa integraali

t>0,

' dv
f(t) = / )
JB /12 —2tr cosd +t2
misséB on origokeskinerR-sateinen pallo. Piirrd funktiof kuvaaja.

VASTAUS:

231.

Laske tasa-arvokayrien avulla integraali
/sin(x2+y2)dxdy A={(xy)|1<x2+y*<4}.
A

VASTAUS:

232.

Anna differentiaaligeometrinen perustelu a) lieribkoordinaatiston tilavuusalkiehe pdpdddz b) pallokoordi-
naatiston tilavuusalkiolldv= r?sind drd¢d9.

VASTAUS:

7.6. Integraali avaruudessaR"
OlkoonB,(r) avaruuderR" r-séteinen pallo:
Bn(r) = {xeR"[[Ix| <r}.

Olkoonp(By(r)) taméan mitta (pituus, pinta-ala, tilavuus, etc.). Johda yksikkopalBjé¢h) = B, mitoille seuraava
rekursio:

21
WB1) =2 WB)=m WB)="—HWBnz)n=34....

VASTAUS:

234.

Tutki, mink& ulotteisen avaruuden yksikkdpallo on mitaltaan suurin. Millainen tilanmeséteisen pallon tapauk-
sessa?

VASTAUS: 5-ulotteisen; riippuu sateesta
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