8. Sovellutuksia

8.1. Pinta-alan ja tilavuuden laskeminen

235.

Laske sen kappaleen tilavuus, jota rajoittavat pimmaky, x = y?, z= 0, x= 1. (Kappale sijaitsee oktantissa 0,
y>0,z>0.)

VAsTAUS: 1/6.

236.

Laske sen kappaleen tilavuus, jota rajoittavat pimmatxye, z=0,x+y = 1.

VASTAUS:

237.

Laske sen kappaleen tilavuus, jota rajoittavat pinnat
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x=0,x=2,y=0,y=12=0,2=—5——.
=0 (x+2)2(y+1)2

VASTAUS:

238.

Laske sen kappaleen massa, jota xy-tason ylapuolella rajoittavat gign@f z= x> — y?, x> +y? = 1 ja jonka
massatiheys on verrannollinen z-koordinaattiin.

VASTAUS:

2309.

Laske sen kappaleen massa, jota rajoittavat pinrad,y = 0, z= 4 jaz= € ja jonka massatiheys gn=1/z.

VASTAUS:

8.2. Keskio ja hitausmomentti
240.
Olkoon f(x) < g(x) valilla x € [a,b]. Kirjoita levyn
{xy) [ f(x) <y<g(x),a<x<b}

keskion koordinaatit (massakeskipisteen koordinaatit, jos levy oletetaan homogeeniseksi) kaksinkertaisina inte-
graaleina ja sievenna nama mahdollisimman pitkalle.

VASTAUS:

241.

Ympyransektorin keskuskulma o 2Laske sektorin keskio.

VASTAUS:
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242.

Ympyraalueen neljannekseléx,y) | x> 0, y > 0, x>+ y? < R} on levitetty massa, jonka pintatiheys pfx,y) =
x. Etsi massakeskipiste.

VASTAUS:

243.

Kayraty = x€ jax =y (k > 0, k # 1) rajoittavat tasoalueen ensimmaisessa neljanneksessa. Laske taman keskio.
Miten keskio kayttaytyy, kuk — co?

VASTAUS:

244.

Olkoonk > 0. Maarita tasoalueen
k41
k+1

keskit ja tutki, milla parametrik arvoilla se ei kuulu alueese&h

G={(xy) |x<y<

}

VASTAUS:

245.

Etsi suorakulmiori0, a] x [0, b] massakeskipiste, kun massan pintatiheyp@qy) =.

VASTAUS:

246.

Maarita sen tasokuvion keskio, jota rajoittavat x-akseli ja sykloidin kaari

r(t) =a(t —sint)i+a(1—cos)j, te[0,2m.
VASTAUS:

247 .

Laske ellipsialueen neljanneksen (rajoina paaakselit) keskid.

VASTAUS:

248.

Laske suorakulmion hitausmomentti keskipisteen suhteen.

VASTAUS:

249.

M&arita paraabeliey? = x+ 1 ja 4% = x+ 4 reunustaman aarellisen tasokuvion keskid seka hitausmomentit
koordinaattiakselien ja origon suhteen.

VASTAUS:

250.

Neljannesympyrad (x,y) | ¥ +y?> < R?, x> 0, y > 0} muotoisella levylla on massatihepéx,y) = x. Laske
levyn massakeskipiste.
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VASTAUS:

251.

Laske Guldinin sdanndlla keskié ympyréarenkaan puolikkaalle:

{(xy) |b?> <x2+y* < a? y>0}.

VASTAUS:

252.

Kirjoita kaavat pyorahdyksesta x-akselin ympéari muodostuneen kappaleen keskion koordinaateille yhden muuttu-
jan integraalina. Laske erityisesti pydrahdyskartion keskio.

VASTAUS:

253.

Ympyrany? + 72 = R?, x = a jokaisesta pisteetd asetetaan normaali z-akselille. NAm& muodostavat pinnan, jota
kutsutaarkonoidiksi Laske konoidin ja em. ympyrén tason rajoittaman kappaleen tilavuus ja keskio.

VASTAUS:

254.

Pyramidissa, jota reunustavat taget 0,y = 0, z= 0, x+ Y+ z = a, on massatiheys(x,y,z) = z. Laske massa-
keskipiste. Oletetaaa > 0.

VASTAUS:

255.

Kolmion sivun pituus orb ja vastaava korkeus Laske kolmion hitausmomentti sivun suhteen.

VASTAUS:

256.

Laske ellipsin muotoisen homogeenisen levyn hitausmomentti keskipisteen kautta kulkevan levya vastaan kohti-
suoran akselin suhteen.

VASTAUS:

257.

Homogeenisen suorakulmaisen sarmion sivujen pituudetauafa ¢ seka kokonaismasga. Laske hitausmo-
mentti ja hitaussade sarméan suhteen.

VASTAUS:

258.

Homogeenisen prisman kokonaismassan®en kohtisuora poikkileikkaus on tasakylkinen suorakulmainen kol-
mio, jonka kateetin pituus oa. Prisman korkeus on. Laske prisman hitausmomentit sivusarmien (pituudeltaan
C) suhteen.

VASTAUS:
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259.

Homogeenisen tetraedrin kokonaismassengesita rajoittavat koordinaattitasot ja tas@+y/b+z/c= 1, missa
a>0,b>0,c> 0. Laske kappaleen hitausmomentti ja hitaussade z-akselin suhteen.

VASTAUS:

260.

Lierion muotoista kappaletta rajoittavat piniydt- 22 = 1, x = 0 jax = 1. Kappaleen tiheys op(x,y,z) = 1+ *2.
Laske kokonaismassa, massakeskipiste ja hitausmomentti symmetria-akselin suhteen.

VASTAUS:

261.

Etsi homogeenisen pallon oktantin keskid.

VASTAUS:

262.

Etsi puolipallon massakeskipiste, kun tiheys on suoraan verrannollinen etéisyyteen keskipisteesta.

VASTAUS:

263.

MaaritdR-sateisen puolipallon massakeskipiste, kun tiheys pallokoordinaateissa on

k .
p(r,9,9) = TR (k vakio).

VASTAUS:

264.

Pallon kokonaismassa an, sadeR ja tiheys suoraan verrannollinen keskipisteesta laskettuun etéisyyteen (ver-
rannollisuuskertoimena): p = ar. Laske pallon hitausmomenttikeskipisteen kautta kulkevan akselin suhteen.
Laske myos hitausséade, so. esitd hitausmomentti muodossa mr3.

VAsTAUS: J = gmR, o= 3R

265.

Laske homogeenisen suoran ympyralierién (korkeus, pohjan sdde= r) hitausmomentti a) lierién akselin,
b) pohjan halkaisijan suhteen. Lausu tulos lierién kokonaismassanmr?h avulla. (Massa = tilavuus, koska
homogeenisen kappaleen massatiheydeksi voidaan ottaa 1.)

VASTAUS:

266.

Laske homogeenisen suoran pydrahdyskartion (korkepshjan sade) toinen momentti akselin kautta kulkevan
tason suhteen ja pohjatason suhteen. Laske naiden avulla kappaleen hitausmomentit akselin ja pohjan halkaisijan
suhteen. Lausu nama kappaleen kokonaismassan avulla.

VASTAUS:
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267.

Laske homogeenisen py6rahdysellipsoidin hitausmomentti pyérahdysakselin suhteen. Lausu tulos kappaleen ko-
konaismassan avulla.

VASTAUS:

268.

Kappale sijaitsee xy-tason yldpuolella; sité rajoittaa ylhaalta pydrahdysparalmotoRli- X2 — y2 ja alhaalta pyo-
rahdyskartia® = x? + y?. Laske lierikoordinaattien avulla kappaleen tilavuus, keskié ja hitausmomentti z-akselin
suhteen.

VASTAUS:

269.

Laske homogeeniseR-sateisen pallon hitausmomentti suoraan integroimalla a) halkaisijan, b) palloa sivuavan
suoran suhteen. Lausu tulokset pallon kokonaismassan avulla.

VASTAUS:

270.

Todista Guldinin ensimmainen saantd: Jos tasokuvio pydrahtédé samassa tasossa olevan akselin ympari, joka ei leik-
kaa kuviota, niin syntyvan pyorahdyskappaleen tilavuus on kuvion pinta-ala kerrottuna kuvion keskitn kulkemalla
matkalla.

VASTAUS:
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