10. Viivaintegraali

10.1. Mé&arittely ja laskeminen

293.

Laske viivaintegraali
/(y— X) dx+xy dy
Cc

kuncon a) pisteitdA = (1,0), B = (—1,0) yhdistava x-akselin yldpuolinen yksikkdympyran kaari, b) murtoviiva
APQB missdP = (1,1), Q= (—1,1).

VASTAUS:

294.

Laske viivaintegraali
?{(y—x)derxydy
Cc
kunc on positiiviseen suuntaan kierrettyna a) ympyta y> = 1, b) sen nelién piiri, jonka kérjet ovéd, 0), (1,0),
(1,1) ja (0,1), c) kéyra, jonka muodostavat piste{t# 0) ja (1t,0) yhdistavét jana ja kaayi= sinx.

VAsTAUS: @) T, b)—3; c¢)-2+7.

295.

Laske viivaintegraali ‘
/ 9y dx— 11x2dy,
JC

kun c on origon pisteeseefl, 1) yhdistava a) kaani(t) = t% +t%j, b) jana, c) kaari (t) = ti +t'j, missa vakia
on> 0.

2 _
VASTAUS: a) —1; b)—%; C)—%-

296.

Laske viivaintegraali
?{(siner X*y)dx+ (xy* + xcosy + x)dy,
C
misséc on tason yksikkbympyra positiiviseen suuntaan kierrettyna.

VASTAUS: TL

297.

Laske tason viivaintegraali
/ xdx+ydy
C

VY2
kun ¢ on logaritminen spiraali = e ¢, ¢ < [0,a]. Onko integraalilla raja-arvoa, kum— c?

VASTAUS: €% — 1, raja-arvo= —1.

298.

Laske viivaintegraali
/yz2 dx+xZdy+ 2xyzdz
c
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kunc on pisteen(0,0,0) pisteeseeiil, 2, 3) yhdistava a) jana, b) kaar{t) = ti + 2t*j + 3t°k.
VASTAUS: a) 18; b) 18.

299.

Laske viivaintegraalif, yZ dx+ z©2 dy+ xy?*dz kun c on origon pisteesee(L, 2,3) yhdistava a) jana, b) kaari
r(t) = t3i+2t4j + 3t5k.

VASTAUS:

300.

Laske [,u-dr, kunu(x,y,z) = /yi + 2xj + 3yk ja c on kayranr (t) = ti+t2j +t3k pisteestg0,0,0) pisteeseen
(3,9,27) suuntautuva kaari.

VAsSTAUS: 4779/10.

301.

Olkoonu(x,y,z) = x%i 4 y?j + zk. Laske

/u-dr,
C

miss&c on origosta pisteesed3, 3, 3) pitkin tasony = z ja pyérahdysparaboloidin= x2 + y? leikkauskayraa
suuntautuva tie.

VAsTAUS: 35/192.

302.

Olkoonu(x,y) = (X +y?)i — 2xyj ja olkoonc tason yksikkdympyra. Laskg u-dn. (Tassé omn = nds missén
on kayrarc yksikkéulkonormaali.)

VASTAUS: 0.

303.

Laske . u-dn, kunu(x,y) = (x+€")i + (sinx+2y)j ja c on ellipsix?/a? +y?/b? = 1. (dn = nds miss&n on
kayranc yksikkdulkonormaali.)

VASTAUS:

304.

Olkoonu(x,y,z) = xyz + y?k. Laske

/uxdn
Cc

miss&c on origosta pisteesed@, 2,4) pitkin tasonx = y ja parabolisen lierioz = x? leikkauskayria suuntautuva
tie.

VAsTAUS: —§i — ) + 32k.

305.

Olkoon
g(u,v) = /ydx+ 2xdy,
Cc

miss&c on jana, jonka alkupiste i, 0) ja loppupiste(u, v). M&arita funktiong suurin arvo ympyréallé? +-v2 = 1.
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VASTAUS: 3/4.

306.

OlkoonM = sup .. |u(r)| jaL kaarenc pituus. Osoita, etté

/u-dr
Cc

< ML.

VASTAUS:

307.

Olkoot c; ja ¢z suunnistettuja kaaria, joilla on yhteinen alkupiste ja yhteinen loppupiste. Olkeogy U (—cy).
Todista:
/u-dr:0<:> u-dr:/u-dr.
c C1 €2

VASTAUS:

10.2. Sovellutuksia

308.

Homogeeninen rautalanka taivutetaan puoliympyran kaaren muotoiseksi. Laske keskio.

VAsTAUS: Etdisyydella R/mtpuoliympyrén kaaren keskipisteestd symmetria-akselilla, nitesiympyrénkaaren
sade.

3009.

Laske keskio a) asteroidin ensimmaisessé neljanneksessa sijaitsevalle kaayedeacosti + asirttj, t €
[0,71/2], b) sykloidin kaarelle (t) = a(t — sint)i +a(1—cost)j, t € [0,21.

VASTAUS: a) (2a/5,2a/5); b) (1a,4a/3).

310.

Tason paraabelin kaareli€ = 2y, x € [0,1], on levitetty massa, jonka tiheys (massa pituusyksikkéa kohden) on
p(x,y) = x/+/1+ 2y. Laske kaaren massakeskipiste. Sijaitseeko tma kaarella?

VASTAUS: (2/3,1/4).

311.

Kirjoita kaavat napakoordinaatistossa annetun silean kaater(¢), ¢ € [a, B], keskitn x- ja y-koordinaateille.

VASTAUS: X0 = [Pr(0) cosp/r(9)2+1(0)2dd /s, Yo = [Er(d)sing+/r(9)2+1(9)2dd /s,
missas= (£ \/r(0)2+r'($)2do.

312.

Todista Guldinin toinen s&antd: Jos tasokayran kaari pydrahtdd samassa tasossa olevan akselin ympari, joka ei
leikkaa kaarta, niin syntyvan pydrahdyspinnan ala on kaaren pituus kerrottuna kaaren keskitn kulkemalla matkalla.

VASTAUS:
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313.

Ympyra, jonka sade oR, pyorahtdé samassa tasossa olevan akselin ympéri, jonka etdisyys ympyran keskipisteesta
onL. OlkoonL > R. Laske Guldinin s&anndn avulla syntyvan kappaleen (toruksen) pinta-ala.

VASTAUS: 4TPRL

10.3. Riippumattomuus tiesta

314.

Laske viivaintegraalj/ r - dr, kun integroimistien alkupisteen& on origo ja loppupistelgn: ro. Totea, etta inte-
graali ei riipu integroimistiesta. Mika on vektorikenté(r) = r potentiaali?

VASTAUS: 3[ro|%  potentiaalil|r |2.

315.

Osoita, etta viivaintegraali

(123)
/ yzdx+ zxdy+ xydz
J(-1,1,-1)

on alku- ja loppupistetta yhdistavasta tiesté riippumaton ja laske integraali. Voidaanko integraali kirjoittaa muotoon
J Og-dr, kun funktiog valitaan sopivasti?

VASTAUS: Integraali=5; g(x,y,z) = xyz

m-Treeni versio 2.0, 4.9.2000; TKK, matematiikan laitos



