12. Derivointioperaattoreista geometrisissa avaruuksissa

12.1. Gradientti, divergenssi ja roottori

328.

Laskel- u, kunu on vektorikentta
a) (z—y)i+ (X—2)j + (y—x)k,
b) €Y(i + xInyj + x?zk),
c) (3z— 2xy2)i + (xy— 3x%y2)j + (yZ — x2)k.

VASTAUS: @) 0;  b)e¥¥yz+x2zIny+x/y+xyz+x?);  c)O0.

329.

Laskeld x u, kunu on vektorikentta

a) AyZ + X°zj + x2yKk,

b) €Y%(i + xInyj + xzk),

C) R+ Y2+ 2) (Xi +Yj + ).
VASTAUS: a) 0;

b) €Y7 (x322 — x?yIny)i + (xy— X2yZ — 2x2)j + (xyzZny +Iny — x2)k;
c)o.

330.

Laske vektorikentan
u(r) = (YR +2)i+ (zy2 +x)j + (xZ2 +y)k

divergenssi ja roottori. Mik&a on divergenssin arvo niissa pisteissa, missa roottero@n

VasTaus: O-u = 6 pisteissa(1,1,1), (-1,-1,—-1); O -u = —2 pisteiss&(1,1,—-1), (1,-1,1), (-1,1,1),
(1,-1,-1),(-1,1,-1), (-1,-1,1).

331.

Piirra kuva vektorikentam(x,y, z) = z2(xi +yj) + k ja xz-tason leikkauksesta. Millaisia symmetriaominaisuuksia
kentalla on?

VASTAUS:

332.

Laske vektorikentami(x,y,z) = Z2(xi +yj) +k vuo kuution|x| < 3, |y| < 3, |z < 3 pinnan lapi. Laske myds
kentén divergenssi ja roottori.

VASTAUS: 3; 0-u =27, 0 x u=2z(x —yi).

333.

Piirrda samaan kuvaan funktion
— ya Y
u(x,y) = xe
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tasa-arvokayrat ja taméan gradienfilu(x,y) kenttavektorit. Miten tasa-arvokayréat ja kenttavektorit suhtautuvat
toisiinsa?

VASTAUS:

334.

Vektorikenttdu on riippumaton z-koordinaatista ja sen z-komponentti=o0. xy-tasossa olevat kenttavektorit
ovat origokeskisten ympyrdiden (positiiviseen kiertosuuntaan osoittavia) tangenttivektoreita, joiden pituus riippuu
ympyrén sateesta. Maarita kentta, kun tiedetaén[etd = o. Piirra kuva kentasta.

VASTAUS:

12.2. Laskusaantoja

335.
Osoita: a)J-r0 = % b)Oxr%=o.

VASTAUS:

336.

Sievenndl- (rPr). Milla luvun p arvoilla tulos on vakio?

VASTAUS: (p+3)rP; p=0taip=-3.

337.
Sievenng - O[O (rPr)].

VAsTAUS: p(p+3)rP.

338.

Olkoonu(r) vektorikentta. Saata yksinkertaisimpaan muotoonga &)1) - r, b) (u x 0) xr.

VASTAUS: a) 0; b)—2u.

339.

Olkoone vakioyksikkdvektori jau(r) vektorikentté. Osoita:

e-[Jeu+0Ox(exu)]=0-u.

VASTAUS:

340.

Olkoot a-r
f=ar ja gn=or

geometrisen avaruudd? skalaarikenttia. Lask&f ja [g. Vektorita ja b ovat vakioita.

VASTAUS:
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341.

Olkoota ja b vakiovektoreita. Laske skalaarikolmitulda b, r] gradientti.

VASTAUS: ax b.

342.

Olkoota ja b vakiovektoreita. Osoita:

Of(rxa)-(rxb)]=bx (r xa)+ax (r xb).

VASTAUS:

343.

Olkoonc vakiovektori. Osoita vektoreita komponenteittain kirjoittamatta, etta

r-c rxc

VASTAUS:

344.

Olkoonc vakiovektori. Sievenné x (r?c xr).

VASTAUS: 4r’c—2(r -c)r.

345.

Olkoonc vakiovektori jah : R — R derivoituva funktio. M&éarita skalaarikentti€nja G lausekkeet kehitelméssa

Ox (rxh(r)c)=F(r)r—G(r)c.

VASTAUS: F(r) =h'(r)(r-c)/r, G(r) =rh'(r) + 2h(r).

346.

Lausu funktionF derivaattojen ja paikkavektorin pituudemvullar - O(02F (r)).
VASTAUS: rF"'(r) 4+ 2F"(r) — 2F'(r) /r.

347.

Tutki, milla vakion p arvolla yhtalén
O2[r2F (r)] = r20%F (r) + pr - OF(r)

ainoa ratkaisu on identtisesti haviava funki¢r) = 0.

VASTAUS: p= 4.

348.

OlkoonF (r) avaruuderE? skalaarikentts, joka toteuttaa osittaisdifferentiaaliyht&lon

O2[(r -Or)F(r)] = 0.
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Muodosta funktiotd= koskeva tavallinen differentiaaliyhtald ja tutki, millainen skalaarikeRtt&) voi olla.
VASTAUS: F(r) = Cy/r +Cp/r?.

349.

Ratkaise Laplacen differentiaaliyhtél*u = 0 kolmiulotteisessa avaruudessa, kun tiedetaanpeitiépallosym-
metrinen, tsu(x,y,z) = F(r). Mik& on yhtélon ratkaisu kaksiulotteisessa tasossaukyry) = F(r)?

VAsTAUS: Avaruus:F(r) = —C1/r+Cy; taso:F(r) =Cilnr+Cs.

12.3. Kayraviivaiset koordinaatistot

350.

Yhtalot
X = UVCOSW,
y = uvsinw,
2
z=3(W?-V?)

maarittavat kayraviivaiset koordinaatitv,w, ns.parabolisen koordinaatistorMaaritéa koordinaatiston yksikko-
vektorit. Ovatko ne ortogonaalisia? Millaisia ovat koordinaattipinnat? Laske stwuure

VASTAUS:

351.

Pisteen suorakulmaiset koordinaatit oyat3/3, —5/2). Laske pisteen paraboliset koordinaatit ja lausu siihen
liittyvat paraboliset yksikkovektorifi,j, k }-kannassa.

VASTAUS: U= 2, v= 3, w = arctany/3;
%Z%\/ﬁ,(3i+3\/§i+4k), a/=\/%3(i+\@j—3k): aw=3(—V3i+j).

352.

Lausu Laplacen operaattdki= 2 parabolisten koordinaatten avulla.

VASTAUS:

353.

Bipolaariset tasokoordinaatit v maaritellaan yhtaloilla

sinhv sinu
= Costv—cosu’ ’ coshv—cosu’

Tutki, minkalaiset ovat koordinaattikayrat ja annettuun pisteeseen liittyvat bipolaariset yksikkdvektorit. Ovatko
koordinaatit suorakulmaisia?

VASTAUS: Ympyrankaaria:

(xsinhv — coshv)? 4 (ysinhv)? = 1, (xsinu)? + (ysinu— cosu)? = 1;
ey = (—sinusinhvi + (cosucoshv—1)j)/(coshv — cosu),

ey = ((1—cosucoshv)i — sinusinhvj)/(coshv — cosu);

ovat suorakulmaisia.
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12.4. Lierio- ja pallokoordinaatisto

354.

Osoita, etta lieriokoordinaateille patee
1
a)[lp:epa b)Dq):Be(P, C) Oz=e,.

VASTAUS:

355.

Osoita, etté pallokoordinaateille patee

1 1
a)lr=e, b)DG:Feg, C)D¢:me¢.

VASTAUS:

356.

Totea oikeaksi seuraavat lieribkoordinaatteja koskevat kaavat:

a)0¢ + O x (Inp0z) = o, b) Olnp—0Ox (¢ Oz) =o.

VASTAUS:

357.

Totea oikeaksi seuraavat pallokoordinaatteja koskevat kaavat:

rie
sin®

a) 0 x (cosd Dq)):D%, b) O x Od.

VASTAUS:

358.

Osoita, etta lieriokoordinaattien yksikkdvektoreiden osittaisderivaatat itse koordinaattien suhteero@azatsi

%8 _ 98y _
%—%, aq)_ €-

VASTAUS:

359.

Laske pallokoordinaattien yksikkdvektoreiden osittaisderivaatat itse koordinaattien suhteen ja esita tulokset yksik-
kovektoreiden muodostamassa kannassa.

VASTAUS:

360.

z-akselin ympéri kiertdvéan kentéan vektorit ovat lieriokoordinaattien yksikkovektoregglesuuntaiset ja niiden
itseisarvo on suoraan verrannollinen z-akselista lasketun etdisyyden neliéon. Laske kentan divergenssi ja roottori.
Mit& nama kertovat kentasta?
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VASTAUS: [0-u =0, 0 x u = 3ape,, misséa on verrannollisuuskerroin.

361.

Virtauskentan kenttévektorit muodostuvat pallokoordinaattien yksikkévektomistaaske kentén divergenssi ja
roottori. Kuvaile, millaisesta virtauksesta on kysymys. Missa sijaitsevat virtauksen lahteet?

VAsSTAUS: O-u=1/(rtand), Oxu=egy/r.

362.

Laske pallokoordinaateis§ar, (09 ja O¢. Tulkitse saamasi tulos: Minka suuntaisia gradienttivektorit ovat? Osoita,
1
ettdd x (cosd O¢) = D?'

VASTAUS:

363.

Osoita, etta kaavat
X1 = I sinB; sinB cosd,

X2 = I SinB; sinBzsind,
X3 = I sinB; cosHy,
X4 = r cosfy,

missa& >0,0< 01 <1, 0< 0, <1, 0< ¢ < 2rmmaarittelevat neliulotteiset pallokoordinaatit. Miten on maariteltava
n-ulotteiset pallokoordinaatit?

VASTAUS:
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