14. Pyorteettomaét ja lahteettdmaét vektorikentat; potentiaali

14.1. Lahdekentta ja pyorrekentta
407.

Vektorikentta maaritellaan lieriokoordinaateissa asettamalla

1
U(p,¢72)2me¢-

Kuvaile, millainen kentta on kyseessa. Laske sen divergenssi ja roottori. Mitda nama kertovat kentasta?

VASTAUS:

408.

Pallosymmetrinen vektorikenttd maaritellaan yhtaloilla

1
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Laske kentén lahde- ja pydrrekentta seka vuo origokeskisgiteisen pallopinnan I&api.

VASTAUS:

4009.

Osoita, etta avaruuden kahdeksannes

{(x,y,2)|[x>0,y>0,z>0}

on vektorikentan-O— kenttéputki. OlkoorB mielivaltainen paloittain sdannéllinen putken poikkileikkauspinta.
Laske kentéan vuo pinnalapi.

VASTAUS:

14.2. Pyorteetdn vektorikentta

410.

Todista, ettd xy-tason ympyrit + y? = 1 jax? +y? — 4x = 5 ovat homotooppiset konstruoimalla sopiva kahden
muuttujan jatkuva vektorifunktio, joka valittda muuntumisen.

VASTAUS:

411.

Tutki, onko kaksiulotteisella vektorikentéllix,y) = (y+ 2x)i +Xj potentiaalia, ts. onko olemassa skalaarifunk-
tiotaV (x,y), jonka gradienttina kentté saadaan. Laske potentiaali mydnteisessa tapauksessa. Laske viivaintegraali

/u~dr,
Cc

misséc on pisteitd(1,0) ja (1,2) yhdistéava origon kautta kulkeva ympyran kaari.
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VASTAUS:

412.
Madrita funktiog(y) siten, etté tason vektorikentélla
u(x,y) = 2xygy) i +X*(y+1)g(y)
on potentiaali.
VAsTAUS: g(y) =C¢#.

413.

Valitse vakioc siten, etta tason vektorikentta
u(x,y) = (x4 cxy)i+x?j

on pyorteetdn. Maarité potentiaali, joka haviaa pisteéssH. Laske valitsemallasi arvollaviivaintegraali

Q
/ u-dr
P

pisteitaP = (2a,—32) jaQ = (a, 2) yhdistavaa paloittain sile4é tietd pitkin.

VASTAUS:

414.

Osoita vektorikentté@(x,y, z) = zi + zcosyj + (x+ siny) k pyorteettdmaksi ja muodosta sen (skalaari)potentiaali.

VASTAUS:

415.

Osoita seuraavat vektorikent#tx, y, z) koko avaruudessa pyorteettdmiksi ja etsi niiden skalaaripotentiaalit:
a) e sinyi + € cosyj + zk,
b) xi + zsinyj — cosyk,
c) 2y +x%zj + x2yk,
d) (0 +y? + 2)(xi +yj +zk) =rr,
e) —2xe Vi + (x%eY +sinz)j + ycoszk.

VASTAUS:

416.

Miten funktio f (z) on valittava, jotta vektorikentté
u(x,y,2) = xy?i + (cosz+x%y) j +yf(2)k
olisi pyorteetdn koko avaruudessa? Maarita kentan potentiaali.

VASTAUS:

417.
Vektorikentta X y

i .
X2_|_y2 +X2+y2]

u(x,y,z) =
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on maaritelty koko avaruudessa z-akselia lukuunottamatta. Osoita, etta se on pyorteetdn ja konservatiivinen. Etsi
potentiaali.

VASTAUS:

418.

Olkoonc puolitasossd (x,y) | x> 0} pisteita(2,—2) ja (5,0) yhdistava paloittain sileé kayra. Osoita, etta tason

viivaintegraali
/In VX2 +y2dx—mtanyx dy
Cc
on tiestac riippumaton ja laske sen arvo.

VASTAUS:

419.

Muodosta vektorikentalle

1

— ki <R
o 3r, unr <R,
ur) =

Er kunr >R

3r3’’ -

fysikaalinen skalaaripotentiaali, so. etsi funki¢r ), jolle pateeu = —[OV. Normeerad/ siten, etté sen raja-arvo
aarettomyydessa oa 0.

VASTAUS: V(1) = (3R —r2), jost <R V(r) = 3R%/r, josr > R.

420.

Mika ehto vakiovektoreiden ja b on toteutettava, jotta kenttér) = a(b - r) olisi pyorteeton? Osoita, etté talldin
kentalla on potentiaalf (r) = —%(a- ry(b-r).

VASTAUS:

421.

Dipolin (kaksoislahteen) muodostaman vektorikentéan potentiaali on
1p-r

V()= ——%
(r) am 3’
missap on vakiovektori. Laske kentté ja sen lahdekentta.

r

. 3 _1p. T —
VASTAUS.U—ET(pJ)rS iy H-u=0.

422.

Dipolin (kaksoislahteen) muodostaman vektorikentéan potentiaali on

1p-r
V(r) = E[rTv

missap on vakiovektori. Laske kenttd. Piirré potentiaalin tasa-arvokayrat ja kenttd xy-tasosga=kun]j.
VASTAUS:

423.

Jatkuvasti derivoituva vektorikenttéei ole pyorteetdn, mutta kun se kerrotaan jatkuvasti derivoituvalla skalaari-
kentallav saadaan pydrteetdn kenttd Osoita, etta talldin kentét ja 00 x u ovat kohtisuoria.
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VASTAUS:

424.

Derivoituva skalaarikentté(r) toteuttaa yhtalom - Ov = cv, misséc on vakio. Mik& arvo tulee vakiolla olla, jotta
kentta(Ov x r) x r olisi konservatiivinen? Maéarité sen potentiaali.

VASTAUS:

14.3. Lahteetdn vektorikentta

425.

Osoita vektorikenttéi(x, y, z) = x(z—Yy) i +y(x—2)j + z(y — X) k lahteettdméksi ja muodosta sen vektoripotentiaali.

VASTAUS:

426.

Osoita seuraavat vektorikent#tx, y, z) Iahteettomiksi ja muodosta niiden vektoripotentiaalit:

a)xyi+j —yzk,

b) (z—y)i+ (x=2)j+(y—x)k,
c) ¥2i + (XPy — 2xy)j — x°zk,

d) (y+2)i+sinzj + cosxk.

VASTAUS:

427.

Valitse funktio f (x,y,z) siten, etta vektorikentt&
u(x,y,z) = sinxi +cosyj + f(x,y,2) k

on lahteettn ja muodosta kentélle vektoripotentiaali.

VAsSTAUS: f(X,Y,z) = z(siny — cosx) +g(X,Y),
A(X,Y,z) = zcosyi + (—zsinx+ [ g(x,y)dx)j (esimerkiksi).

428.

Maarita ne funktiotf (x), joilla kenttdu = f(x)r"r on lahteetdn. Laske kentén vuo origoa ympérdivan umpinaisen
pinnan Iapi, kum = -3 ja f(x) = 1 kaikilla x.

VASTAUS:

429.

M&arita sellainen skalaarikenttér ) ja vektorikenttdA(r), etta
Ou+ 0 x A = x%yi +Y?zj + 2xk.

Onko vastaus yksikasitteinen?

VASTAUS:
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430.

Osoita alueess& = R3\ {(0,0,0)} madritelty vektorikenttii(r) = r /r® lahteettdméksi ja laske sen vuo origo-
keskisen pallopinnan lapi. Osoita Stokesin lauseen avulla, etté jos kentélla on vektoripotentiaali &yedssa
kentén vuot ylemman ja alemman puolipallon lapi ovat itseisarvoltaan yhta suuret mutta vastakkaismerkkiset. Mita
tasta voidaan paatella vektoripotentiaalin suhteen?

VASTAUS: Vuo = 4T, vektoripotentiaali ei ole olemassa.

431.

Selosta vektorikentén pyorteettomyyden, lahteettdmyyden, konservatiivisuuden, viivaintegraalin tiesta riippumat-
tomuuden, skalaaripotentiaalin olemassaolon ja vektoripotentiaalin olemassaolon véliset yhteydet. Maarita avaruu-
denRR3 vektorikentaru(x,y, z) = xi +yj -+ zk skalaaripotentiaali ja kentar{x,y,z) = yi +Xj vektoripotentiaali.

VASTAUS:

432.

Maarita vakiop siten, ettd vektorikenttéi(r) = rPr (r kolmiulotteisen avaruuden paikkavektorisen pituus)
on lahteeton. Laske talla arvolfakentan vuo origokeskiseR-sateisen pallopinnan lapi. Voidaanko vuo laskea
Gaussin lauseen avulla?

VASTAUS:
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