Pitka matematiikka 16.3.2001, ratkaisut:

1.

Yhtélo on madritelty kun = # 0,2 # —3. Kertomalla puolittain termilld x(x + 3)
saadaan yht#lo muotoon z2 — z — 3 = 0. Sen ratkaisu on z = 1(1 +/13).

Kiyrian y = 2 pisteeseen (2,8) piirretyn tangentin yhtilé on y — 8 = y/(2)(z — 2)
eli, koska y/(z) = 322, y = 122 — 16. Asettamalla z = 0 niemme, etti tangentti
leikkaa y-akselin pisteessd (0,-16). Tangentti, y-akseli ja suora y = 8 rajoittavat
suorakulmaisen kolmion, jonka kérjet ovat pisteissa (0, —16), (0, 8) ja (2, 8). Koska
kateettien pituudet ovat 16+8 = 24 ja 2, on kolmion ala 24.

Vastakkaissuuntaisena @:lle on b muotoa t@, missi ¢ < 0. Koska |b| = 5, saadaan t:lle
yhtils 52 = t2a® = t*(§ +4) = 22¢% eli t? = 4. Témén negatiivinen ratkaisu on
t =—2, joten b = —2(3i — 2j) = —3i 4+ 4j. Jos b asetetaan alkamaan pisteesti (4, 3),
saadaan b:n loppupiste paikkavektorista 4i +3j + b = i 4+ 7j. Loppupiste on (1, 7).

Siiliossi on ilmaa yhden vedon jilkeen 0,95-2,3 kg, kahden vedon jilkeen 0,952-2,3 kg

ja n:n vedon jalkeen 0,95™ - 2.3 kg. Tasta saadaan n:lle epayhtalo 0,95™ - 2,3 < 0,2 eli
2

2 2
0,95" < % eli n1n 0,95 < In 23 elin > lnn0,235 ~ 47,62. Vastaus: 48 vedon jalkeen.

Kartion akseli h, pohjan sade %d ja sivujana r muodostavat suorakulmaisen kolmion,
josta saadaan r = /162 4+ 32 = /265 ~ 16,2788 (cm). Kartion pohjaympyran piiri

Q
on wd = 6. Nain ollen vaippasektorin keskuskulmalle o patee = T , josta

360 271/265

a = 360 - i ~ 66,344. Vastaus: Sektorin side on 16,3 cm ja keskuskulma 66°.
V265

Koska funktio on murtolauseke, jonka osoittaja on vakio, saavuttaa f suurimman

(vast. pienimmén) arvonsa, kun nimittdja saavuttaa pienimmén (vast. suurimman)

arvonsa. TAmA taas tapahtuu, kun cos 2z saavuttaa pienimmén (suurimman) arvonsa.

Tunnetusti cos 2z:n pienin arvo on —1 ja suurin arvo +1. Edellinen saavutetaan, kun

2¢ = 7w+ 2nm, n € Z ja jalkimmainen, kun 2z = 2nmw, n € Z. Nain ollen funktion

f suurin arvo on 4%3 eli 5 ja se saavutetaan, kun x = %’/T + nm, n € Z. Funktion f

_5_
4+3

pienin arvo on eli % ja se saavutetaan, kun x = nm,n € Z.

. Massa on normaalisti jakautunut, z ~ N(204, 6). Talldin z = ¢(z — 204) ~ N(1, 0).

Todenndkoisyys, ettd pakkauksen massa on alle 200 g, on P(z < 200) = P(z < —%) =
@(—%) =1- @(%) ~ 1 —0,7475 = 0,2525. Todennikéisyys, ettd keksipakkauksen
massa on valilla 200 g — 210 g, on P(200 < z < 210) = P(x < 210) — P(z < 200) =
P(z<1)—P(z< —%) = (1) + @(%) —1~0,8413 + 0,7475 — 1 = 0,5888. Vastaus:
Pakkauksista 25 % on alle 200 g ja 59 % on vélilld 200 g — 210 g.

Jos toinen kateetti on suoralla y = az, on toinen kateetti suoralla y = —a~'z. Edelli-
nen suora leikkaa paraabelia pisteessi (a,a?) ja jilkimméinen pisteessd (—a™1,a™2).
Hypotenuusa on naiden kahden pisteen kautta kulkevalla suoralla, jonka yhtaloé on
2 -2
a® —a
y—a? = ?(m —a)eliy = (a —a 1) + 1. Suora, ja sen mukana hypotenu-
a+a
usa, leikkaa y-akselia pisteessid (0, 1) kaikilla arvoilla a. N&in ollen jokaisen téllaisen

kolmion hypotenuusa leikkaa y-akselia samassa pisteessé, joka on (0,1).
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. Vlilli [0,1] on f(x) = [ (x — t)dt + [

T 1
t—x)dt = —/ %(x—t)z—i-/ s(t—2)? =
0 T
@+ (1 —2)?) = 3321— z+ 5 = (x— 3)?+ ;. Vastaavasti vélilld [1,2] on f(z) =
fol( x — t)dt = /0 i(x —t)> = z — 1. Funktion kuvaaja koostuu vililla [0,1]
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ylospéin aukeavasta paraabelinkaaresta, jonka huippu on pisteessd (3, ZS), ja jolle
f(0) = f(1) = 3 seka vililld [1,2] janasta pisteestd (1,1) pisteeseen (2,2). Tamén
perusteella funktion pienin arvo vélilla [0,2] on i ja suurin arvo 3.
Funktio f : R — R, f(x) = x on pariton, silld f(—z) = —x = —f(z). Funktio on
kasvava R:ssé, silld jos ¢ < gy, niin f(z) = 2 < y = f(y). Funktio f : R — R,
f(x) = —z on myds pariton, silla f(—x) = x = —f(x). Taméa funktio ei ole kasvava
R:ssé, silld jos < y, niin f(z) = —z > —y = f(y). Jos f : R — R on pariton, niin
—f(0) = f(=0) = f(0), josta seuraa, ettd f(0) = 0. Jos f on liséksi jatkuva, niin

lim, o f(z) = f(0) = 0.

Olkoon pallon siade ;. Pallon sisalla olevan kuution lavistaja on 2ry. Jos kuution
sirmé on ay, on a? + 2a? = (2r1)?, josta saadaan a; = 2r;/v/3. Jos nyt kuution

sisaan asetetaan taas pallo, on sen sade ro = %al =ry/ V3. a) Kahden perikkaisen

pallon siteiden suhde on ro/r; = 1/4/3. Tamaé ei riipu pallojen siteistd, joten siteet
muodostavat geometrisen jonon suhdeluvulla 1/4/3. b) Perittiisten pallojen pinta-
alojen suhde on niiden séteiden suhteen neli6 eli 1/3. Koska tdmé ei riipu palloista,
muodostavat pinta-alat geometrisen jonon suhdeluvulla 1/3. c¢) Peréttéisten pallo-
jen tilavuuksien suhde on siteiden suhteen kuutio eli 1/(3v/3). Koska tdmi ei riipu
palloista, muodostavat tilavuudet geometrisen jonon suhdeluvulla 1/(3+/3).

Kymmenjarjestelmassa 7-jarjestelméan luku 117 on 1.7+ 1 = 8. Vastaavasti 1117 on
kymmenjéarjestelméissid 72 +7 + 1 = 57 ja 11117 on 73 + 72 + 7 + 1 = 400. Koska
kymmenjarjestelman luku 11,9 = 1 -7 + 4, on sen esitys 7-jarjestelmassa 14;. Vas-
taavasti 11119 = 2- 72+ 7+ 6 ja 111139 = 3- 72 + 7> +4- 7+ 5, joten niiden esitykset
7-jarjestelmassa ovat 2167 ja 31457.

Tehtavan mukaan x1 = 1, o = /21, 3 = /222 ja x4 = /2x3. Rekursiokaava

on siten 1 = 1,2,11 = V22,, n = 1,2,3,.... Toisaalta z,, = 25", missi s(n) =
Z;ll 27k n =23, ... Perustelu: Koska o = 2%, vaite patee arvolla n = 2. Jos viite

patee arvolla n = j, niin x4 = /22; = 23 . 2350) = 2%(1+S(j)), missa %(1 +5(j)) =
21278 = s(j +1). Siis xj41 = 25U+, On osoitettu, ettd z, = 2°(™. Edelleen
limy, oo Sn = D gy 27% = 1 (geometrisen sarjan summa), joten lim,, o z, = 2! = 2.

Kompleksiluvun z = z + iy liittoluku on z = x — 1y. Kompleksilukujen z; = x1 + i1
ja zo = xo + iys tulo on z120 = x1x2 — Y1Y2 + i(x1Y2 + x2y1). Tamén perusteella
Z1Z2 = T1%2 — Y1y2 — i(T1y2 + T2y1) = Z122. Lopuksi, jos z =z +iy,on 22 +7+ 1=
2?2 —y? + 2+ 1+i(2zy —y). Tami on nolla vain jos seki reaaliosa 22 —y%2 +z+1 =0
ettd imaginaariosa y(2z — 1) = 0. Jalkimmaéinen toteutuu, jos y = 0 tai x = % Jos
y = 0, on reaaliosa 2 + x4+ 1 = (z + 1)2 + 3. Timi on aina positiivinen, joten
yhtalolla ei ole ratkaisuja arvolla y = 0. Jos xz = %, on reaaliosa y? — ;Z. Taméa on

nolla, kun y = £1+/7. Siis yhtélon ratkaisut ovat z = 3 (1 £ /7).

dP
Integroimalla separoidusta muodosta 75 = —4dt saadaan yleinen ratkaisu 2vP =

—4t + 2C eli P(t) = (C — 2t)%. Alussa oli 1100 kalaa, joten P(0) = 1100. Toisaalta
P(0) = C?, joten C' = 10y/11. Kalat ovat kuolleet, kun 0 = P(t) = (10v/11 — 2¢)2.
Thsta saadaan ¢ = 5v/11 ~ 16,583. Vastaus: Kalat ovat kuolleet 17 viikon kuluttua.



