Pitka matematiikka 26.3.2003, ratkaisut:
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2. Jos kolmion sivun pituus on @, on ympéri piirretyn ympyran séde r, = a/ V3 ja sisaan
piirretyn ympyrén side r, = a+/3/6. Tillsin r, /ry = 2. Ympyroiden alojen suhde on
(ry/rs)? = 4. Ympéri piirretyn ympyréin ala on 100(4 — 1) = 300 % suurempi.

3. Jos laudasta sahataan p palaa, on nelion sivu 95p mm. Palojen yhteispituus on p-95p
mm. Saadaan epiayhtils 95p? < 1600 eli p < /1600/95 ~ 4,104. Suurin p = 4 ja
pisin nelion sivu 4 - 95 = 380. Vastaus: 380 mm.

4. Jos pyrkijoita on 100a, heista epaonnistuu molemmissa kokeissa 10a, vain matematii-
kassa 25a — 10a = 15a ja vain fysiikassa 17a — 10a = 7a. Fysiikassa epaonnistunut
epdonnistuu myos matematiikassa todenndkéisyydellda 10a/17a¢ = 10/17 =~ 0,59.
Pyrkija eponnistuu ainakin toisessa kokeessa todenndkoéisyydelld (25a + 7a)/100a =
0,32.

5. a) Koska 2% = 8 = 2% on x = 3y. Sijoitus ensimméiseen antaa 3y + 2y = 4 eli
y = 4/5, josta z = 12/5. b) Funktioiden lg|z| ja 272 kuvaajat ovat symmetrisis
y-akselin suhteen, joten riittdd tarkastella arvoja = > 0. Télléin lg|x| on kasvava
rajatta ja 2 vihenevi kohti nollaa, joten kuvaajilla on yksi leikkauspiste z,. Koska
lg |1,895| < 1,89572 ja 1g]1,90| > 1,9072, on x, ~ 1,90 ja lg |z| > 272, kun |z| > 1,90.

6. Koska kyse on kolmion kulmista, on v = m—a— . Siten sinasin f = cos(mr—a—[f) =
—cos(a+ ) = sinasinf — cosacos 3. Tastd seuraa, ettd cosacos = 0 eli joko
a =m/2 tai f = 7/2. Kummassakin tapauksessa kolmio on suorakulmainen.

7. Suoran parametriesitys on x = 2+3t, y = 3+, z = 7+ 3¢, missa ¢t € R. Suoran piste
(x,y,2) on tasossa, jos t+2y+z=1eli 2+3t+2(3+t)+7+3t =1eli 8t 4+ 15 =1,

josta ¢ = —. Leiklauspisteen kordinaatit ovat @ = 2= 2 = =10, y =3-] = §. = =
— 5 = ;- Vastaus: (—z, 1 z)-

8. Jos yksikkosateisen pallon sisélla olevan lierion korkeus on A ja pohjan sidde r, niin
4r2+h? =4elir? =1-h?/4ja0 < h < 2. Lierion tilavuus h:ssa lausuttuna on V (h) =
7(1 — h?/4)h. Derivaatta on V'(h) = 7(1 —3h%/4) = 0, kun h = 2/+/3. Koska V(0) =
V(2) = 0ja V(2/v3) = 4r/(3V/3), antaa h = 2/+/3 lierién tilavuuden suurimman
arvon. T&lloin pohjaympyrén séde r = 1/2/3. Lierion ja pallon tilavuuksien suhde
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9. Josy = a:—i—3’ onzxy—3y=x+2elizx= Y+ . Kéinteisfunktio on siis f~1(y) =
x — Y —
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y+2 Jos z > 3, on >0jay=1+—— > 1. f~! on siis midritelty, kun
Yy — r—3 r—3
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y > 1. Edelleen, f~'(f(z)) = 21 T 212 (2 3) _g_.r,kunx>3.
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Maéaritelladn funktio f siten, ettd f(z) = az, kun 0 < x < 1/2 ja f(z) = a(l — x),
kun 1/2 <z < 1. Téll6in on f : [0,1] — R, on jatkuva ja f(0) = f(1) = 0. Edelleen,
fm kuvaaja ja x-akseli rajoittavat kolmion, jonka kanta on 1 ja korkeus a/2. Kolmion
ala on a/4. Siis 100 = fol f(x)dx = a/4, josta a = 400. Funktio f, f(x) = 400z, kun
0<z<1/2ja f(x) =400(1 — ), kun 1/2 <z <1 tayttda siten ehdot.

Piste (zo,y0), ¥3 + y2 = 1 on ympyrin 22 + y? = 1 ja suoran s : xox + Yoy = 1
leikkauspiste. Jos yo = 0, on £y = *1 ja suora s on x = £1. Talloin s esittaa
ympyran tangenttia pisteissid (+1,0). Jos yo # 0, on s ympyran tangentti, jos niilla
ei ole muita yhteisié pisteitd kuin (xo,yo). Jos xoz + yoy = 1, on y = (1 — zox)/yo.
Talloin 22 +y? = 22+ (1—xo1)? /y2 = (Y32 +1—2x0x+232%) /Y2 = (2% —2x01+1) /93
jar?4+y?t =16 22— 2rer+1-9y3 =0 22 —2x9r+23 =0 & (. —x0)% = 0. Siis on
oltava x = x¢ jay = (1 —22)/yo = yo. Néin ollen (zg, o) on ainoa suoran ja ympyrin
yhteinen piste, joten suora s on ympyran pisteeseen (xg,yo) piirretty tangentti.

Jos jono on a,aq,aq?,...,on a+aq+aq’> =3 jal2 =a+aq+aq®+aq® +aq* +aq® =
a+aq+aq® + ¢(a+aq +ag®) = 3+ 3¢ Siis > +1 =4 eli ¢ = /3. Edelleen
22:1 aq" ' = 124+aq®+aq"+aq® = 124+-¢%(a+aqtaq?) = 124+3(V/3)% = 12+3-9 = 39.
Koska ¢ > 1,44 > 1, ei vastaava geometrinen sarja suppene.

Olkoon P pallon ulkopuolinen piste, O pallon keskipiste ja sivutkoon P:n kautta
kulkeva tangentti palloa pisteessa (). Pisteen () kautta kulkeva, OP:td vastaan koh-
tisuora taso leikatkoon janaa OP pisteessa L. Jos x = OL ja h ndkyvan kalotin kor-
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keus, saadaan yhdenmuotoisista kolmioista OLQ) ja OQP verranto — = T d josta
roor

2 d )
L= r:— d Nyt h = 7‘2—96 = r:— 7 Kalotin ala on 27rh = 27rT T Sen suhde pallon
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alaan 47r? on o = . Siis prosentuaalinen nikyméa p(r,d) =

4rr?(r+d)  2(r+d) r+d
= 50. Jos r = 6370 km ja d = 500 km, on p(r, d)

Edelleen dliﬂgo p(r,d) = dlin;o r/d+ 1

2500

= a7 ~ 3,6390. Satelliitista niakyy 3,6 % maapallon pinnasta.

Jos a = 0, on alkuarvotehtavén ratkaisu y = 0. Oletetaan sitten, ettd a # 0. Yhtalossa
1

voidaan erottaa muuttujat, jolloin —g =dreli —— =x+celiy=— . Alku-
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ehdosta saadaan a = y(0) = —— eli ¢ = ——, joten alkuarvotehtévén ratkaisu on
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Nyt zp = cos0 +isin0 = 1, z; = cos%w—l—isiniw = 1/\/§+i/\/§, 29 = COS%TF'F
7 sin %77 =1, 23 = COS %W—i—isin %71’ = —1/\/§+i/\/§, z4 = cosm+isinm = —1. Pisteet
sijaitsevat 7/4:n vélein yksikkSympyran kehan ylédpuoliskossa. Jos w; = f(z;) = z?-,
niin wg = 12 =1, wy = (1 +19)?/2 =4, we = 2 = -1, wz = (=1 +4)?/2 = —i,
wy = (=1)2 = 1 = wyp. Pisteet sijaitsevat 7/2:n vilein yksikkdympyrin kehilld niin,
etta wy = wy.



