Pitka matematiikka 16.3.2007, ratkaisut:

1. a) 722 —62=0<= (T2 —6) =0 <=z =0 tai v = .

b) 3z —2| <4<= —4 < 3x—2<4. Nyt 4<3x—2<:>3x> —2<=1>-2%ja
3r — 2 <4 <= 3z <6 < = < 2. Epayhtalon ratkaisu on siis —g <z <2

c) \/_ a3/2 = 3/2)1/3 —al/2 — Va.

1/21 222)dx = 1/2 2,.3_ 1,2 1_1 1 _ 7
2. )f + 22?)dx /0 T+3T°=5+t35°'3=5T 1= 13
1 2z T 1
b . Siis f'(1) = —.
) J) = 5 = e S S =
) 2T 922 — e’ _ 952 — 52 952 — 52

3. a) Jos merivettd on 100a, on siind vettd 96a ja suolaa 4a. Haihdutuksen jélkeen

jaljella on vetta 96a — 28a = 68a ja suolaa edelleen 4a eli yhteensa 72a merivetta. Sen

4 50
suolaprosentti on nyt 100 - 72@ 9 ~ 5,5556. Vastaus: 5,6 %.

b) Jos korkoprosentti on p, on korkotekija ¢ = 1 4 p/100. Tehtdvdn mukaan ra-
hamiirin a kasvulle pitee ¢'%a = 1,5a eli ¢'° = 1,5. Téstid saadaan ¢ = V1,5 ~
1,04138, josta edelleen p = 100(q — 1) ~ 4,138. Vastaus: 4,14 %.

4. Pisteiden A ja B paikkavektorit ovat OA = 2i+3j +6k ja OB = 4i—7j — 3k. Kysytty
suuntavektori on AB = OB — OA = 2i — 105 — 9k. Suoran pisteen P paikkavektori
on OP = OA +tAB = (24 2t)i + (3 — 10t)j + (6 — 9t)k. Suoran parametriesitys on
sitenx =24 2t, y=3—10¢, z =6 — 9¢.

Suora leikkaa zy-tason, kun z = 0 eli kun 6 — 9¢ = 0. Niin tapahtuu, kun t = 2

5
Leikkauspisteen koordinaatit ovat x =2 + 2 - % = 13—0 jay=3—-10- % = —13—1.

Vastaus Parametriesitys on ¢ = 2+ 2t, y = 3 — 10¢t, z = 6 — 9t ja leikkauspiste
(1_397 3 )

5. Suorien z+y = 1 jaz—3y = 1 leikkauspiste saadaan yhtéloparista x+y = 1, x—3y = 1,
jonka ratkaisu on z = 1, y = 0. Nain jatkamalla nahdaan, etta suorax+y =1 lelkkaa
suoria x —3y = 1 ja x —3y = —4 pisteissd A = (1,0) ja B = (— 4, Z) Samoin nahd&an,
ettd suora x +y = 6 leikkaa suoria z — 3y = 1 ja x — 3y = —4 pisteissi, D = (12 5)

404
jaC = (2, 5) Vaakasuora jana DFE Jakaa tarkasteltavan nehkuhmon ABCD kahteen

kolmioon. Kolmion ABD ala on 1 - (2 — (=1)) -2 = 22 ja kolmlon BCD ala

12— E-2= 25 . Kysytyn nelikulmion ABC’D ala on siis <2 + =2

Vastaus: %.

6. Kun = > 3, saadaan epiyhtilo muotoon 22 + 72z +2 > v — 3 eli 22 + 6z +5 > 0.
Vasemman puolen kuvaaja on ylospain aukeava paraabeli. Sen nollakohdat ovat x =
—6 + /36 — 20

2
x < =5 tai z > —1. Alueessa x > 3 on siis £ 4+ 6x + 5 > 0 kaikilla arvoilla z.

= -3+2elixz=—-5jax=—1. Niin ollen 22 + 6z +5 > 0, kun

Kun z < 3, saadaan epiyhtilo muotoon 22 + 72z +2 < x — 3 eli 22 + 6z +5 < 0.
Edellisen mukaan 22 + 6z + 5 = 0, kun = —5 ja z = —1. Niin ollen alueessa = < 3
on 2 +6x+5<0, kun -5 < x < —1.

Vastaus: Kun —5 < ¢ < —1 tai = > 3.



10.

11.

Leikataan kartiota sen akselin kautta kulkevalla tasolla. Olkoon leikkauskuviossa A
pohjaympyran keskipiste ja r = AC sdde sekd B kartion huippu. Olkoon vield z = AD
lierion korkeus, 0 < x < 6 ja s = E'D lierion sdde. Yhdenmuotoisista kolmioista ABC'

6 _

ja DBE saadaan verranto — = —x, josta edelleen s = r — %mc. Lierion tilavuus

V = ws?x on z:n funktiona V(z) = mr?(1 — %x)%‘ = mr?(z — 32 + 5-2%). Témién

derivaatta on V'(z) = mr?(1 — 2z + a?) = 557mr?(z? — 8z + 12). Derivaatta hiviad,
8+ 64 — 48

kin t = ————— =4+ 2eli kun z = 2 tai z = 6. Naista vain edellinen on

tarkastelualueella. Koska V/(z) > 0, kun 0 < z < 2 ja V'(z) < 0, kun 2 < x < 6,
saavuttaa lierion tilavuus suurimman arvonsa, kun = = 2.

Vastaus: Lierion korkeus on 2.

. Jotta f olisi tiheysfunktio, on oltava f(z) > 0, kun 0 < z < 1 seké fol f(x)dx = 1.

1

Nyt fol f(z)dr = fol(%ac + 2)dx = / 212?24+ 22 = 2(2 + a). Integraalin arvo on 1,
0

jos tHa=2<=d>-2a+1=0<= (a—1)?=0<=a=1

Arvollaa=1on f(z) =2+ 1 >0, kun 0 < z < 1. Niin ollen f(x) on tiheysfunktio,

kun a = 1.

1
Todennikdisyys, ettd X on vélilld [0, 3] on f01/2(:1;+%)dx = /2 o2 +dly=141=3
0

Vastaus: a =1 ja todennédkdisyys on .

Olkoon kuution sivun pituus a. Sijoitetaan kuutio koordinaatistoon siten, ettd A =
(0,0,0), D = (a,0,0), B = (0,a,0) ja E = (0,0,a). Talléin AC = ai + aj, |AC| =
av?2 ja AG = ai + aj + ak, |AG| = ay/3. Niiden viliselle kulmalle o saadaan
- AC - AG B a® + a® 2
[AC|[AG|  a2v2V3 V6
Vektori BD = AD — AB = ai — aj. Koska AG - BD = a® — a® = 0, on vektoreiden
valinen kulma G = 90°.
Vastaus: Kysytyt kulmat ovat 35,3° ja 90°.

cos « ~ 0,8164966, joten o ~ 35,26439°.

Yleinen termi a,, = 2n -2 =2 n-l < 2, koska n-l < 1.

n+1 n+1 1

—1 1)—(n—1 2 4
Gt — ay = 2 n_n ):2‘n(n—l— )—(n—1)(n+ ): >0
n+2 n+l (n+1)(n+2) (n+1)(n+2)
Nain ollen aina a,41 > a,.
1-—1

Lopulta lim,, .. a, =lim, . 2 - T =2, silla limg, oo % =0.
Koska f on derivoituva arvolla 0, on olemassa limj_, M = f/(0).

h) — h) — h)—1 h) —
pisteessit o on LEEW = 1@) _ J@I0) = f) =1 () = 110)

h h " h h
Néin ollen on olemassa f'(x) = limp_ J+ })L_ @) _ f(x)f'(0). Siis f on de-

rivoituva kaikkialla ja f'(x) = f(z)f'(0).

Esimerkiksi funktio f(x) = e® tayttaa tehtdvan ehdot: f(z +y) = 1Y = e%e¥ =
f(@)f(y), £(0) =€ =1 ja f on derivoituva arvolla 0.
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13.
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*15.

31 3
Ji —de = / Inz = In3 ~ 1,098612.
T 1

Puolisuunnikassdanto funktiolle f(x) valilld [1, 3] kiyttden neljad jakovélid on S(x) =

%(%f(1)+f(%)+f(2)+11‘(§)+%f(?)))- Kun f(z) = 3, on S(z) = 5(3+3+3+5+5)
67 ~1,116667. Siis J, —dr ~ T ~ 1,11667.

67 _

Likiarvon suhteellinen virhe prosentteina on 100 - 5% ~ 1,643 eli 1,64 %.

In3
Jos n on alkuluku ja z kokonaisluku, joka ei ole jaollinen n:ll4, on Fermat’n pienen
lauseen mukaan z"~! =1 (mod n) eli 2™ = z (mod n). Jos taas z on jaollinen n:ll4, on

olemassa kokonaisluku & siten, etti z = kn. Talloin 2" —z = (kn)"—kn = n(n" tk—k)
eli 2 = z (mod n). Siis kun n on alkuluku ja z kokonaisluku, on 2" = z (mod n).
Jos nyt n on alkuluku ja x, y kokonaislukuja, niin edellisen mukaan

(x+y)" =z+y (mod n), z = z™ (mod n), y = y™ (mod n), x+y = 2" +y" (mod n),
jolloin (z + y)™ = 2™ + y™ (mod n), miké piti todistaa.

a) P,(z) = > 2" on geometrinen summa, jonka ensimméinen termi on z ja
. Kun -1 <2 <1, on
11—z

1— 2" T
lim,, ., ™ = 0, joten on olemassa lim,, ] =7 . On osoitettu, etta valilla
—x —x

suhdeluku ¢ = x. Néin ollen summa on P,(x) = =

x
1—

1—a" I
1—=z _l—x’_ 1—z°

— 0,571
c) Edellisen mukaan |P,(—0,5) — f(—0,5)] < 0,01, kun | 1_,_7(15

(0,5)"T1 < 0,015. Tisti saadaan ehdoksi (n+1)In0,5 < 1n 0,015 elin+1 >

—1 <z < 1 on olemassa raja~arvo f(z) = lim, . P,(z) =

b) Edellisen mukaan |P,(z) — f(z)| = |z| - |

< 0,01 eli

In 0,015
>
n0,5 —

6,05 eli n > 6. Asteluvun on siis oltava vahintadn 6.
a) Josa>0,b>0,0n0< (a—b)?=a?+b*>—2ab, joten 2ab < a®+b?. Koska p < 2,
on pab < 2ab. Siis pab < a? + b?, miki piti todistaa.

b) Olkoon suorakulmaisen kolmion kateetit a ja b seké nelion sivu ¢. Télloin kolmion
kolmas sivu on va? + b2. Koska pinta-alat ovat samat, on %ab = 2, josta saadaan

¢ = y/2ab. Viite on nyt a +b+ Va2 +b% > 4dceli a+ b+ Va2 +b> > 2v/2ab eli

a+b++va?+b%2—2v2ab> 0.

Koska b > 0, on va? + b? > a. Nain ollen a+b++v/a? + b%2—2v/2ab > 2a+b—2v/2ab =
(vV2a — Vb)? > 0. Siis a + b+ Va2 + b2 > 4¢, miké piti todistaa.



