Pitka matematiikka 23.3.2012, ratkaisut:

1+V1+4-6 1+£5

1. a)2’—2-6=0<=1z= 5 5 . Siis z = —2 tai z = 3.
-3 7
b)%—%—5=0<:>3x—9(m—3)—2-7=0<:>—63:+13:0<:>x:%.
r 2 x? 5
c)-——=0<= —-2=0<=2"—-4=0<= 2 ==£2.
2 2
Vastaus: a) = —2taiz =3,b) z =22, ¢) 2= -2 tai v = 2.
15 6 15 15—-4-4 1
2. _ —2:—— 2:7:__.
D7~ G) =g 1 1

b) /6-(3)—-6=v6-6—-6=6—-6=0.

c) ln%—l—ln?zln:c—ln?—i—anzln:c.

d) sin? z + cos?(x + 27) = sin® x + cos® z = 1.
e) fol(:c+1)d:c:01%:c2+x:%+1: =3

f) f(z) = D(4e®*) = 8e*®. Siis f/(0) = 8" = 8.

3. Pisteet A, B ja C' maaraavat kolmion. Karjesta A lahtevat paikkavektorit ovat
AB=(4-2)i+(0-1)j=2i—jja AC = (5—2)i+ (7T —1)j = 3i + 65.
Koska AB-AC =2-3—1-6 =0, ovat vektorit kohtisuorat. Siis A:ssa oleva kolmion
kulma on suora eli kolmio on suorakulmainen.

4. Vektorin a = xi + i + 2k kohtisuora projektio zy-tasolle on vektori :EE + g}. Nain
ollen xi + yj = 2i 4+ 37, josta saadaan, ettd x = 2 jay = 3. Siis a = 2i + 3j + zk ja
|a|?> = 4+ 9+ 22 = 22, josta saadaan, ettd 22 = 9 eli z = £3. Kysytyt vektorit ovat

a=2i+3j + 3k.
Vastaus: @ = 2i + 37 — 3k tai @ = 2i + 35 + 3k.
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5. Funktio f(z) = 2% on méadaritelty, kun > 0. Sen derivaatta f'(x) = 211.90 haviai,
T T
kun Inz =1 eli kun = = e. Koska f'(z) > 0, kun 0 < z < e ja f'(x) <0, kun x > e,
1

Ine
saavuttaa funktio suurimman arvonsa pisteessi © = e ja f(e) = — = —

e e
Vastaus: 1/e.

6. a) Koska P(ainakin 1 maali) = 1 — P(ei maaliakaan) ja
P(ei maaliakaan) = (1 —0,65)(1 —0,75)(1 — 0,54) = 0,04025, on
P(ainakin 1 maali) =1 — 0,04025 = 0,95975 ~ 0,96.
b) Olkoon P(n) todennékéisyys sille, ettd tulee n maalia. Téalléin odotusarvo on
E=0-P0)+1-P(1)+2-P(2)+3-P(3). Nyt
P(1) = 0,65(1 —0,75)(1 — 0,54) + 0,75(1 — 0,65)(1 — 0,54) + 0,54(1 — 0,65)(1 — 0,75) =
0, 24275,



10.

P(2) = 0,65 0,75(1 — 0,54) + 0,65 - 0,54(1 — 0,75) + 0,75 - 0,54(1 — 0,65) = 0,45375,
P(3) =0,65-0,75- 0,54 = 0,26325.

Niiin ollen E = 0+ 1-0,24275 + 2 - 0,45375 + 3 - 0,26325 = 1,94.

Vastaus: a) 0,96, b) 1,94.

a) Ehdosta y(0) = 7 saadaan ¢ = 1. Derivaatta y'(z) = 2az + b. Sivuamisehto on
y'(t) = 0 ja y(t) = 0. Edellinen antaa 2at +b = 0 <= b = —2at. Jalkimmaisesta
saadaan nyt y(t) = at> —2at-t+1 =0 eli —at?+ } = 0 <= a = ;5. Tlldin b= —
Polynomi on siis y(z) = 2? — 2z + 7.

t
b) Koska t > 0, on kysytty pinta-ala fo w22 — Zx+ 1)de = [ g2’ — Hat 4 tw =
0
z—14+1= % Pinta—ala on siis sama kaikilla arvoilla ¢, mika todistaa vaitteen.
Vastaus a)a= tg, b=— t2, c= %
5000 1
a) Peruuntumisehto on f(t) > 1 - 5000 <= — - 5000 <

1+ 49996_0’8t 2

1
1+ 4999¢7 08t « 2 &= 798 <« ——_ Ottamalla puolittain logaritmit saadaan ehto

4999°
In 4999 .
~ 10,6462. Peruutus tapahtuu siis 11 vuorokauden kuluttua.

muotoon t >
)

5000 - 0,8 - 4999¢ 98¢

b) Koska f/(t) = (1 +4999¢~0:8t)2

funktio, kun ¢ > 0.
5000 5000 5000
limy o - : - — 5000.
©) im0 T 0000=08F = T4 4999 limy_ o e—08 140

Vastaus: a) 11 vuorokautta, ¢) 5000.

> 0 kaikilla t > 0, on f(¢) aidosti kasvava

Leikataan kartiota sen akselin kautta kulkevalla tasolla. Olkoon leikkauskuviossa A
pohjan keskipiste, AB pohjan side, C' kartion huippu, D katkaistun kartion ylaym-
pyran keskipiste ja DE ylaympyran sdde. Suorakulmaisesta kolmiosta ABC' saa-
dcz%n egc% reunaviiva CB = V22452 = 1/29. Yhdenmuotoisuuden perusteella

1

CB  AB 2
saympyran sade. Ulkoympyran sade on C'B = 1/29. Rengasalueen pinta-ala on siten

m(v29)? — m(3v/29)? = 2. 297 ~ 68,3296 (cm?).

Vastaus: 68 cm?.

josta saadaan CE = %CB = %\/ 29. Tama on rengasalueen si-

a) 3tang+320<:>tan;:—1<:>§:—%+n7r<:>:c:—g+2n7r, neJz.

b) 2sin® z+3cosz—3 = 0 <= 2(1—cos?z)+3cosz—3 = 0 <= 2cos’ r—3cosz+1 =

3+v9-2-4 3+1

Edellisestd saadaan x = £% + 2nm, n € Z ja jailkimmaéisesta x = 2nm, n € Z.
Vastaus: a) x = —5 +2nm, n € Z,b) x =+ + 2n7 tai x = 2nm, n € Z.

eli cosz = % tal cosz = 1.

0. Tamaéan ratkaisu on cosx =



11.

12.

13.

Kolmion K; korkeusjanan pituus on “T‘/g Piirtamalla ympyralle Y7 sade r; kohtisuo-
raan K;:n kylked vastaan saadaan sen ylapuolelle kolmio, jonka toinen kateetti on 7

ja korkeusjanalla oleva hypotenuusa 2r;. Niin ollen korkeusjanan pituus on 371, joten
aT\/§ = 3rq, josta saadaan r = 2;\@/3

Piirretaan sitten Y7:n keskipisteesta sade kolmion K5 huippuun ja jana kohtisuoraan

Ky5:n kylkea vastaan. Saadaan kolmio, jonka hypotenuusa on r; ja lyhyempi kateetti

%rl. Pitempi kateetti on @rl. Téasta saadaan, ettd kolmion Ko sivun pituus as =

2. @Tl = Tl\/g.

Menettelemalla kuten edelld nahdaan, etta kolmion Ko sisaan asetetun ympyran Yo

side ro = 2% = T;\‘//g = %rl ja ettd ympyran Y5 sisddn asetetun kolmion K3 sivun

pituus ag = r9 V3.

Aivan vastaavasti ndhdaan, ettd kolmion K3 sisdan asetetun ympyran Y3 sdde on
rg = 2% = %7’2 = (%)27’1.

Jatkamalla nahdaén, etta kolmioihin asetettujen ympyroiden sateet muodostavat geo-
metrisen jonon 71, 371, (3)?r1, (3)%r1, ... Tamén perusteella ympyrdiden pinta-
alojen summa on suppeneva geometrinen summa

B 1 a?
S =ar 3o () =t

1
2
Vastaus: ﬂ%.

1
4

a) Viivakoodille pitee 3(1+2+8+454+0+2)+4+6+2+9+3+d12 = 0 (mod 10) <=
8+dia=0 (mod 10) <— dip =2 (mod 10) —> dq9 = 2.

b) Nyt 3(1+3+5+7+9+2)+24+4+6+8+1+3 =3-27+24 =105 # 0 (mod 10),
joten viivakoodi on virheellinen.

c) Edellisen mukaan merkille ds patee 3(24 + d3) + 24 = 0 (mod 10) <=

96 + 3ds = 0 (mod 10) <= 3(32 4+ d3) = 0 (mod 10) = d3 = 8.

Vastaus: a) dis =2, ¢) (1,2,8,4,5,6,7,8,9,1,2,3).

Leikkauspisteiden z-koordinaatit saadaan jatkuvan funktion h(z) = f(x) — g(x) =

1 —x — 3 cos x nollakohtina. Koska h(—0,885) < —0,014 < 0 ja h(—0,89) > 0,0017 > 0,
on funktiolla h(z) nollakohta x; valilld | — 0,885; —0,89]. Nollakohdan kaksidesimaa-
linen likiarvo on z; = —0,89.

Koska h(1,86) < —0,0044 < 0 ja h(1,865) > 0,0049 > 0, on h(z):1l4 toinen nollakohta
xo valilla ]1,86; 1,865[. Nollakohdan kaksidesimaalinen likiarvo on zo = 1,86.

Koska h(3,635) > 0,0071 > 0 ja h(3,64) < —0,0049 < 0, on h(z):114 kolmas nollakohta
x3 valilla ]3,635; 3,64]. Nollakohdan kaksidesimaalinen likiarvo on z3 = 3,64.

Leikkauspisteiden y-koordinaatit ovat y; = f(z1) = 1—21 ~ 1,89, yo = 1—x9 ~ —0,86
jays =1—x3~ —2,64.

Vastaus: (—0,89; 1,89), (1,86; —0,86) ja (3,64; —2,64).
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*15.

a) Kaikilla € R on (coshz)? — (sinhz)? = 1(e" + e77)2 — L(e? —e7)2 =

4
i(eQx +26xe—x +6—2m o 62m +26m6—m —6_2 ) _ %(2+2) -1
1 1
b) %(Slnhx) = %(E(em — @—m)> — §(e$ . (—1)6_36) — §(Gm + e—m) — cosh z.

d 1

c) d—(sinh x) = coshx = 5(6’3 + e~ ") > 0 kaikilla € R. Néin ollen sinh 2 on aidosti
x

kasvava, josta seuraa, etta silla on kaanteisfunktio.

Maaritetaan kaanteisfunktion lauseke. y = sinhz <= 2y = e” — ™% <=

2ye” = (e%)? — e%e ™ > (e%)? — 2ye® — 1 = 0.

2y + \/4y? +4
Y 2y+ =yt Vy?+ 1.

Tasta ratkeaa e® = Miinusmerkki ei kelpaa, koska

e? > 0 aina, joten e* = y + /y? + 1. Ottamalla logaritmi saadaan kadnteisfunktion
lausekkeeksi x = In(y + /y? + 1).

d) Koska aina |y| < /y2+ 1, on y + /y> + 1 > 0 kaikilla y € R. Néin ollen kdan-
teisfunktio = In(y + y/y? + 1) on méaritelty kaikilla y € R eli sen mééarittelyjoukko
on R.

a) Piirretdén x-akselin suuntainen suora ri-siteisen ympyran keskipisteestd kuvioon

piirretylle sateelle ro. Talloin syntyy suorakulmainen kolmio, jonka hypotenuusa on

r1 + 79 ja kateetit ro — 71 sekd d. Talloin d? = (11 +1r9)% — (12 — 1r1)? <

d? = 2r1rg + 2r179 :d:2m

b) Piirretddn pienen ympyrén keskipisteestd Oz z-akselin suuntainen suora kuvioon

piirretylle sateelle 1 seka yhdistetaan Og ri-sateisen ympyran keskipisteeseen. Talloin

saadaan suorakulmainen kolmio, jonka hypotenuusa on ry + r3 ja pystysuora kateetti

r1 —r3. Toisen kateetin pituudelle d; saadaan yhtils d3 = (r; +13)% — (r1 —73)% <=

dy = 2,/T173.

Vastaavasti saadaan toiselle puolelle suorakulmainen kolmio, jonka hypotenuusa on

ro 4+ r3 ja pystysuora kateetti ro — r3. Toisen kateetin pituudelle dy saadaan yhtalo

d3 = (ro+13)* = (ro —r3)? <= dg = 2,/7273.

Edellisen kohdan mukaan 2,/ri72 = d = dy + da = 2(\/r173 + |/T273), josta saadaan
M 2 riT2

Ry =y = = G m ) S U v

c) (k1 + ko +k3)? =2(k3 + k3 + k3) < kI + k3 + k3 = 2k1ka + 2k1ks + 2koks.

1 1 2
—(\/7‘_1 +VT2) seka,

Sijoitetaan jalkimmaiseen yhtaloon k1 = —, ko = — ja k3 =
™ T2 rir2

sievennetadan. Talloin saadaan
2 2 6 4 4
K+ k3+ki==S5+5+

+ + :
i 5 r1T2 T14/T17T2 T24/T17T2
T2 ’

2 2 6 4 4
2k1ko + 2k ks + 2koks = — + < +

+ +
2
L] r5 172 T14/T172 A/T1T2

Koska lausekkeet ovat yhtasuuret, on kaava oikea.




