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MATEMATIIKAN KOE, PITKA OPPIMAARA 20.3.2013
HYVAN VASTAUKSEN PIIRTEITA

Alla oleva vastausten piirteiden ja sisadltéjen luonnehdinta ei sido ylioppilastutkintolauta-
kunnan arvostelua. Lopullisessa arvostelussa kaytettavista kriteereista paattaa tutkintoai-
neen sensorikunta.

Hyvasta suorituksesta nakyy, miten vastaukseen on paadytty. Ratkaisussa on oltava tarvittavat
laskut tai muut riittavat perustelut ja lopputulos. Arvioinnissa kiinnitetadn huomiota
kokonaisuuteen, ja ratkaisu pyritaan arvioimaan kolmiosaisesti: alku, valivaiheet ja lopputulos.
Laskuvirheet, jotka eivat olennaisesti muuta tehtdavan luonnetta, eivat alenna pistemaaraa
merkittavasti. Sen sijaan tehtdavan luonnetta muuttavat lasku- ja mallinnusvirheet saattavat
alentaa pistemaaraa huomattavasti.

Laskin on kokeen apuvidline, jonka rooli arvioidaan tehtdavakohtaisesti. Jos ratkaisussa on
kdytetty symbolista laskinta, sen on kaytava ilmi suorituksesta. Analysointia vaativien tehtavien
ratkaisemisessa pelkka laskimella saatu vastaus ei riita ilman muita perusteluja. Sen sijaan
laskimesta saatu tulos yleensa riittda rutiinitehtavissa ja laajempien tehtavien rutiiniosissa.
Tallaisia ovat esimerkiksi lausekkeiden muokkaaminen, yhtadldiden ratkaiseminen seka
funktioiden derivointi ja integrointi.

1.a) (x—4)° =(x—-4)(x+4) & x* —8x+16=x"-16 & -8x=-32 & x = 4.
b) 3x—E<-&x o 18x-21<-4x  22x<2l & x<2l.
4-17
2-1
y=0, joten 3x—10 = 0. Siis x=%. Leikkauspiste on (%,O).

c) Suoranyhtiléon y—7 = (x—1) ©3x+ y—10=0. Leikkauspisteessa

2. a) f’(x)=3cos(3x), joten f’(g): 3cosZ=3.-1=3

1
272"
b) a—b=(4-2)i +(1+3)j+(=7+5)k =2i +4j -2k, joten

a-5|=\a+16+4 =24 =26,
c) Kun —%<0{<l, niin cosa =1 —sin’ & =~/1—(%)2 :\/% =@.
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b=2,niin a+b=4.

3. a)( )2=a+2\/_\/3+b (a+b)+2\/_ Koska

1 2
Z, niin ab =1. Siis (\/a+\/g) =4+2-1=6.

11\ 2 , 21 12 21 12
( 3)(# x? y +y? ) X —xy +xPyr+x3yi—xdyi+y =x+y.

Koska a =

4. Olkoot korkeusjanan kantapiste D ja CD = h. Kolmiot ADC ja CDB ovat yhden-
muotoiset, joten

AD _CD
CD DB

Siis
Tk ey oo,
h

Koska 2 >0, niin 4 =+/21. Pinta-ala on

ABDC_10%_g, sy

5. Merkitdan f(x)= (x —x- 5) . Derivaatan

f(x)= (x —x- S)e D+eF2x-1)= (—x2+3x+4)e_x

nollakohdat saadaan yhtalosta —x>+3x+4=0¢< x =4 tai x=—1. Nollakohta

x =—1 eikuulu alueeseen x > 0. Koska f(0)=-5, f(4)= 14 ~0,1282 ja
e

lim f(x) =0, niin funktion pienin arvo on =5 ja suurin arvo on —-.
X—>o0 e

6. a) Komplementtien todennakoisyydet ovat
PeiB) =1-0,17=0,83 ja
P(ei0) =1-0,33=0,67.
Talloin

P(enintaan 9 O:ta)=1-P(10, 11 tai 12 O:ta)

12 12
:1—{(10)0,3310 0,67 +(1J .0,33'".0,67 +0,3312}

=~ 0,9995.
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12 3 9 (12 4 8
o) PGt 4By =| [ 0177-0,83+| 710,17*-0,83" =0.30,

5 1

7. Yhdysjanan keskipiste on M = (—,— —) = (5,3,2) . Tason normaalivektori on

AB=(3-2)i +(1-0)] +(3=Dk =i + ] +2k,
joten tason yhtdlé on muotoa X+ y+2z + d = 0. Taso kulkee pisteen M kautta,
joten %+%+4+d =0 & d =-7. Sijoittamalla yhtdléon x =0 ja z =0, saadaan

y ="]. Leikkauspiste on (0,7,0).

8. a) Leikkauspisteiden x-koordinaatit saadaan yhtalosta
12x° =36x =—12x% +36x & 12x° +12x* - 72x =0 & 12x(x* +x—-6) =0

Sx=0vxl+x-6=0x=0vx=-3vx=2,
Sijoittamalla ndmé arvot saadaan leikkauspisteiksi (—3,—216), (0,0) ja (2,24).

b) Merkitaan f(x)=12x> —36x ja g(x)=—12x> +36x. Koska f(x)> g(x) valills

—3<x<0ja g(x)= f(x) vélilld 0 < x <2, niin pinta-ala on

0 2
13 (f (%) = g(x))dx + £ (g(x) = f(x))dx

0 2

= [ (12x° +12x% = 72x)dx + [ (=12x° —12x* + 72x)dx
-3 0
0 2

- /(3x4 +4x° —36x2)+/(—3x4 4y +36x2) —253.
-3 0

9. cos(2x)+cos(3x) =0 < cos(3x) =—cos(2x) < cos(3x) =cos(2x + )
S3x=22x+nm)+n2r x=C2n+)xvSx=2n-Nrx
(:)x=(2n+l)7zvx=%7z, nez
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10. Kuution poikkileikkaus on suorakulmio, jonka sivuina ovat kaksi kuution vastakkaista
sdarmaa ja kahden sivutahkon lavistajat. Taman suorakulmion sivujen pituudet ovat

2ja 2\/5 ja sen lavistajan pituus on 2\/5. Olkoon pienen pallon sade 7 ja sen keski-
pisteen etdisyys kuution karjesta x.

. X N3
Yhdenmuotoisuuden nojalla — =T, joten x = r\/g. Summa
r

l+r+x=1+ (1 + \/g)r on puolet suorakulmion lavist3jan pituudesta, joten

V3-1
3+1

1+(1+\/§)r = \/5 Pienen pallon sideon r =
11. Aritmeettisen jonon maaritelman mukaan
1n(2x —2)—1n2=1n(2x +2)—1n(2x —2),

27 -2 25 +2 2 =2 2%+2
In =In Rt = &
2 27 -2 2 27 -2

joten

(2X)2—4-2X+4:2-2X+4

o (27) -6-27=0 27 (2 ~6)=0.
In6

Koska 2% > 0 kaikilla x€ R, niin 2* —6=0 < 2" =6<:>x=ﬁ.
n

12. a) Pinta-alaon A(¢)=2tcost.
b) A'(t)=-2tsint+2cost =0 < cost —tsint = 0. Ratkaistaan yhtalo Newtonin
menetelmalld. Merkitaan f(¢) = cost —¢sint, jolloin f'(¢) =—2sin¢ —tcost.
Newtonin menetelman rekursiokaava on

cost, —t,sIni,

{ o=t — ,
T dsing, — 1, cost,
josta iteroimalla alkuarvosta #, =1 ldhtien saadaan ¢, = 0,8645, #, =0,8603 ja

t3 = t,. Ratkaisun kaksidesimaalinen likiarvo on ¢ = 0,86.

c) Lasketaan arvot A(0)=0, 4(5)=0 ja 4(0,86)=1L1. Pinta-alan suurinarvo on 1,1.
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13. a)

A B AoB | Ao(AoB)
1 1 0 1
1 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 0

b) Koska 4 0 (4 o B) on tosi, jos ja vain jos A ja B ovat tosia, niin se on
ekvivalentti lauseen 4 A B kanssa.

"14. a) P(x)=x2+x—2=0<:>x:—2vx:1,joten P(x)=(x+2)(x-1). (2p.)
A N B (A+B)x+(2A4-B) _
x—1 x+2 (x=1)(x+2) (x=D(x+2)

kaikilla x =2, joka

patee, kun
A+B=0 A=1
_ (2p.)
24-B=1 B=_1
1 1 1
c) 3 dx=|—3 x—Jde=%ln‘x—1‘—%ln‘x+2‘+C
X" +x-2 x—1 x+2
-1
=%mfx] C=%mx +C,kun x>2. (2p.)
x+2 x+2
d) Jos k > 2, niin
k
k _ _ _
J 1 v=1/In" 1—§@n5—1_4n1J=l1(4-5—1j
P(x) 2 x+2 k+ 3 k+2
2
1
1 k 1
_Eln 4 @ _)§1n4, kun k%oo

ﬁmJPafh:%m4 (3p.)
2
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"15. a) Sivuamispisteeseen (t,tz) piirretyn tangentin kulmakerroin on 2z ja

1
normaalin yhtélé on y — t* = —2—(x —t). Normaali leikkaa y-akselin, kun
t

y= t2 + % Tama on ympyran keskipisteen y-koordinaatti. Ympyran

keskipisteen etdisyys sivuamispisteesta on

r:\/(t—0)2+(t2—y)2 :,/t2+%,

1
joten t2 =r2 —Z. Siis y = 2 +%. (3p.)

b) a-kohdan kaavan mukaan ympyran C; keskipisteen y-koordinaatti on 0= Z

ja ympyran C2 keskipisteen y-koordinaatti on (rz)2 +%. Keskipisteiden vadlinen
etdisyys on siis Y, — ) = r22 —1. Toisaalta keskipisteiden etdisyys on siteiden
summa 1+ 7,. Ndin saadaan yhtalo
(n) —l=1+n o (1) -n-2=0nrn=2vr=—1.

Sade on positiivinen, joten 1, = 2. (2 p.)

c) a-kohdan mukaan ympyran C, keskipisteen y-koordinaattion y, = rn2 +% ja

2

vastaavasti ympyran C, ., y-koordinaattion y, | = (rn+1) +%. Keskipisteiden

valimatka on siten
2 1 2 2 2
(rn+1) +Z_(rn) _Z:(rnH) _(rn) .
Toisaalta sama vélimatka on 7, + 7, ;. Nain saadaan yhtal
2 2 2 2
(rn+1) _(rn) =V T <:>(rn+1) _rn+1:(rn) +7,- (2p.)
. . 2 2
d) Edellisen kohdan nojalla ("n+1) — 71 —(rn) =7, =0
2
_li\/1+4(rn +1,) 1 (2 11 122 +))

Tn+1 = 7 7 7

josta vain positiivinen ratkaisu 7,1 =7, +1 kelpaa. (2 p.)
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