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MATEMATIIKAN KOE, PITKA OPPIMAARA 19.3.2014
HYVAN VASTAUKSEN PIIRTEITA

Alla oleva vastausten piirteiden, siséltjen ja pisteitysten luonnehdinta ei sido ylioppilas-
tutkintolautakunnan arvostelua. Lopullisessa arvostelussa kéytettévista Kkriteereista paattaa
tutkintoaineen sensorikunta.

Hyvésté suorituksesta nékyy, miten vastaukseen on pééadytty. Ratkaisussa on oltava tarvittavat
laskut tai muut riittdvat perustelut ja lopputulos. Arvioinnissa Kiinnitetddn huomiota koko-
naisuuteen, ja ratkaisu pyritddn arvioimaan kolmiosaisesti: alku, vélivaiheet ja lopputulos.
Laskuvirheet, jotka eivédt olennaisesti muuta tehtdvdn luonnetta, eivdt alenna pistemadraa
merkittavasti. Sen sijaan tehtdvan luonnetta muuttavat lasku- ja mallinnusvirheet saattavat
alentaa pistemadraa huomattavasti.

Laskin on kokeen apuvaline, jonka rooli arvioidaan tehtdvakohtaisesti. Jos ratkaisussa on
kaytetty symbolista laskinta, sen on kéytéva ilmi suorituksesta. Analysointia vaativien tehtavien
ratkaisemisessa pelkka laskimella saatu vastaus ei riitd ilman muita perusteluja. Sen sijaan
laskimesta saatu tulos yleensa riittdd rutiinitehtévisséd ja laajempien tehtdvien rutiiniosissa.
Tallaisia ovat esimerkiksi lausekkeiden muokkaaminen, yhtéloiden ratkaiseminen seka
funktioiden derivointi ja integrointi.

1.a) 7(x=3)+1=x>-1-(x*-1) < 7x-21+1=0< 7x=20 = x=2,
b) Positiivisuusehto on x(5—8x) > 0. Vasemman puolen nollakohdat ovat

x:va=g. Merkkikaavion perusteella ehto toteutuu, kun 0<x<g.
2 12 .2 @2

) a“-b .8 -b :(a_b)(a+b)+(a_b)(a+b):(a+b)+(a—b)=2a.
a-b a+b a-b a+b

2. Taulukko on

F(x) | 9(x) | h(x)
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: : . 1 1
.a) Pinta-ala saadaan integroimalla erotus 6x% +3x* + = —3x* =6x° + =,

X X
jolloin kysytty ala on
2 2
K6x + dex /(Zx3 + In\x\) =14 +In2~14,609.
1
1

b) g'(x)=1'(2x)-2=f'(2x). Koska f'(x)=3x* -3, niin
g'(x) =3(2x)% —3=12x° —3. Siis g'(1)=12-3=09.

. Jos a=0, niin yhtal6 on muotoa —5x + 2 =0, jolla on tdsmalleen yksi ratkaisu.
Jos a=0, niin yhtal6 on 2. astetta ja silld on tdsmalleen yksi ratkaisu, kun

diskriminantti D = 25—8a =0, eli kun a:%.

. Pisteen (8,6) kautta kulkevan suoran 3x —4y =0 normaalin yht&lo on
y—6= ——(x 8) = x=- 2 Sy4+25 25 . Ympyran keskipiste sijaitsee normaalilla.

Jos ympyran sade on r, niin kesklplsteen ( Sr+2r ) tulee olla alkuperaises-

t& suorasta etéisyydell& r. Nain saadaan ehto

‘_9r+ 4r‘_r<:>‘ 25r+75‘ 5r < —25r +150=+20r <r=10vr=30.

J9+16 3

Tapauksessa r =30 ympyra sivuaa negatiivista x-akselia. Kysytty sade on siis
% ja keskipiste (10,%).

. Olkoon f(x)= Zn:(x—ak)z, jolloin f'(x) = 2i(x—ak) = Z[nx— iak}

k=1 k=1 k=1

n
Derivaatan nollakohta on x = 1 > a,. Kyseessa on minimikohta, koska funktion
Ny
f kuvaaja on ylospéain aukeava paraabeli.
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7. Taulukoidaan kaikki mahdolliset silmalukujen summat:

[N
o

RINW kOO

RINWA~OIO|N
NW Ao
WOV |00|©
A~lO1OO|N|00O|©

Kaikkiaan alkeistapauksia on 6-4 =24 kappaletta.
a) Taulukon perusteella saadaan todennékoisyydet:

n 2 3 4 5 6 / 8 9 10
P(X =n) | 1/24 | 2124 | 3/24 | 4124 | 4124 | 4/24 | 3/24 | 2/24 | 1/24

b) Summan odotusarvo on
2—14(1-2+2-3+3-4+4-5+4-6+4-7+3-8+2-9+1-1O) =6.
Se voidaan laskea my0s seuraavalla tavalla. Tavallisen nopan silméluvun

odotusarvo on 3,5 ja tetraedrinopan silmaluvun odotusarvo on 2,5, joten
kysytty odotusarvo saadaan naiden summana.

8. Sateet leikkaavat toisensa, jos yhtélo OA+sU=0B+tV toteutuu joillakin
s>0, t>0. Talloin
(L+25)T1 +(—2—5)] +(83—3s)k =(9—t)i +(—1—-2t)] +(-12+3t)k.

1+2s=9-t
Vertaamalla komponentteja saadaan yhtaloryhméa {-2-s=-1-2t
3-3s=-12+3t.

Ratkaistaan kahdesta ylimmasté yhtalostd t =2 ja s=3. Huomataan, etta
talléin myds kolmas yhtalo toteutuu. Nain ollen sateet leikkaavat ja kysytty
leikkauspiste on (7,-5,—6).
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9. a) Leikkauspisteiksi saadaan A=(6,0,0), B=(0,3,0) ja C=(0,0,2). Tallgin
kolmio OAB on tetraedrin pohja ja jana OC sen korkeus. Sarmien pituudet
ovat OA=6, 0B =3 ja OC =2. Tetraedrin tilavuus on

OA-OB 0C = 1 63 2.8

1,
3

b) Kolmion sivuina ovat vektorit 0 = AB =—67 +3] ja v = AC =—6i + 2K.
u-v 36 6
0]-1v] 45740 /50

Olkoon h pisteestd C mitattu kolmion korkeus. Koska sing = |—E| niin
v

h:msingo:\/ﬁ,/l—%:Z\/g. Kolmion ABC pinta-ala on

%mwh:&ﬁl

Niiden valiselle kulmalle ¢ patee cose =

10.  Juustonpalan leikkauskuvio pystysuoran tason x =t kanssa on

suorakulmio, jonka kanta on 2 r® —t. Suorakulmion korkeus H

H h
saadaan verrannosta T77 < H= ht Leikkauskuvion pinta-ala on
r

A(t)=2a-h= 2Nty r’ —t?, 0<t<r. Juustopalan tilavuus on

r r 1 r(rz_t2)2
jAaxnz—ﬂjczobl-mzydt:—h/——————-:2r4m
r ro 3 3
0 0 2
X, 0<x<1
11.a) f'(x) =11, 1<x<2
—-X+3,2<x<4.
24Cy, 0<x<1
b) Integroimalla saadaan f(x)=4x+C,, 1<x<2
2
—5 X" +3x+C3,2<x<4.
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C; =0
Koska f (0) =0 ja integraalifunktio on jatkuva, niin < C; + % =Cyr+1

C2+2:C3+4.
Ratkaisuksi saadaan C; =0, C, =—3 ja Cg=—3. Talldin
%xz, 0<x<1
f()=1x-3, 1<x<2
_1y2 _5
5 X + 3X > 2<x<4,

c) Funktio f on derivoituva vélilla 0<x <4 ja f'(x) =0 vain kohdassa x =3.
Mahdolliset &&riarvokohdat vélilla 0<x <4 ovat siis 0, 3 ja 4. Koska
f(0)=0, f(3)=2ja f(4) :%, niin funktion suurin arvo on 2 ja pienin
arvo on 0.

12. Derivaatan likiarvo grafiikkalaskimella T1-86:

P lauseke virheen

itseisarvo
3 0,87734270288 | 5 4.107%
4 0,8775585892 | 5 4.107°
5 0,877580165 2 4.107°
6 0,87758232 24.10~"
7 0,8775826 3 8-10_8
8 0,877583 441077
9 0,87759 7 4.107°
10 10,8776 17 10°°

cos(0,5) | 0,87758256189

Arvo p =7 antaa parhaan likiarvon. Oikea vastaus saattaa riippua kaytetys-
t4 laskimesta.
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13. a) Kyseessa on aritmeettinen summa, jonka arvo on
(k1)K Lk +D)(@n+k).

Né&in saadaan yhtalo %(k +1)(2n+ k) =1007 < (k +1)(2n + k) = 2014.

b) 2014=2-1007 =2-19-53.

c) Edellisten kohtien nojalla lauseke k +1 voi saada arvot 1, 2, 19, 53, 2-19,
2-53, 19-53 ja 2-19-53. Tutkimalla kaikki vaihtoehdot havaitaan, etta
vain seuraavat tekijoihinjaot antavat positiivisia kokonaislukuratkaisuja.

k+1=2 k=1
2014 = 2-1007, kun xS

2n+k =1007 n=503

k+1=38 k =37
2014 =38-53, kun N

2n+k =53 n=8
2014-19.106, kun 4 < 1719 k=18

2n+k =106 n=44,

14. a) Kuvion mukainen kayra koostuu kahdesta ympyrén kaaresta. Ympyran sade
on kolmion sivun pituus %,ja kaarta vastaava keskuskulma on ZT” Kysytty

i 27 P _
pituus on 2- 33 9 ZD.

b) Piirretty kuviot.
c) Kysytty kdyra koostuu kolmesta ympyrén kaaresta, joista ensimmaéinen ja

kolmas ovat yhta pitkat. Ensimmaisen séde on nelion sivun pituus % , ja

toisen séde on nelion lavistdjan pltuus P 2. Jokaista kaarta vastaava

keskuskulma on Z. Kysytty pituus on 2-Z. 4 % 2. 2 = (2““*/_)”

d) Kysytty kéyra koostuu viidestd ympyrén kaaresta, joista ensimmainen ja
viides seké toinen ja neljés ovat yhté pitkat. Ensimmaisen kaaren séde on

kuusikulmion sivun pltuus P " toisen side kuusikulmion lyhyemmén

lavistdjan pituus p\/_ ja kolmannen séde kuusikulmion pidemmaén

lavistdjan pltuus . Jokaista kaarta vastaava keskuskulma on Z Kysytty

7 N3 . P _ (1"‘2\/_"'1)77 (2+2J_)ﬂ
2 5GP = g

pituuson 2-%- &= p.
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15. a)

b)

Koska go(X) =1, go* f, = Il xdx=0 ja gg* gy = jl 1dx = 2, niin
]

gl(X)=X—%-1:x. Koska g * f, = jl-xzdx:%,
-1

1 1
g% fo= [ x-x*dx=0 ja g, * gy = [ x-xdx=2, niin
21 21

_ 1
g,(x) =X —E-l—gx_x —3
1 1
Koska go*g; = [ xdx=0, go*g,= [ (*~$)dx=2-2=0ja
-1 1
; 2 ; 3 ] 4 2
0,0, = | X(x* ~)dx =] (x —%x)dx=/l(%x ~1x%)=4-4=0,
-1 -1 -

niin ortogonaalisuus on voimassa.

Lasketaan skalaaritulot:
1 1
_ 3 2 _ 14 b2 2
h*go__jl(x +ax +bx+c)dx__/1(4x +2x%+5x +cx) 2a+2c,
1 1
h*glzj(x +ax2+bx+c)xdx=j(x4+ax3+bx2+cx)xdx
- )

3

145, a b y3 —2.2
! = X +4x +3X +2x)_5+3b,

(
hxg,= }(x3+ax +bx+c)( %)xdx
(

Funktiot ovat ortogonaaliset, kun %a+20:%+%b:—1— =0, josta

—c=—0iah=_3
a=c=0jab= =
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Alustava pisteitys

15 7(x—-3)+1=x*-1-(x*-1) < 7x—21+1=0 1
a
o Tx=20=x=2 1
b) | Ehto: x(5-8x)>0. Vasemman puolen nollakohdat:
x=0v5-8x =0 x=0vx=2. 1
Koska lausekkeen kuvaaja on alaspain aukeava paraabeli, niin ehto | 1
toteutuu, kun 0<x < g.
C) 2 12 .2 12 B B
Tekijoinin jako: & 2~ & =b" _(a-b)@+b) (a-b)a+b) | ,
a->b a+b a-b a+b
josta supistamalla: (a+b)+(a—b)=2a 1
2. Funktio f(x) g(x) h(x) a 2
Derivaatta 4 1 3
25 Kayrien valiin jaa: y; —y, = 6x° +%, 1
2 2
jolloin kysytty ala A= J(ze +§jdx = /(Zx3 + In\x\) 1
1
1
=16+In2—-2-In1=14+In2=14,6931... ~14,69. 1
b) 1 gx)=1t(2x) =%((2x)3—3(2x)):4x3 3y, 1
josta g'(x) =12x% -3, 1
joten g'(1)=12-3=9. 1
TAI:
g'()=1-'(2x)-2=1(2x) 1
Koska f'(x)=3x°-3, 1
niin g'(1) = f'(2)=12-3=09. 1
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Jos a =0, niin yht&l6 on muotoa —5x+ 2 =0, jolla on vain yksi rat-

kaisu [x = %] .

Jos a=0, niin yhtalo on 2. astetta ja silla on tdsmélleen yksi ratkaisu,
kun diskriminantti D=25-8a=0,

eli kun a:%. [tallGin x:%]

Suorans: 3x-4y=0<y= x pisteeseen (8,6) piirretyn normaa-

lin yhtalo on y—6:——(x—8)<:>x:——y+—.

Kysytyn ympyran séde =r . Talldin sen keskipisteen (— 3 A" +2 r)
tulee olla suorasta s etalsyydella r.

9
——r+ —4r
Saadaan ehto: ‘ ‘ =r <:>‘ Dy 75‘ 5r
9+16
< —25r +150 =+20r
or = %v r =30, joista jalkimmainen arvo ei kelpaa (talléin ympy-

ra sivuaisi negatiivista x-akselia).

Kysytty séde on siis % ja keskipiste (10,%).

Lauseke f(x)= i (x— ak)2 ,

k=1
n n

josta f'(x)=2> (x—-a) = Z(nx— > akj.
k=1 k=1

n
Nollakohta: f'(x)=0< x= % > a, [=vakioiden a, keskiarvo)].
k=1

Kyseessa on minimikohta, koska funktion f (x) kuvaaja on ylos-
péin aukeava paraabeli.
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Pistesumma X saa arvot 2,3.4,...,10. Nailla on suotuisia alkeistapa-

a) | uksia vastaavasti 1,2,3,4,4,4,3,2,1 kpl. Kaikkiaan alkeistapauksia
6-4=24 kpl.
Tulos = x;, todenndkdisyys = p; . Tulokset oheissa taulukossa:
6 7 8 9 10
5 6 7 8 9
4 5 6 7 8
3 4 5 6 7
2 3 4 5 6
1 2 3 4 5
1 2 3 4
Taulukon perusteella saadaan todennékoisyydet:
X; 2 3 4 5 6 7 8 9 10
pi | /24 | 2/24 | 3/24 | 4124 | 4[24 | 4/24 | 3/24 | 2/24 | 1/24
b) | Summan odotusarvo on
2—14(1-2+2-3+3-4+4-5+4-6+4-7+3-8+2-9+1-1O)
=6
TAI:
Odotusarvo myos suoraan: 2,5+ 3,5=6,0
8. | Sateet leikkaavat toisensa, jos 3s,te R: OA+su=O0B +tv

=
(1+25)i+(-2—5) j+(3=3s)k = (9—t)i + (-1—2t) j + (<12 + 3t)k .

1+25s=9-t
Tama toteutuu, kun {—-2—-s=-1-2t .
3-35s=-12+3t

Kahdesta ylimmasta yhtalosta saadaan { 3’
S =

jotka arvot toteuttavat myos alimman yhtéalon, joten séteet leikkaavat.

Sijoittamalla s:n ja t:n arvot, saadaan leikkauspisteeksi (7,—5,—6) .
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9. | Nollaamalla tason yhtalossa 2 muuttujaa kerrallaan saadaan tetraed-
a) | rin karkipisteiksi O, A=(6,0,0), B=(0,3,0) ja C=(0,0,2).
Olkoon kolmio OAB tetraedrin pohja ja OC sen korkeus.
Séarmien pituudet ovat OA=6,0B =3 ja OC =2.
Tallsin tetraedrin tilavuus on % OA-OB e % : % .2=6.
b) | Tulkitaan nyt A ABC tetraedrin pohjaksi. Koska tetraedrin tilavuus

V :%Ah, on pohjan ala Az%.

Edelld on saatu V =6. Korkeus h on sama kuin origon etéisyys poh-
\0 -0-0- 6\ _ 6

J1+4+9 14

jatasosta, eli h=

Kysytty ala on siten A= 3;66 =314.
14

TAI ristitulolla:

AB=-6i+3]=U ja AC=-6i+2k=V

i ] ok
uxv=|-6 3 0[=6i+12]j+18k
6 0 2

_‘GX\_/‘ :6\/1+4+9 _3J1a

Ao —
ABC 2 2

TAI pistetuloilla:

u-v=36, ‘G‘:\/36+9:3\/§

Vektorinv projektiovektori vektorilla u v, ==—=u

c<I
[l | i ey

_3/ =4y =—2jL12;
—gU=sU="%1*+%1J.

Kantaa vastaan kohtisuora korkeusvektori on talléin h=v—v,
~8i-12]4 2k, josta \H\ =1./36+144+100 = 2/70.

TAIGIN Ange

Jﬁ!ﬁ\:s@-zmzm_

2-5
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10.

Leikataan juustopalaa lierion pohjan halkaisijan suuntaisella pys-
tysuoralla tasolla etéisyydelld x pohjan halkaisijasta. (0<x<r).

Leikkauskuvio on suorakulmio, jonka kanta = 2a, jossa

a=vré-x%

) H h
Suorakulmion korkeus H saadaan verrannosta, — =— < H :gx.
X r

Leikkauskuvion pinta-ala: A(x)=2a-h= 2—th\/r2 — x2, 0<x<r.

r r 1
Juustopalan tilavuus on siten [ A(x)dx = —%I(—Zx)(r2 - x2)2 dx
0
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11.

Koska murtoviivan ensimmainen osa on osa suoraa y = X, toinen osa
suoraa y =1 ja kolmas suoraa y=—x+3,

X, 0<x<1
niin derivaattafunktio on f'(x) =<1, 1<x<2
—X+3,2<x<4

b)

-

1,2 <x<
> X +C, 0<x<1

Integroimalla saadaan: f(x)=4Xx+C, 1<x<2

2
—%x +3x+C3,2<x<4

C1+%:C2 +1

Cr+2=C5+4
Merkitaan Cy =C . Tallsin C =C -7 ja C3=C - 3.
Alkuehto f(0)=0 antaa: C; =0,Cp =—% ja Cg=—3.

Koska integraalifunktio on jatkuva, niin {

%xz, 0<x<1

Tallgin (x)= x—%, 1<x<2,

_1.2 _9 92<y<
2x + 3X 2,2_x_4

Funktio f on derivoituva valillda 0<x<4 ja f'(x) =0 vain kohdassa
X=3.

Adriarvoehdokkaat ovat siten: f(0)=0, f(3)=2ja f(4) :%, joista
suurin arvo on 2 ja pienin 0.
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12.

Derivaatan likiarvo grafiikkalaskimella T1-86:

p lauseke virheen

itseisarvo
3 0,87734270288 | 5 4.1074
4 0,8775585892 24.10°°
5 0,877580165 24.10°8
6 0,87758232 24.10~"
7 0,8775826 38.10°8
8 0,877583 4.4.1077
9 0,87759 74.107%
10 0,8776 17.107°

cos(0,5) | 0,87758256189

Arvo p =7 antaa parhaan likiarvon.

Oikea vastaus saattaa riippua kaytetysta laskimesta
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13.

Kyseessd on aritmeettinen summa)_ap,, jossa & =n, a,=n+Kk ja

a
) termejd k +1 kpl. Summakaavalla saadaan Sy 1 =(k +1)w
= Z(k+1)(2n+k)
Koska %(k +1)(2n+k) =1007, niin (k +1)(2n + k) = 2014.
b) | 2014=2-1007
=2-19-53
c) | Edellisten kohtien nojalla tekij& k +1 voi saada arvot 1, 2, 19, 53,

2-19,2-53,19-53 ja 2-19-53.

Tutkimalla kaikki vaihtoehdot havaitaan, etta vain seuraavat teki-
joihinjaot antavat positiivisia kokonaislukuratkaisuja:

2014 =2-1007, kun =
2n +k =1007 n =503

k+1=2 {k:l

K+l= k=37
2014 =38-53, kun {+ 38 @{ 3

2n+k =53 n=8

K+1=19 k=18
2014=19.106, kun 1 PN |

on+k=106 ~ |n=44
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*14 S 1y _ p
2) Kolmion sivu = s. Tall6in 3s=p < s =3
Kayra koostuu kahdesta identtisesta s-sateisesta ympyran kaaresta,
joissa keskuskulma = 120° = %’T . 1
AVEEAN N _o.27 P_4rn 1
Kayran pituus =2- 3 3¢ P
b) | Piirretty kdyréat 1+1
c) | K&yra koostuu kolmesta ympyran kaaresta, joista ensimmainen ja
kolmas ovat yhta pitk&t. Ensimmaisen sade = nelion sivu % ja toisen 1
sade = nelion lavistaja p\/_ . Jokaista kaarta vastaava keskuskulma =
T
5
: 1
Kayran pituus =2-Z- 'Z -2 p 2 = (2+f)” P
d) | K&yré koostuu nyt viidesta ympyran kaaresta, joista ensimmainen ja 1
viides sekd toinen ja neljas ovat yhta pitkat.
Ensimmainen sade = 6-kulmion sivu = B, toinen sade = 6-kulmion
thyempi Iavistaja_ py3 ja kolmas séde = 6-kulmion pitempi lavista- 1
Ja . Kutakin kaarta vastaava keskuskulma = §
AVIAN D oz P oz By x P _z,, 273, 7
Kayran pituus =2 3 6+2 36 Pt3 3 =gP+ g p+9 p
1

B (1+2/3+1) 7 0= (2+2\/_ ”
— 5 —
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*15 1
a) | Koska go(x)=1, go* fy= [ xdx=0 ja gg* g = jldx 2,
1

niin gl(x):x—g-lzx.

1 1
Koska go * fy= [ x®dx=2, g;* f, = [ xx*dx =0 ja
21 21

0 g1 = [ X" dx=3,

2

niin gz(x):xz—i-l—%x:xz—%.
2 3
b) 1 _ T
Koska gp*g; = [ xdx=0ja go*g,= [ (x*-3)dx=2-2=0
] X
1 1
sekd g; * g, = | x(xz—%)dx:j(x3—%x)dx
] ]

1
=/ (% x* —%xz) =1 -1=0, niin ortogonaalisuus on voimassa.
-1

c) | Lasketaan skalaaritulot:
1 1

h* g =_f1(x3+ax2 +bx+c)dx :_/1( x*+2x° 4+ 82 +cx) Za+2c,
1 1

hxg, = j(x3 +ax? +bx+c)xdx - j(x4 +ax® +bx? +cx)xdx
-1 -1

/(x+ x+bx+ x)

%+%b,
hxg, = }(x‘°’+ax2 +bx+c:)(x2 —%)xdx
|

(x +ax* +(b- )x3+(c—%)x2—%x—%)dx

_f
e

3b1 4  3c-ay3_by2_cy)_a , bc-2a_2¢c
( Lyt 4 3cayd by 3X)10+9 e
_11
55a.
Funktiot ovat ortogonaaliset, kun 3a+20_% %b ééa 0,
josta a:c:Ojab:—g.
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