Pitka matematiikka 29.9.2006, ratkaisut:

1. a) (1+2)> - (1-2)>=1+3z+32%2 +23 — (1 — 3z + 32% — 23) = 62 + 223.
1
b)x+ S = @@+1)P=rl<=22r+1=0<=2=—1.
x r+1

Vastaus: a) 22° 4 6z, b) v = —3.

2. a) D(x? +1)e*® = 22e®® + 2(2% + 1)e*® = 2(2? + x + 1)e?®.
2 1 21 1 1

Vastaus: a) 2(z? + z + 1)e*", b) 3.

3. Jos ympyrin ala on A = 772, on side r = \/%. Ympyran ympari piirretyn nelion
sivu on 2r = 2\/§. Neli6n ala on (2r)? = 44,

Ympyrin sisiéin piirretyn nelion sivu on rv/2. Nelion ala on (rv/2)? = 2r? = 2%.
Vastaus: Ympari piirretyn nelion ala on 4% ja sisaan piirretyn 2%.

4. On mirattavi = ja y siten, ettd i+ 77 = xa+yb eli i+ 77 = x(2i +37) +y(—7i + 67)
= (22 — Ty)i + (3z + 6y)j. Téastd saadaan yhtélopari 2z — 7Ty = 1 ja 3z 4+ 6y = 7.
Eliminoimalla z saadaan y = %, josta edelleen z = 1(1+ 7y) = %

Vastaus: i + 7] = g& + %5.

5. Jos hopeaa on x g, on kuparia 150 — x g. Hopean tilavuus on o cm? ja ku-

10,5
150 — 150
parin 9.0 * cm?®. Koska esineen tilavuus on 01 cm?, saadaan téstd yhtilo
150 — 150 11 11
Ty - eli z(— — ——) = 150(=— — ——). Tadmaén ratkaisu on z =
10,5 9,0 10,1 9,0 10,5 9,0 10,1

; 114
100-1,1- 18—’? ~ 114,356. Prosentuaalisesti hopean osuus on 100 - 15())56

Kuparin osuus on 100 — 76,2376 = 23,7624.
Vastaus: Hopeaa 76,2 % ja kuparia 23,8 %.

~ 76,2376.

6. Jaksollisuuden vuoksi riittdéd tarkastella vilid [0, 27]. Funktion f(x) = cos®z + sinx
derivaatta on f’(x) = —2cosxsinx + cosx = cosz(1l — 2sinx). Derivaatta on nolla,
kun joko cosz = 0 tai sinz = 1. VAililld [0,27] edellinen toteutuu, kun z = 2
tai z = 37 ja jalkimméinen kun z = Z tai = 2F. Naissé pisteissé funktio saa
arvot f(F) = f(3F) = 2, f(3) = 1,f(%”) = —1. Valin paétepisteissd funktio saa
arvot f(0) = f(2r) = 1. Funktion suurin arvo on siis f(%) = f(3) = 2 ja pienin

F) =-1.

Vastaus: Funktion suurin arvo on % ja pienin arvo —1.



7.

10.

Nelikulmiossa ABCD kulma A on 70°, kulma B 125° ja kulma C 110°. Sivu AB on
88 m ja sivu BC' 120 m. Kulma D on 360° — (70° + 125° + 110°) = 55°. Nelikulmion
lavistdjin AC pituus d saadaan kosinilauseella. d? = 88241202 —2-88-120 cos 125° ~

34257,934. Néin ollen d ~ 185,0890 m. Kulmalle 3 = /BAC saadaan sinilauseesta
sinf3  sin125°

ehto 120 , josta B &~ 32,07889°. Talloin kulma v = /CAD = 70° — § =
37,92111° ja kulma § = LACD = 180° — 55° — v = 87,07889°. Jos AD:n pituus
in o in 55° )
on x m ja CD:m y m, on o _ smd , josta x = d 511;5 ~ 225,66. Vastaavasti
sin
. 1 550 .
siny _ s , jostay =d _Sln7 ~ 138,86.
Y d sin 55°

Vastaus: Neljas kulma on 55°. Kahden muun sivun pituudet ovat 226 m ja 139 m.

Jos taso leikkaa zy-tason pitkin suoraa z —y = 2, on sen yhtalo muotoa z —y+cz = 2.
Jotta taso kulkisi pisteen (1,1 1) kautta, on oltava 1 — 14 c = 2 eli ¢ = 2. Tason
yhtalo on siisx—y+22—2 eli —a:——y—l—z— 1.

Vastaus: Yhtalo on x — —y +z=1.

. Olkoon AB kartion korkeusjana ja AC kartion sivujana. Pallo sivuaa sivujanaa

pisteessd, D. Kolmiot ABC ja ADQO, missa O on pallon keskipiste, ovat yhden-

R h—R
muotoiset. Sen vuoksi — = ——— eli RVh2+712 = hr — rR. Tasta ratkeaa
T’h Vh? + r?
r
allon sade, R = ————. Edelleen, kun r on vakio, on limy_ ., R =
P r+Vh?+1r2 h

limy, oo = r ja kun h on vakio, on lim, ., R =

r/h+ T+ (r/h)?2  0+VI+0
h h
142+l 1+y0+1

Olkoon poikien syntymistodennékoisyys p ja tyttojen t. Olkoon A tapahtuma ”ainakin

yksi tyttd” ja B 7nelji tyttod” Tallsin P(AN B) = t* ja P(A) = 1 — p* Jos

tiedetaan, etta ainak(ii yksi) lapsi on tytto, on todennéakoisyys sille, etta kaikki ovat
P(ANB

Olkoon sitten C' tapahtuma ”ainakin kaksi tyttod” ja D “kaksi poikaa”. Talloin

P(CND) = 6p*t? ja P(C) = 1—p* —4p3t. Jos tiedetiiiin, etti ainakin kaksi lapsista on

P(CnND,)

h.

N[ —

lim,_,

tyttoja, on todennékdisyys sille, ettd perheessd on kaksi poikaa P(D|C) =

Oletetaan ensin ettip=1t= Tallom P(ANB) = 16 jaP(A) =1 joten P(B|A) =

11—6 . %—g = 15 Edelleen, P(C'N D) Ja P(C) = 16, joten P(DI|C) =

2
Oletetaan sitten, ettd p = 0,51 ja t = O 49. Télloin P(AN B) = 0,057688 ja P(A) =
0,932348, joten P(B|A) = 0,061831. Edelleen, P(C' N D) = 0374700 ja P(C) —
0,672352, joten P(D|C) = 0,557298.

1

Vastaus: Todennékdisyydet ovat kysytyssé jarjestyksessd iz, 1%, 0,06183 ja 0,55730.
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|o>



11.

12.

13.

14.

15.

Yhtélosta 222 + y? = 6 saadaan, ettd y = /6 — 222. Koska y(1) = —2, on kysytty
2z

funktio y = y(x) = —v/6 — 222. Sen derivaatta on ¢/ (z) = ——

) y( ) Yy ( ) 6 — 2,2

\/lz = 1. Pisteeseen (1,—2) asetetun funktion kuvaajan tangentin yhtalé on y + 2 =

, joten ¢/(1) =

x—1eliy=x—3. Tama leikkaa x-akselin pisteessa x = 3.
Vastaus: Tangentin yhtalo on y = x — 3 ja se leikkaa z-akselin pisteessa = = 3.

Lukujonojen (z,) ja (y) jisenet ovat muotoa z,, = xp™ ! ja y, = yq"~'. Tilléin tu-

lojonon (z,) jésenet ovat muotoa z, = x,y, = xyp"q". Kahden perdkkiisen jasenen
Zn+1

suhde on = pq. Tama ei riipu indeksista n, joten jono on geometrinen suhdelu-
Zn

vulla pq.
Jos (x,) suppenee, on |p| < 1 ja jos (y,) hajaantuu, on |¢] > 1. Tulojono (z,) on
suppeneva, jos |pg| < 1. Niin kily esimerkiksi, kun p = 1 ja ¢ = 2, jolloin |pg| = 1.

2

, missé (zo, yo) on keskipiste
2

Ympyrinkaaren yht#lé on muotoa (z—x¢)%+(y—yo)? = r
ja r sidde. Koska pisteet (2,0) ja (—2,0) ovat kaarella, on (2 — z¢)2 + 92 = r
(=2 — x0)? + y3. Tisti saadaan, ettd —dxy = 4xq eli x9 = 0. Pisteiden (2,0) ja (0,

etiisyydet keskipisteesti (0,%0) ovat molemmat siteitd. Niin ollen 22 + y2 = r? =

Z

|ot

(1 —yo)?. Téstd saadaan 4 = —2yo + 1 eli yo = —3. Séde on silloin r = (/4 + § = 2.

Ympyrén yhtdls on siis 22 + (y+ 3)? = 2. Téstéd ratkeaa y = +,/22 — 22 — 2. Koska

tarkasteltava kaari kulkee pisteen (0, 1) kautta, vain +-merkki kelpaa. Kaaren yhtalo

on siten y = /22 — 22 — 3. Kun kaari pisteiden (—2,0) ja (2,0) vélilli pyriahtai

xr-akselin ympari, syntyy pyorahdyspinta. Pinnan rajaaman kappaleen tilavuus on

Vzﬂfi(,/%—ﬁ—%ﬁdm.

unktio y(x :w::ﬁ—a—L en derivaatta on v/ (z) = #
Funktio y(z) - ) x_a.S d tt 2y() 1+1(x_a)2.
— —2jay(2)? = . Siis
Geap PV G e
(y(z)?+4)(y/(2)—1) = (x —a+ o a)2. T m)Q =¢y/(z)?. Tasta

nékyy, ettd y(z) on differentiaaliyhtélon ratkaisu kaikilla vakion a reaaliarvoilla.

Niin ollen y?(z) = (z — a)? +

= (1+

1

Jotta olisi y(1) = 2, on oltava l—a—l— =2eli (1—a)?—1=2(1—a). Sievennettyni
—a

yhtdlo saa muodon a® = 2, jonka ratkaisut ovat a = £+/2.

Neljén osavilin Simpsonin sdanto valilla [0,4] askelpituudella A = 1 on f04 f(z)dx ~
$(f(0)+4f(1)+2f(2) +4f(3) + f(4)). Kun integroitava funktio f(z) = 22, saadaan

4
f04 z?dr ~ 3(0+4+8+36+16) = &. Integraalin tarkka arvo on f04 rv?dr = /0 sa° =

63—4. Simpsonin saddnnon antama tulos on siis tassa tapauksessa tarkka.

(b—a)’fO(t)

180n4 '
f®(t) = 0 kaikilla arvoilla ¢t. Jos f on polynomi, niin tapahtuu silloin, kun polynomin
aste on korkeintaan kolme.

Simpsonin sdannon virhetermi on F, = — Virhetermi haviaa, jos



