Pitka matematiikka 19.9.2007, ratkaisut:

1. a)2-3z>4dr <= Tz <2<z < 2.

b) Kulmakerroin on %3, = —2 = —3 Suoran yhtdls on y + 3 = —3(z — 4) <
20+ 6=-3r+12 3x—|—2y—6

1 1
c) Korottamalla neliéon saadaan t? = 20 josta L = 208

2

2. a) f'(z) = coszDsinz+sinzD cosz = cos? x—sin® z, joten f'(0) = cos? 0—sin®0 = 1.

3 1 51 11 4
b) i gdﬂﬁ:—/l 52 = alg =1 =3
c¢) Integraalifunktio F(z) = [(e® + 1)dz = e” + x + C. On oltava F(0) = —2 eli
e? + C = -2, josta C = —3. Integraalifunktio on e* + x — 3.

3. a) Vektori BC = AC — AB = (5,9 — 2,2)i + (2,1 — 7,3)j = 3,71 — 9,4j.

b) Sivujen pituudet ovat [AB| = /2,22 + 7,32 ~ 7,62430, |AC| = /5,92 + 2,12 =~
6,26259, |BC| = /3,72 + 9,42 =~ 10,10198. Tisti nikyy, etti |[BC| > |AB| > |AC].
AB-AC
c) Kulmalle a = /BAC pétee cos a« = ——=— ~ —0,049216, joten a ~ 92,8°.
|ABHAC]
4. Olkoon a alkuperéinen hinta. Korotettu hinta oli (1 4+ p/100)a. Jos z %:n alennus
palauttaa alkuperiiseen hintaan, on (1 — z/100)(1 + p/100)a = a. Yht&lo sieventyy
P ~100p
1+p/100  100+p

muotoon z(1 4 p/100) = p, josta saadaan x =

100p
100 +p

Vastaus: Alennus oli

5. Taydentimilld nelioksi saadaan ympyrin yhtilé muotoon (z + 2)% + (y — 1)? = 4.
Ympyrén keskipiste on siis (—2,1) ja séde 2. Piste (1,3) on ympyrén ulkopuolella.
Siitd ympyralle piirretyt tangentit ovat muotoa y — 3 = k(x — 1). Keskipisteen
etaisyyden tangentista on oltava kaksi. Tasta saadaan kulmakertoimelle k& ehto
|—2k—1—k+3|

ViE

jak = % Vastaavat tangentit ovat y = 3 ja 122 — 5y + 3 = 0.
Vastaus: y =3 ja 12x — by +3 = 0.

= 2, joka sievenee muotoon 5k? — 12k = 0. Ratkaisut ovat k = 0

6. Olkoon x majakan etaisyys tiestd ja y lahimman pisteen etaisyys tien alkupisteesta.
Tallsin ~ = tan 65° ja -

= tan 54°. Sijoittamalla ensimmaisesta yhtalosta saatu

Yy
x = ytan 65° toiseen yhtaloon saadaan ytan65° = (5 — y) tan 54°. Tésté ratkeaa y,
5 tan 54°
~ 1,9546 (km) ja edell ~ 4,1916 km.
tan 54° + tan 65° ’ (km) ja edelleen z ~ 4, o
Vastaus: Majakka on 4,192 km tiestd. Alkupédstd 1,955 km péadssa oleva piste on
lahinna majakkaa.
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10.

11.

. Pohjan ala on A = %1 322, missé x on pohjasirmin pituus. Jos sivusirmén pituus

on a, on pyramidin korkeus h = y/a? — $22. Pyramidin tilavuus V(z) = $4h =

ﬁg a?rt — %x@ Riittdd tarkastella juurrettavaa f(z) = a?x? — %x(j. Derivaatta

f'(z) = 4a%2® — 22° = 223 (20 — 22) hividi, kun = = 0 tai =z = £a+/2. Koska z > 0
ja f'(x) > 0, kun 0 < = < av/2 sekd f'(z) < 0, kun = > av/2, antaa = av/2 f:n ja
samalla V:n suurimman arvon. Arvolla a = 60 cm, on = = 60v/2 ~ 84,853 cm.

Vastaus: Sivusirméan pituudeksi on valittava 60v/2 cm ~ 84,9 cm.

Vihrean valon todennako6isyys on ensimmaisissa valoissa p; = 0,3, toisissa po = 0,4 ja
kolmansissa p3 = 0,2. Todennakoisyys, ettd joutuu pysahtymaan enintaan kerran, on
p = p1p2p3 + p1p2(1 — p3) +p1(1 — p2)p3 + (1 — p1)paps = 0,212.

Vastaus: 21,2 %

Funktio on mééritelty, kun x > 0 ja Inz # 0 eli  # 1. Funktion derivaatta f'(z) =
Inz—1
(Inz)?
kun Inz < lelil <z <eja f'() >0, kun Inz > 1 eli x > e. Siten funktio on
vaheneva kun 0 < z < 1 tai 1 < x < e ja kasvava, kun = > e.
Alueessa x > 1 funktio on jatkuva ja f'(z) = 0, kun Inz = 1 eli z = e. Edellisen
perusteella funktio saa téssd pienimmén arvonsa f(e) = e. Koska lim,_,, f(z) = oo,
saa funktio kaikki arvot valilté [e, co[, kun > 1. Alueessa 0 < x < 1 funktio on myds
jatkuva ja lim,_; f(x) = —oo. Lisdksi lim, .o f(z) = 0. Siten funktio saa kaikki
arvot valiltd | — 00, 0], kun 0 < z < 1. Niin ollen funktio ei saa arvoja valilta [0, e[.

. Kun 0 <z <1,onlnz <0 jasamalla f/(x) < 0. Kun z > 1, on f'(z) <0,

Aina |sin2z| < 1. Edelleen vélilla [iﬂ',%ﬂ'] on sin2x > 0, kun %ﬂ' <z < %
sin 2x < 0, kun %77 <z< %71'. Nain ollen tasoalueen pinta-ala on

/2 . 3m/4
A= fﬂ//4 (1 —sin2z)dx + fw/Q/

T ja

(1+sin2z)dz =
37 /4 /2 3m/4
/ :c—I—/ %cos?w—/ Fcos2z = $m+ 5 (2cosm—cos s —cos Smw) = 57— 1.
/4 w/4 /2
1

Vastaus: 5T — 1.

[\S]

a) Pisteiden O = (0,0) ja A = (r,7) villisen janan pituus on 7v/2. Jos uuden ympyrin
keskipiste on pisteessi B = (z,), on janan OB pituus zv/2. Tisté tulee OA:mn
pituudelle lauseke OA = r 4+ z + /2. On saatu yht&lo a:(\/§ +1)+r= /2, josta

2—-1
V2 =r(v2-1)2
V241
b) Merkitdsin ¢ = (v/2 — 1)2, jolloin a)-kohdan z = rq. Kolmannen ympyrin
side on a)-kohdan mukaan gr = r¢?. Vastaavasti neljinnen ympyrin side on rq?
ja yleisesti m:nen ympyrin side r¢"~!. Ympyroiden pinta-alojen muodostama jono

mr?, mr2q?, mriq*, ,... on geometrinen jono, jossa suhdeluku on ¢?. Koska 0 < ¢? < 1,

1
2 - Arvolla r = 1
—q

= 17(3v2 +4) ~ 3,236878.

ratkeaa uuden ympyran sateeksi x = r

on alojen summa suppeneva geometrinen summa S = 7r
1

1—-(vV2-1)4

Vastaus: a) r(v2 —1)%, b) tm(3v/2 +4) ~ 3,237.

saadaan sievennysten jalkeen S =

2
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13.

*14.

*15.

T+49 40 7+3

2
eli kun x = 2 tai x = 5. Koska f’:n kuvaaja on ylospain aukeava paraabeli, on

f'(z) <0, kun 2 < z < 5. Néin ollen f on aidosti vaheneva valilla [2, 5], joten sill& on
kadnteisfunktio g = f~!. Koska f(2) = 52 ja f(5) = 25 on g : [25,52] — [2,5]. Koska
1 1

f(3) =45, on g(45) = 3. Lopulta ¢'(45) = m = —5.

n® —n=n(n?—-1)= (n+ 1)n(n —1). Niin ollen n® — n on aina kolmen periikkiisen
kokonaisluvun tulo. Kolmesta perakkaisestd kokonaisluvusta on aina yksi jaollinen
kolmella ja ainakin yksi jaollinen kahdella. Niiden tulo on siis aina jaollinen luvulla
2 - 3 = 6, mika piti todistaa.

Funktion derivaatta f’(z) = 622 — 42z + 60 hivida, kun x =

Funktion derivaatta f’(z) = 1 + sinz > 0 kaikilla arvoilla x ja saa arvon 0 vain
erillisissa pisteissa x = %7‘(‘ + 2nm. Nain ollen f on aidosti kasvava.

Funktio f on jatkuva. Koska aina x — 1 < f(z), on lim,_,», f(z) = oo ja koska aina
f(z) <z+1, onlim, . f(xr) = —oo. Niin ollen f(z) saa kaikki reaalilukuarvot.
Koska f on aidosti kasvava, saa se jokaisen reaalilukuarvon vain yhden kerran.
Koska f(0) = —cos0 = —1 < 0 ja f(37) = 27 > 0, on fm ainoa nollakohta vélilli
10, %7‘(’[ Newtonin algoritmi funktiolle f on z,11 = x, — xln_’__ﬂ. Alkuarvolla
sin x,,

xo = 0,785398 (=~ %77) saadaan xo = 0,739085 = x3. Néin ollen nollakohta on kolmen
desimaalin tarkkudella 0,739.

Pisteen A koordinaatit ovat (0,7). Origokeskisen ympyrin yhtilo on x? + y? =
r? ja (1,0)-keskisen ympyrin yhtild (z — 1)2 +y? = 1 eli 22 + y?> — 22 = 0.
Vahentamalla yhtalot toisistaan saadaan B:n z-koordinaatiksi x = %7’2. B y-

koordinaatti y = vr2—a2 = r\/1—1r2. Siis B = (3r% r\/1—1r?). Pis

teiden A ja B kautta kulkevan suoran yhtalé on y — r = kx, missd kulmaker-

r—ry/1— irQ 9 1
roin k = = —(4/1- ZT’Q —1). P y-koordinaatti on 0, joten z-

1.2
5T r

koordinaatti zp = —% =— L = 2(y/1— 4r? +1). Talld on raja-arvo
2¢/1—2r2 —1

1
1
lim, ozp =2(v/1+1) = 4.



