Pitkd matematiikka 28.9.2011, ratkaisut:

1. a) 31’ = —ar<=12Br+1) =02 =0taiz = —=.

b) Toisen kateetin pituus on V52 — 22 = 1/21.
Az —1 13-
c) w5 :x; + 4x<:>4(4m—1):10(m—|—1)—|—5(3—x)<:>11m:29

— 29
T =17

Vastaus: a) x =0 taiz = —%, b) 2 = V21, ¢) . = 3.

2 1 242 N V2 24+2V2
\f 242 V22+V2)  V22+V2)  2vZ+2
b) Lelkkausplsteen z-koordinaatille pitee 72 + (22)? =1 <= b2? = 1 <= x = i%.
— 4.2 1L 2
Nyt y = 22 = £ -2 75 Leikkauspisteet ovat (—= NGL \/_) ( NeL \/5)
c) f(z) = —27"In2, joten f'(1) = —2"'In2=—1In2.

Vastaus: a) 1, b) (%, %) ja (—%, —%), c) —3In2.

3. a) Yhtdlo on mééritelty, kun z > 1. Sievennetdan yhtaloa:

Wl

1
In(z +1) —In(x — 1) :ln4—i—1n2<:>lngc+ = In(4 - 2). Téstd saadaan edelleen
x_
1
m+1:8<:>x+1=8x—8<:>x— Koska 2 = > 1, on se ratkaisu.
:L‘_
2 1 2 1-3(z—-1 4 —
b) :c+1 >3 <= T f:c )>O —:_i>0 Nyt4d—2=0,kunz =4
x — xr —

jax—1=0, kun z = 1. Merkkitarkastelulla nahd&aan, etta epayhtalo toteutuu, kun
1<z <4.

4-3-3(-2)-2| 16 _31

42 4 (—3)2 S 5

Vastaus: a) 2,b) 1 <z <4, c

1 ~ () ia ,le—x—l—m: 1 ot
= J(a) ja Fyla) = o = ey = @)

c) Etéisyys on d =

4. a) Kun z > 1, on F{(z) =

(EE
Néin ollen molemmat ovat f(z):n integraalifunktioita.
1—-2x
b) F' F: =1.
) () - Fa(a) = -
i 5 1 . 1 3

Vastaus: b) 1, c) 3.

5. Nyta-b=2-3-1-24+2-1=6,]al=v22+1+22=3jalb|=v32+22+1=+14.

- 6
Jos o = /(@,b), on cosax = ——= =~ 0,53452248, josta o ~ 57,68847°.
3v14

Vastaus: 57,7°.



10.

11.

2 _ _
-4 lim (x+2)(z—2)
r—2 x — 2 r—2 r—2
2

= lim,_o(z +2) =4.

b) Edellisen mukaan :C 5 4=x+2—4=x—2, kun =z # 2. Epéayhtilo on siten
w E—

muotoa |z — 2| < 0,01 <= —0,01 <z —2 < 0,01 <= 1,99 < = < 2,01.

Vastaus: a) 4, b) 1,99 < z < 2 tai 2 < x < 2,01.

Virtausnopeuden v ja putken halkaisijan d neljannen potenssin suhde on vakio. Jos ha-
lutaan kaksinkertaistaa virtausnopeus kasvattamalla putken halkaisijaa p prosenttia,
- 2v v 2 P 4 .
saadaan yhtialo ——— = — = — " ___ —1+=1+-—— =2 Siis
Y (I+ Z)d)t a1+ ) 100
p=100(v/2 — 1) ~ 18,92071.
Vastaus: 18,9 prosenttia.

a) Jos polku haarautuu kahtia, kummankin haaran todenndkéisyys on % ja jos haa-

rautuu kolmeen osaan, kunkin todennakoisyys on % Talloin 40:n todennakoisyys on

1 1 1 1 _ 5
PA0)=35-2+3 3= 15

b) Muiden pistemééarien todennékdisyyksiksi saadaan

PG =5 3=5 PE)=5+5 5=y PBO=33=3
Odotusarvo on E:%~5+%~20+%-30+%'4O:41—5£:25.

Vastaus: a) +5, b) 25.

a) Funktion derivaatta on f'(x) = 2z — 2 = 2(z — 1). Selvésti f'(z) > 0, kun = > 1
ja f'(1) = 0. Nain ollen f(z) on monotonisesti kasvava, kun x > 1, joten silld on

kaanteisfunktio, kun =z > 1.
2+ ./4+4
cEvVETAY 1+ /IFy.

Miinus-merkki ei kelpaa, koska on oltava x > 1. Siis kadnteisfunktion lauseke on
fY2)=14++vV1+2z, kun x > —1.

c) Funktion kuvaaja y = f(z) on paraabeli, jonka huippu on pisteessé (1, —1). K&én-
teisfunktion kuvaaja y = f~!(z) on sen kanssa symmetrinen suoran y = x suhteen.
Kuvaajat leikkaavat pisteessa (3, 3).

Nyt f(z) = 3cos?z —sin®z — 2 = 3cos?z — (1 — cos®>x) — 2 = 4cos’z — 3. Siis
f(z) =0, kun cos?z = 2 <> cosz = i@. Nyt cosz = %2 <= z = +Z + 2n7 ja

cosx:—§<:>:c:j:%”+2mr, n € 7.
2

b) Josy = 22 — 22 <= 2> - 2r —y = 0, on x =

Koska cos® z:n suurin arvo on 1 ja pienin 0 on f(x):n suurin arvo 4-1—3 = 1 ja pienin
arvo4-0—3 = —-3.
Vastaus: Nollakohdat ovat £¢ + 2n7 ja j:%” + 2nm. Suurin arvo on 1 ja pienin -3.

a) Koska 'rlz > 0, myéslan = on 1 > 0. Koska 2n < 2n + 1, on 2n11 <1l <<=

n .
M1 <§ — an < 3 Siis 0 < a, < %, n=123,..

1 2 1 1) —n(2 3 1
b) s 1—ay = nt+l n :(n—l— J(n+1)—n2n+ ): -0,
2n+3 2n+1 (2n+1)(2n + 3) (2n+1)(2n + 3)

Siis ap41 > an, n=1,2,3, ...

. . n . 1 1
C) llmn_)oo Ay = llmn_)oo m = llmn_)oo m = 5
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13.

*14.

*15.

a) f(x) =32 — 2.

b) Koska f(x) on jatkuva, f(2) = —1 < 0 ja f(3) = 16 > 0, on f(x):11d ainakin yksi
nollakohta valilla [2, 3].

. . 3 —2x, —5
c) Newtonin menetelmé saa nyt muodon x,+1 = =, — T 325 n =0,1,...
x2 —

Lahtemalla arvosta xg = 2 saadaan z; = 2,1, x9 ~ 2,094568121, z3 ~ 2,094551482,
rg ~ 2,094551482. Koska x4 = x3 yhdeksan desimaalin tarkkudella, on kysytty
likiarvo = = 2,0946.

Vastaoletus: 1g 50 on rationaaliluku. Koska lg 50 =1g5-10 =1g5+1g10 =1g5+1, on
talloin myos lg 5 rationaaliluku eli on olemassa luonnolliset luvut m ja n siten, etta
lgb = m = 5=10" <= 5" = 10™. Tamé on mahdotonta, silli 5" on aina pariton

n
ja 10™ parillinen luku. Siis vastaoletus on vaara eika 1g 50 ole rationaaliluku.

1
a) fol f(z)dx = fol(aw—i—b)dac =/ Ltax? +bw=La+b.
0

b) S = f(E) =0 HE

meettinen jono. Nain ollen

Sn:%if(%):ﬁ.f(%Hf(l) _agtbtath
=1

Y =2 Tulos ei riipu i:sté, joten (f(i)) on arit-
n o n n

1l.a
1 )=

n 2 N 2
Vastaavasti
le.i—-1_ fO+f1-2%Y) brald-L)+b
5 n;f( n ) 2 2 ( n>a+
1l.a a

li n— 00 n:l n— 00 1 —)a = 5 5
c) lim S im (( +n)2+b) 2+b
. . 1l .a 1l .a . 1
limy, 00 (Sn — 8n) = limy, 00 (1 + 5)5 —(1— ﬁ>§) =lim, oo a= 0.

a) Kolmiot FGP ja ABP ovat yhdenmuotoiset (kaksi sivua ja vélinen kulma) suhteen
ollessa 1:2. Néin ollen vastinsivuina FG = 1 AB.

b) Pisteestd E piirretty AB:n suuntainen suora puolittaa BC'n eli kulkee D:n kautta.
Niin ollen ED ja AB ovat yhdensuuntaiset. Vastaavasti ndhdéaan, etta F'G ja AB
ovat yhdensuuntaiset eli £D ja F'G ovat yhdensuuntaiset. Edelleen, kolmiot EDC' ja
ABC ovat yhdenmuotoiset (kaksi sivua ja vilinen kulma) suhteen ollessa 1:2. N&in
ollen ED = %AB eli ED = FG. Koska sivut ED ja F'G ovat yhta pitkat ja yhden-
suuntaiset, nelikulmio FFGDE on suunnikas.

c) Suunnikkaan lavistdjat puolittavat toisensa, joten DP = PF = FAeli DP = %AD.

d) Edellisen mukaan B:sté piirretty keskijana leikkaa A:sta piirretyn keskijanan pis-
teessa, jonka etaisyys D:sta on %AD. Vastaavasti nahdaéan, ettd sama patee C':sta
piirretylle keskijanalle, sekin leikkaa A:sta piirretyn keskijanan pisteessa, jonka etéi-
syys D:sta on %AD. Nain ollen myo6s C':sta piirretty keskijana kulkee pisteen P kautta.
Edellisen mukaan nahdaan, etta piste P jakaa kaikki keskijanat suhteessa 1:3. Lause
on todistettu.



