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MATEMATIIKAN KOE, PITKA OPPIMAARA 25.9.2013
HYVAN VASTAUKSEN PIIRTEITA

Alla oleva vastausten piirteiden ja sisdltojen luonnehdinta ei sido ylioppilastutkintolauta-
kunnan arvostelua. Lopullisessa arvostelussa kdytettavista kriteereista paattaa tutkinto-
aineen sensorikunta.

Hyvasta suorituksesta ndkyy, miten vastaukseen on pdadytty. Ratkaisussa on oltava
tarvittavat laskut tai muut riittdvat perustelut ja lopputulos. Arvioinnissa kiinnitetdaan
huomiota kokonaisuuteen ja ratkaisu pyritadn arvioimaan kolmiosaisesti: alku, valivaiheet ja
lopputulos. Laskuvirheet, jotka eivat olennaisesti muuta tehtdvan luonnetta, eivat alenna
pistemdaraa merkittavasti. Sen sijaan tehtdavan luonnetta muuttavat lasku- ja
mallinnusvirheet saattavat alentaa pistemaaraa huomattavasti.

Laskin on kokeen apuvdline, jonka rooli arvioidaan tehtavdkohtaisesti. Jos ratkaisussa on
kaytetty symbolista laskinta, sen on kdytava ilmi suorituksesta. Analysointia vaativien
tehtdvien ratkaisemisessa pelkka laskimella saatu vastaus ei riitd ilman muita perusteluja.
Sen sijaan laskimesta saatu tulos yleensa riittaa rutiinitehtavissa ja laajempien tehtdvien
rutiiniosissa. Tallaisia ovat esimerkiksi lausekkeiden muokkaaminen, yhtaldiden
ratkaiseminen seka funktioiden derivointi ja integrointi.

Tehtdva 1

 6+/36-36

a) X2 +6Xx=2x>+9< x°-6x+9=0< X > -3,
2
p LFX_1 ~ o L+ X)L+ ) = (L-X)(L- )
1-x 1+xX

SX X HXx+1=X X2 - x+1 < 2X(x+1) =0 < x=0v x=-1.
c) Nollakohdat saadaan yhtalosta
+
x2—9x+14:0<:>x:¥ Xx=2vXx=1,

joten X2 —9X +14 = (x - 2)(x = 7).

Tehtdva 2

a) P(X)=x*—x3+x=P'(xX)=4x>—3x* +1. Saadaan yhtils 4x°> —3x*> +1=1
& x°(4x-3)=0x*=0v4x-3=0x=0vx=3.
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b) [(4x+cos(4x))dx = 2x* +1sin(4x) +C.

¢) Luku @on 25 % pienempi kuin b, joten a =0, 75b. Lukujen suhde on

b b = ﬂ ~1,33. Luku b on noin 33 % suurempi kuin a.

a 0750 3

Tehtava 3

a) Olkoon kysytty kulma ¢. Koska ‘3‘ =+1+4 = \/g,
a-b=3-2=1 niin

5‘=\/9+1=\/Eja

1

b
b|” V5410

Q|

CoSp = ~0,1414,

A
josta p ~81,9".

S
b) a||C < CT=ka jollakin k eR si +(1—-9)j =ki —2kj &
) al|lte jollakin KeR < si +(1-9) ] { {1—S=—2k

Sijoittamalla K = S alempaan yhtaloon saadaan 1— 5 =—-25 <> s =-1.

Tehtava 4

Jos k = 0, niin kayrat ovat samat, joten tangentit eivat ole kohtisuorassa. Kun K # 0, niin
leikkauspisteen X-koordinaatti saadaan yhtalosta kx® = k(X —2)? < X —2 = X
& —2=0v2X=2 < X=1. Derivaatan avulla tangenttien kulmakertoimiksi leikkauspis-

teessd saadaan 2K ja —2K. Kohtisuoruusehto on 2k - (—2k) = —1 <> k2 = % < k= i%.

Tehtava 5

Suuntavektorit ja niiden pituudet ovat A =1 —2] + 2k,
b =3i -4k,

al=v1+4+4=3, ja

5‘ =+/9+16 =5. Lahtopisteen paikkavektori on OA=T - J. Koska

‘3‘ =3, niin ensimmainen siirtymavektori on 3a. Koska ‘E‘ =5, niin toinen siirtymavektori
on 2b. Taten OC =OA+3a+2b=(i — ) +3(i —2] +2k)+2(31 —4k)
=101 —7] -2k, joten C = (10,-7,-2).
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Tehtdva 6
Kulmanpuolittajalauseen nojalla saadaan CA =4X ja CB =3X. Olkoon « puolet kulmasta
BCA. Kosinilauseen nojalla
42 = (4%)? + 6% —2-4x-6c0sx
3% = (3x)? + 6% —2-3x-6c0s Q.
Kerrotaan ylempi yhtald 3:lla ja alempi —4 ;113 ja lasketaan puolittain yhteen.

Nin saadaan 12 =12x% —36 <> X% =4 <> X =+2.. Vain X =2 kelpaa, joten
AC =4x=8 ja BC =3x=6.

Tehtava 7

Koska X3 — X = X(X +1)(x —1), niin lausekkeen nollakohdat ovat —1, 0 ja 1, joten sen

merkki vaihtuu valilla [0,2] vain kohdassa X =1. Merkkitutkimus osoittaa, etta X3 -x<0,

3

kun 0<x<1,ja X°—X>0, kun 1< X< 2. Tallgin

2 1 2
ﬂx3 -~ x‘dx = [(=x®+x)dx + [ (x® - x)dx
0 0 1

2

_1y4 12 14 _1y2) _9o1
( 1 X +2x)+{(4x 2x)_22.

O ~~F

Tehtavad 8

Jos molempina péivina osallistui X ritaria, niin vain ensimmaisen paivana osallistui 302 — X
ritaria ja vain toisena pdivana 285 — X ritaria. Osallistujia oli yhteensd 329, joten

(302—X) + x+(285—x) =329 < x = 258, joten kysytty todennikaisyys on

258

—— ~ 18%.
329

Tehtava 9

Kayrien leikkauskohdat saadaan yhtalosts 28~ = e X x2=2 o x= i\/z Janan

pituuson f(X)=2e7* - Xze_x, josta

fi(x)=—2e% —2xe ¥+ x% X =e ¥ (x* —2x-2).
Koska € >0, niin f'(x)=0< x> -2x-2=0 < lei\/g,joista x=1++/3 ei
ole valilla [—\/E,\/E] Koska vilin paatepisteissd f (i\/E) =0, niin suurin mahdollinen

pituus on

f(1-+3)= e@—l[z—(l—ﬁ)zj - 2e4§‘1(ﬁ—1) ~3,04.
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Tehtdva 10

Olkoon pallojen sade I. Niiden keskipisteet ovat sdannoéllisen tetraedrin karjissa. Tetraedrin

sarman pituus on 2, joten jokainen tahko on tasasivuinen kolmio, jonka korkeus on \/§ r.
Tetraedrin korkeusjana leikkaa pohjakolmion mediaanien leikkauspisteessd, jonka etdisyys

2
3

pohjakolmion karjesta on x/él‘. Pythagoraan lauseen nojalla tetraedrin korkeus h toteut-

taa yhtéalon

2~V 8
h? +(—«/§r) =(2r)? = h?>==r2,
3 3
8
Rakennelman korkeus on h+ 2r = \/% +2|r.

Tehtdva 11

Puolisuunnikassdannon nojalla
1
gf(x)dm%(%f(on FQ+ TR+ Q)+ (@) +1fW)

_1(1.145sinLl+56in2 1 5gin3+ 5¢in4d 1 Lain) &
_5(2 1+55|n5+25|n5+33|n5+4sm5+25|n1) 0,95.

Tehtévi 12
1
9x% -1 B 9‘72
2 T gq_5_2
3X° —5x—2 3—;—)(—2

a) R(x)= —>%:3, kun X — 0.

9x* -1  (3x+1)(3x-1) 3x-1

b) R(X)=— =
3x“—5x-2 ((Bx+1)(x-2) x-2

6 1
— 7 kun X —> 3

Tehtdva 13

Vastaoletus: 32 Q = dm,ne Z: §/§ =%, joka on supistetussa muodossa.

3
2:(mj —m? =2n.
n

Tallgin

Koska 2n30n parillinen, myds m3 on parillinen. Talléin myds M on parillinen,
joten Ik €2: m =2k = m® =8k>. sijoittamalla yll4 olevaan yhtil66n saadaan
8k® = 2n® = n® = 4k® = n® on parillinen = N on parillinen. Tdm on ristiriita,

koska % oletettiin supistetuksi, vastaoletus on vaara. Vaite on tosi.
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Tehtdva 14

a) Leikkauspisteet Y-akselilla saadaan asettamallaX =0= 2y2 +2y—-4=0
& y=-2v y=1. Leikkauspisteet X-akselilla saadaan asettamalla

y=0= 2x2 —2x—4=0< Xx=—1v x=2. Leikkauspisteet ovat
(0,-2), (0,1), (-1,0) ja (2,0).

b) Leikkauspisteet sijaitsevat symmetrisesti suoran Y = —X suhteen. Jos
leikkauspisteet sijaitsevat ympyran kehalla, niin symmetrian
perusteella keskipiste on talla suoralla. Keskipiste (XO,—XO) on yhta

kaukana pisteista (2,0) ja (0,1), joten

(%o —2)2 +(—%g —0)2 =(%o —O)2 +(—Xq —1)2.

1
Ratkaisuksi saadaan X, ZE. Piste (%,—%) on yhta etaalla kaikista neljasta
leikkauspisteestad, joten pisteet ovat ympyran kehalla. Keskipiste on siis

2 2
(%,—%) ja sateelle I on voimassa I = (%) +(%) =%- Ympyran yhtalé on
2 2
(x=3) +(y+3) =% =x*+y’-x+y-2=0.

c) Suoraon Y =—X. Sijoittamalla Y =—X kdyran yhtal66n saadaan
+
2% + 2x2 +3X° —2X—2X—4=0 = TX? —4x—4=0 < x:ﬂ.

242 2442 (2+4V2 2-42
7 ) 7 Ja 7 ) 7 .

Leikkauspisteet ovat

d) Jos kayra olisi ympyra, sen yhtalo on sama kuin b-kohdassa. c-kohdassa
lasketut kdyran pisteet eivat toteuta ympyran yhtal6a, joten alkuperdinen
kayra ei ole ympyra.

Tehtdva 15

a) Esitetty funktioiden fO(X) = \sin X
kuvaajat valilla —7 < X< 7.

, f1(x) = 3[sin(2x)

» f5(X) =%[sin(4x)|

.
ok’

b) Koska Sin(2k X) >0, kun 0<x< niin jaksollisuuden nojalla

—k

T 2 rx 2_k;z T
[ f(dx=2%" [ f.(Qdx= | sin(2"x)dx:ik/_cos(2kx):%_
0 0 0 2" 0 2

. . 1
Kysytyt integraalit ovat 2, 1 ja >
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- " 2 1_(l)”+1
) &=21fk(x)dx=kgozf_1= (-G )=4(1—(%>”+1).

1
k=00 1 5

d) A, =4(l—(%)n+l)—>4, kun N — 0.

Matematiikan koe, pitkd oppimdara 25.9.2013  Hyvan vastauksen piirteita



	Ylioppilastutkintolautakunta

