YLIOPPILASTUTKINTO- 24.9.2014 MATEMATIIKAN KOE
LAUTAKUNTA PITKA OPPIMAARA

Kokeessa saa vastata enintddn kymmeneen tehtdvaan. Tahdella (*) merkittyjen
tehtdvien maksimipistemaara on 9, muiden tehtdvien maksimipistemaara on 6.

a) Ratkaise yhtdlo (x—2)(x—3)=6.
b) Missa pisteessa paraabelit y = 2 Hx+1 ja y= x?+2x+3 leikkaavat?

¢) Maarita kaikki luvut, jotka toteuttavat seuraavan ehdon: Luvun ja sen kdanteisluvun
keskiarvo on 4.

a) Maaritd suorien 2x+3y =7 ja 3x—2y =4 leikkauspiste.
b) Luku on yhta suuri kuin puolet sen nelidjuuresta. Maarita kaikki tallaiset luvut.

1
c) Sievennd lauseke ln(3—2] +1In3+ 2Inx, kun x>0.
X

a) Pekka aloittaa kuumeen mittaamisen ajanhetkelld 7=0. Pekan kdyttdman mittarin

—0,6¢

lukema f(¢#) hetkelld ¢ minuuttia saadaan kaavasta f(¢)=38-2e celsiusastetta.

Kuinka kauan mittausta pitaa jatkaa, jotta tulos poikkeaa enintdan asteen kymmenes-
osan arvosta 38,0 celsiusastetta? Anna vastaus minuutin tarkkuudella.
b) Maaritd lampétilan muutosnopeus f’(3). Anna vastaus yhden desimaalin tarkkuudella.

Paraabelin y=x2 jokaista pistetta siirretdan vektorin v verran. Maaritd nain syntyvan

kdyran yhtalé muodossa y = f(x), kun

a) v=2j
b) v=3i
c) v=3i +2].

Kayrd y=sinx, — 2 <x <7, pydrahtda x-akselin ympiri. Laske niin syntyvan tiimalasia

muistuttavan kappaleen tilavuuden tarkka arvo.



Tarkastellaan paraabelin kaarta y=3x—5x2, kun Ost%. Mika kaaren piste on kauim-

pana origosta? Perustele vastauksesi myds muulla tavalla kuin laskimella, esim. derivaatan
avulla.

Pakkausautomaatti tayttaa kahvipaketteja. Kahvin madara on normaalijakautunut, keski-
hajonta on 10 grammaa, mutta odotusarvoa voidaan saataa. Mika pitdisi sadtaa odotus-
arvoksi, kun tavoitteena on valmistaa paketteja, joista enintddan 2,0 % sisaltaa alle 500
grammaa kahvia? Anna vastaus gramman tarkkuudella.

Tarkastellaan lukujonoja (a,,) ja (b,), joiden kaikki termit a, ja b,, n=1,2,..., ovat posi-

tiivisia.

a) Oletetaan, ettd jono (an) on geometrinen. Osoita, etta an=,/an_1an+l kaikilla
n=2,3,...

b) Oletetaan, ettd b, =,/b, b, ., kaikilla n=2,3,... Osoita, etti jono (b

,) on geomet-

rinen.

Oheisessa kuvassa on rakenteilla arkkitehti Eero Saarisen suunnittelema Gateway Arch
Saint Louisissa USA:ssa. Se rakennettiin vuosina 1963-1965. Kaaren muotoa kuvaa yhtalo

y=-391(55)+231.
Tassa f(t)=%(et+e_t), x-akseli kulkee maan pinnalla kaaren tyvien kautta ja y-akseli on

kaaren symmetria-akseli. Mittayksikkéna on metri.

a) Maarita kaaren korkeus metrin tarkkuudella.

b) Maarita kaaren leveys metrin tarkkuudella.

c) Kuinka suuressa teravassa kulmassa kaari kohtaa maanpinnan? Anna vastaus asteen
tarkkuudella.

<http://rememberingletters.wordpress.com/2012/01/12/gateway-arch/>. Luettu 12.2.2013.



10.

11.

12.

13.

Olkoon A=(1,0), B=(0,—1) ja t >1. Piste T =(¢,0) keskipisteend piirretddn ympyra, joka

leikkaa yksikkdympyran x* +y2 =1 kohtisuorasti kuvion mukaisessa pisteessa C seka janan
OA pisteessa D.

a) Madrita pisteen C koordinaatit parametrin ¢ avulla lausuttuna.

b) Osoita, etta pisteet B, D ja C ovat samalla suoralla.

X
1+e"
b) Mairita funktion f(x) raja-arvo, kun x kasvaa rajatta.
c) Pateeko kaikilla x>10 epayhtdlé f(x)=0,999?

a) Osoita, ettd funktio f(x)= on aidosti kasvava, kun x€ R.

Olkoon R reaalilukujen joukko ja N ={O,1,2,...} luonnollisten lukujen joukko. Onko seuraa-
va vaite tosi vai epatosi? Perustele vastauksesi.

a) VxeRdyeR :x<y

b) 3yeRVxeR : x<y

c) dxeNVyeN :x<y

S_x=1.

Tarkastellaan yhtdloa x
a) Osoita, ettd yhtalolla on tasmalleen yksi ratkaisu valilla 1< x<2.
b) Madrita a-kohdan ratkaisulle Newtonin menetelmdn mukainen likiarvo x, kayttamalla

alkuarvoa x, =1. Anna vastaus kolmen desimaalin tarkkuudella.



*14. Tarkastellaan ympyraa ja sen ulkopuolella olevaa pistetta P.
a) Pisteestd P piirretdan kaksi suoraa, jotka leikkaavat ympyran neljassa eri pisteessa 4, B,
C ja D kuvion mukaisesti. Osoita, ettd kolmiot PCB ja PAD ovat yhdenmuotoiset. (2 p.)

b) Osoita, ettd PA-PB = PC-PD. (2p.)
c) Erikoistapauksessa 4= B toinen suorista sivuaa ympyrad. Osoita, etta talloin patee
(PA)* = PC-PD. (2p.)

d) Todista edellisten kohtien avulla Pythagoraan lause tutkimalla alla olevan kuvion kolmio-
ta, jonka karki K on ympyran keskipisteessa ja karki 4 on ympyran kehalla. (3 p.)

A

*15, a) Osoita, etts xyS%(x2+y2) kaikille reaaliluvuille x ja y. (2 p.)
b) Olkoot a,,...,a, ja b,...,b, reaalilukuja. Oletetaan, ettd A=1/a12+---+an2 >0,

B:w/blz+-~+bn2 >0, ja merkitaan lisaksi x, :ajk ja y, :%‘, kun k=1,...,n. Osoita

a-kohdan avulla, ettd x;y, +---+x,y, <1. (4 p.)

c) Johda b-kohdan avulla Cauchyn epdyhtdlé

alb1+...+a b < a12+---+an2\/b12+"'+bn2- (3 p)

n-n —



