YLIOPPILASTUTKINTO- 28.9.2016 MATEMATIIKAN KOE
LAUTAKUNTA PITKA OPPIMAARA

A-osa

Ratkaise kaikki taman osan tehtavat 1-4. Tehtdvat arvostellaan pistein 0—6. Kunkin tehtavan rat-
kaisu kirjoitetaan tehtdvan alla olevaan ruudukkoon. Vastausta voi tarvittaessa jatkaa erilliselld
puoliarkilla. Apuvadlineena saat kayttaa taulukkokirjaa. Laskimen kadytto ei ole sallittua sina aika-
na, kun tdma koevihko on hallussasi. Koevihko on palautettava viimeistaan kolmen tunnin kulut-
tua kokeen alkamisesta lukion maaraamalla tavalla.

Lukion numero Lukion nimi

Kokelaan sukunimi ja kaikki etunimet selvasti kirjoitettuna

Kokelaan numero Kokelaan nimikirjoitus

1. Mitkd viitteet A—F ja kaavat 1-6 liittyvét toisiinsa? Merkitse vastauksesi alimpaan
taulukkoon.

Viite
A | Luku b on 50 % suurempi kuin luku a.
B | Luku a on neljasosa luvusta b.
C | Luku b on puolet luvusta a.
D | Luku b on 25 % suurempi kuin luku a.
E | Luku b on kaksinkertainen lukuun a verrattuna.
F | Luku a on nelinkertainen lukuun b verrattuna.
Kaava
1{b=2a
2|1 b=0,5a
31b=15a
4 = ia
5| b=4a
6 = %a
Viite A/B|C|D|E|F

Kaavan numero




2. a) Sievenni lauseke \/aV/ a\/a_Q, kun a > 0.

b) Laske funktion
r 2
|
f(z) 5T T

derivaatan arvo kohdassa z = 2.

™

3
c) Laske ja sievenni / (sinz + cos ) dz.
0




3. Digitaalisten sovellusten ansiosta bindarilogaritmin lb z = log, x kiytto on yleistynyt.
a) Ratkaise yhtélo 1b(z + 1) — Ib(4x) = 1.
b) Milla arvoilla n = 1,2,3,... on voimassa 2 < lbn < 37




4. Suorakulmion yksi kirki on origossa, ja siita lahtevét
kaksi sivua sijaitsevat positiivisilla koordinaattiakse-
leilla. Neljis kiirki sijaitsee paraabelilla y = 4 — 22
alueessa x > 0, y > 0. Maaritd suorakulmion suu-
rimman mahdollisen pinta-alan tarkka arvo.
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B-osa

B-osan tehtavat arvostellaan pistein 0—6. Tehtavan 5 ratkaisu kirjoitetaan kokoarkille. Muiden teh-
tdvien ratkaisut kirjoitetaan jokainen omalle puoliarkille. Jos et tee tehtavda 5, muut ratkaisut
kootaan vain nimitiedot sisaltdvan kokoarkin sisdan. Apuvalineina saat kayttaa taulukkokirjaa ja
laskinta. Laskimen saat kuitenkin haltuusi vasta sitten, kun olet palauttanut A-osan tehtavavihko-
si. Seka B1- ettd B2-osassa ratkaistaan kolme tehtavaa.

B1-osa Ratkaise kolme tehtdvistd 5-9. Jos valitset tehtdvan 9, ratkaise joko tehtdva 9.1 tai 9.2.

5. a) Kolmion kulmat muodostavat aritmeettisen jonon, ja yhden kulman suuruus on
103°. Maarita kulmien suuruudet asteina.

T
b) Kolmion kulmat muodostavat geometrisen jonon, ja yhden kulman suuruus on —

radiaania. Maaritd kulmien suuruudet radiaaneina.

6. Vesikaukalon paddyt ovat tasasivuisen kolmion muotoiset, ja kolmion sivujen pituus
on a. Kaukalon pohja koostuu kahdesta suorakulmion muotoisesta levysta, joiden pituus

on b.

a) Vaakasuorassa oleva kaukalo on aluksi tdynné vettd. Sitd kallistetaan pituussuun-
nassa niin, ettd vedenpinta ulottuu vasemmanpuoleisen paitykolmion alakulmaan
alla olevan kuvion mukaisesti. Kuinka monta prosenttia vedestad valuu pois kallis-
tuksen aikana?

b) Téamén jilkeen kaukalo palautetaan takaisin vaakasuoraan asentoon. Kuinka kor-
kealla vedenpinta on kaukalon syvimmaésta kohdasta mitattuna?

7. Tasokdyrd K muodostuu niistd pisteista (x,y), joiden etéisyys origosta on yhtd suuri
kuin etéisyys suorasta y = 2.

a) Johda kdyrdn K yhtéalolle muoto y = f(x). (4 p.)
b) Laske kiiyrdn K ja x-akselin véliin jadvin rajoitetun tasoalueen pinta-ala. (2 p.)



8. Alla oleva kaavio esittdd pienen kaupungin katuverkkoa. Anssi kulkee pisteestd A pis-
teeseen B kayttamalla mahdollisimman lyhytta reittié, jolloin matkan pituus on nelja
korttelinvélid. Sellaisissa risteyksissé, joissa kaksi vaihtoehtoa johtaa lyhimpéaén reittiin,
hén valitsee suunnan kolikkoa heittamaélla.

a) Piirra erilliset kuviot kaikista niisté viidestéd mahdollisesta reitisté, joiden pituus on
nelja korttelinvélia, ja méarita niiden valintatodennakéisyydet.

b) Birgitta kulkee pisteestd B pisteeseen A ja valitsee mahdollisimman lyhyen reitin
vastaavalla tavalla. Anssi ja Birgitta ldhtevét liikkeelle samanaikaisesti ja kulkevat
samaa vauhtia. Kuinka suurella todennékoisyydelld he kohtaavat toisensa matkan
puolivélissa?

B

9. Valitse joko tehtdva 9.1 tai 9.2.

9.1 Olkoon n = 2,3,4,... kokonaisluku. Osoita, ettd luku
n® 4 6n* — n

on jaollinen luvulla 6.

9.2 Tarkastellaan raja-arvoa
. 2" —60x—8
lim ———
r—2 $2 — 4

eksponentin n = 1,2,3, ... eri arvoilla.
a) Osoita, etti raja-arvo on olemassa, kun n = 7.
b) Osoita, etta raja-arvoa ei ole olemassa, kun n # 7.



B2-osa Ratkaise kolme tehtivista 10-13.

10. Yhtdlo x = g(z) voidaan usein ratkaista kiintopistemenetelmdn avulla. Téll6in tehd&én
alkuarvaus zy ja mééritelldén lukujono (z,) kiyttdmalld palautuskaavaa

Tpi1 = g(z,), kun n=0,1,2,3,...

Anna seuraavien kohtien vastauksina lukujen x1q likiarvot kolmen desimaalin tarkkuu-
della.

a) Ratkaise yhtélo
r=2+nx (%)

kiintopistemenetelmén avulla, kun alkuarvauksena on xq = 1.

b) Yhtalolld (%) on toinenkin ratkaisu. Muokkaa yhtélo (x) eksponenttifunktion avulla
toisenlaiseen kiintopistemenetelméssa kiaytettavaan muotoon ja ratkaise se alkuar-
vauksella zo = 1.

1
11. Ympyra sivuaa y-akselia origossa seka kayrida y = — ja y = —— alueessa x > 0. Méaarita
x x

ympyréin sade.

Ny




12. Tehtéavassa tutkitaan tason yhtalon erilaisia esitysmuotoja.
a) Tarkastellaan yhtaloa

N (7=T79) =0, (*)
kun

N = 3i—2j+5k,

T = xityj+zk ja

To = 1+27+3k.
Muunna yht&lo () muotoon

ar +by +cz=d (%)

maarittamalla siiné esiintyvéat vakiot a, b, ¢ ja d.

b) Osoita, ettd piste (1,2, 3) toteuttaa yhtdlon (xx) néilla vakioiden arvoilla.

c) Maéritd uudet vektorit N ja 7y, joilla yht#ld 2o —5y+72 = 14 on yhtéipitivi muotoa
(%) olevan yhtélon kanssa.

13. Reaaliluku on algebrallinen, jos se on jonkin kokonaislukukertoimisen polynomin nolla-
kohta. Tallaiset polynomit ovat muotoa

P(z) = ap + a1z + asx® + - - + a,a™,

kun polynomin astelukuonn = 1,2, 3, ... ja kertoimet ag, ai, as, . .., a, ovat kokonaislu-
kuja. Osoita, ettd luku = on algebrallinen johtamalla jonkin sopivan polynomin lauseke,
kun

2
a) o= 3 (1p.)

b) z=+3 (lp)
c)z=2+v3 (1p)
d) z=+v2+3. (3 p.)



