YLIOPPILASTUTKINTOLAUTAKUNTA
STUDENTEXAMENSNAMNDEN

MATEMATIIKAN KOE, PITKA OPPIMAARA 28.9.2016
HYVAN VASTAUKSEN PIIRTEITA

Alla oleva vastausten piirteiden, sisdltdjen ja pisteitysten luonnehdinta ei sido ylioppilastutkin-
tolautakunnan arvostelua. Lopullisessa arvostelussa kiytettdvistd kriteereistd padttdd tutkinto-
aineen sensorikunta.

Hyvéstd suorituksesta ndkyy, miten vastaukseen on pdddytty. Ratkaisussa on oltava tarvittavat
laskut tai muut riittdvat perustelut sekd lopputulos. Arvioinnissa kiinnitetddn huomiota kokonai-
suuteen, ja ratkaisu pyritddn arvioimaan kolmiosaisesti: alku, vélivaiheet ja lopputulos. Lasku-
virheet, jotka eivit olennaisesti muuta tehtdvdn luonnetta, eivét alenna pistemddrdd merkittavésti.
Sen sijaan tehtdvin luonnetta muuttavat lasku- ja mallinnusvirheet saattavat alentaa pistemiédrad
huomattavasti.

Laskin on kokeen apuviline, jonka rooli arvioidaan tehtidvikohtaisesti. Jos ratkaisussa on kaytetty
symbolista laskinta, sen on kiytdvd ilmi suorituksesta. Analysointia vaativien tehtivien ratkai-
semisessa pelkkd laskimella saatu vastaus ei riitd ilman muita perusteluja. Sen sijaan laskimesta
saatu tulos yleensd riittdd rutiinitehtivissd ja laajempien tehtdvien rutiiniosissa. Téllaisia ovat
esimerkiksi lausekkeiden muokkaaminen, yhtildiden ratkaiseminen sekd funktioiden derivointi ja
integrointi.
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Alustava pisteitys

A-o0sa
1. (1 piste/kohta)
Kaava Viiite Kaava nro
1| b=2a | A |Lukub on 50 % suurempi kuin luku a. 3
2 | b=0,5a | B |Luku a on neljdsosa luvusta b. 5
3| b=15a | C |Lukub on puolet luvusta a. 2
4| b=%a | D |Lukub on 25 % suurempi kuin luku a. 6
S| b=4a E | Luku b on kaksinkertainen lukuun a verrattuna. |
6| b=3a | F |Lukua on nelinkertainen lukuun b verrattuna. 4
2. 1
2) a\/a\/c?: aNa-a = a\/ajz
a’=a 1
b) , 1 2 1
X)=———,
/(%) 5T
joten f'(2)=4—-2=0. 1
¢) | Loydetty integraalifunktiot —cos(x) ja sin(x).
Saatu vastaus 2.
3. x+1 1
a) 1b(x+l)—lb(4x)=le=1,
1
josta x_+1:21 =2
4x
x+1:8x<:>7x:1<:>x=%
b) |Koska 1b4 =2 jalb 8 =3 (ja funktio Ib x on aidosti kasvava), 2
niin kelvollisia ovat arvot n=4,5,6,7,8. 1
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4. | Neljis kirki on (x,4—x*). Tilldin suorakulmion sivut ovat x ja
4—x.
Pinta-ala A(x)=x(4—x>)=4x—x’,0<x<2.
Derivaatta A'(x)=4-3x",
jonka nollakohdat ovat x = i%. Naisti vain positiivinen arvo kelpaa.
Koska A(x) on suljetulla vililld [0,2] méritelty jatkuva funktio ja
A(0) = 4(2)=0,
niin suurin 4 = A(%) = %\/g.
Bl-osa
5. | Merkitddn kulmia a,a +d ja a+2d . Kulmien summa on
a) | 33+3d =180, josta a+d =60".
Suurin kulma on a+2d =103".
o {a +2d =103°
Saadaan yhtdlopari
a+d =60
josta {Z - 1473 . Kulmien suuruudet ovat siten 17°,60"ja 103°.
TAI:
Merkitddn kulmia a —d,a ja a+d .
Kulmien summa on 3a =180°, josta a = 60".
Suurin kulmista on a +d =103", joten d =43". Kulmien suuruudet
ovat siten 17°,60"ja 103°.
b) | Merkitisn kulmia x,gx ja ¢°x, joista pienin on x =Z

7 .

Kulmien summa on Z(1+ ¢ + q*) = , josta saadaan ehto

Kulmien suuruudet ovat siten Z,2% ja 4Z.

My6s ratkaisu, jossa keskimméinen termi on Z kelpaa.
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6. | Kaukalo on suora sirmid. Jos paitykolmion pinta-ala on 4, niin
a) | kaukalon tilavuus V, = 4b.
Jéljelle jadnyt vesi muodostaa kolmisivuisen pyramidin, jonka
tilavuus 7, =1 4b . Poistuneen veden tilavuus on siten
V=%4Ab=3V,.
Vettd on valunut pois 4 koko madrastd, eli 292 % =662 % ~ 67 %.
b) 2
Péaédtykolmion korkeus H = % japinta-ala 4, = a f :
Jaljelle jaanyt vesi muodostaa paatyyn tasasivuisen kolmion, joka on
yhdenmuotoinen pédédtykolmion kanssa. Koska vesiméarien suhde =
.. . . . dt 1. a
aatykolmioiden pinta-alojen suhde, niin —-=—, josta d = —.
paaty p ) 23 J NE
(Kuvio alla)
Veden korkeus on siten a3 = ay3 .
2 3.2 2
| d 1 .
2l T
“h s
Zi Etéisyysehto antaa yhtilon x> + y* =[2 -],
josta nelidimélld puolittain saadaan x° + y* =4 -4y +)°,
joten kéyrd K on paraabeli y=—1x*+1.
b) | Kiyri leikkaa x-akselin, kun y =0. Télldin —+ x> +1=0, josta

=4 x=12.

Koska alue jaa x-akselin yldpuolelle ja on symmetrinen y-akselin

2
suhteen, on kysytty pinta-ala 2j (—5x% +1)dx =
0

2

2f(~ ) =2(-3+2)=

[9%][e"¢)
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8. | Eri rettit: -
a) || s - e <
o e o
...... vé}a — 1 ;;N“N [—————__——. i__w‘a..‘...
Reittien todennékdisyydet vasemmalta: 1-1.1.1=1, 1-1.1.1=1,
bbbi=d A3 a=] b=
b) | Mahdolliset kohtauspaikat ovat pisteet P, ja P..
Tn kohdata pisteessd P, on p, =(4-4)(3-1).
Tn kohdata pisteessd P, on p, =($-3+4-DF-4+3-1).
Kysytty todenndkéisyys on p, + p, =+ =13
9.1. | Tekijdihin jako: n’ +6n> —Tn=n(n*+6n-7)=(n—-Dn(n+7).

Perédkkaisistd luvuista n—1 ja n toinen on varmasti parillinen, joten
luvussa on tekijana luku 2.

Jos toinen tekijoistd n —1 ja n on kolmella jaollinen, niin luvussa on
tekijand myos luku 3.

Jos ndin ei ole, niin silloin varmasti luku 7 +1 on kolmella jaollinen.

Mutta niin on myos luku (n+1)+6=n+7.

Koska alkuperdinen luku on jaollinen luvuilla 2 ja 3, on se jaollinen
my0s luvulla 2-3=6.

TAI:

Tekijoihin jako: n’ +6n> —Tn=n(n"+6n-7)=(n—Dn(n+17).

Perdkkaiisistd luvuista n —1 ja n toinen on varmasti parillinen, joten
luvussa on tekijana luku 2.

Koska n=n (mod3), n+7=n+1 (mod3)jan—1=n+2 (mod 3),

niin n—1,n ja n+7 ovat keskendén eri luokkaa (mod 3). Siis jokin
niistd on = 0 (mod 3) eli kolmella jaollinen.

Koska alkuperdinen luku on jaollinen luvuilla 2 ja 3, on se jaollinen
myo0s luvulla 2-3=6.
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9.2.

Supistamalla lausekkeella x — 2, saadaan

a) | x'-60x-8 _ x®+2x +4x*18x3+16x?+32x+4
x2_4 x+2 ’
joka ldhestyy arvoa 64+64+64+24+64+64+4 =97, kun x ldhestyy arvoa
2.

b) | Koska x* —4=(x—2)(x+2), niin direllinen raja-arvo voi olla
olemassa vain, jos x —2 on myds osoittajan tekija, eli luku 2 on sen
nollakohta.

Saadaan ehto 2" =128 =0, josta 2" =27, eli n=7.
Raja-arvo on siten olemassa vain arvolla n=7.
B2-o0sa
10. | Yhtdlon x =2 +Inx iterointi: x, =1, x, =2+1Inl1=2,
a) | x,=2+In2=2,6931..., x, =2+1n2,6931...=2,9907...,
x, =3,0955..., x=3,1299..., x, =3,1410..., x, =3,1445...,
xg =3,1456..., x,=3,1460..., x,, =3,1461...
Vastaus on x ~3,146.

b) | x=2+lhx=0Ihx=x-2cx=e"

Iterointi:

x, =1 x,=0,3678... x,=01955... x,=0,1645...
x,=0,1595... x,=0,1587... x,=0,1586... x,=0,1585...
Xy =Xy = Xx,, =0,1585...

Vastaus on x =~ 0,159.
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11.

Alla olevassa kuviossa ympyrén sidde on » sekéd kdyrdn y = % ja
ympyran sivuamispiste 4 (a,%) . Taman projektiopiste x-akselilla on

B(a,0). Koska y'(x)= —x%, niin pisteeseen A asetetun tangentin
kulmakerroin on _a%' Samaan pisteeseen asetetun normaalin

kulmakerroin on siten .

Koska normaali kulkee myos ympyran keskipisteen K (7,0) kautta,

1
voidaan sen kulmakerroin esittdd muodossa 7% . Saadaan yhtilo

1
a’ =44 eli a’(a—r)=1(1).

Toisaalta suorakulmaisesta kolmiosta KB4 saadaan Pythagoraan
mukaan yhtild (a —r)” + (%)2 =7* (2). Muodostetaan yhtiloisti
a’(a-r)=1

(a—r) +(%)2 =

(1) ja (2) pari {

Ylemmisti yhtildsti saadaan a —r =L, josta r=a—-L.
a a

Sijoittamalla nima molemmat alempaan yhtdl66n, saadaan

1 1 1 . . . .
—t—= a’ —— +— Jaedelleen a*=3,josta a= ii‘/g,plsta vain
a a a a

positiivinen arvo kelpaa.

Lopulta saadaan
, _at-1_3-1

2
1 _ - =0,8773...
@ P 1 (

r=da—

~0,88).
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1./ N (r =1y ) =(3i = 2j +5k) - (x = Di + (y = 2)j + (z = 3)k ) =

a)
3(x-1D)-2(y—-2)+5(z-3)=3x-3-2y+4+5z-15=0&
3x-2y+5z=14. Vakiot ovat siten a=3,b=-2,c=5ja d =14.

b) | Saatu yhtilo toteutuu arvoilla x=1, y=2 ja z=3, koska
3—4+15=14, joten piste on tasolla.

¢) | Yhtdlon 2x -5y +7z =14 toteuttaa esim. piste (7,0,0). Voidaan siis
valita 7, = 7i. Talldin r—r, = (x—7)i+ y j + zk .
(Myos esim. vektori ;0 =2k kelpaa.)
Jos N =af+b}+c%, niin N'(’_’—Z)) =0 a(x=7)+by+cz=0
< ax+by+cz="7a,joka on sama kuin 2x -5y +7z =14, kun
a=2,b=-5jac=7,jolloin N=2i-5/+7k.

13. | Luku x =2 on yhtilén x—% =0, eli myds yhtdlon3x -2 =0 juuri.

a) | Polynomi on siten P (x)=3x-2.

b) | Nelisimall yhtils x = 3 saadaan x* =3. Polynomiksi kelpaa siten
P(x)=x"-3.

©) |Jos x=2+ \/5 ,niin x—2= \/g , josta nelidimalld saadaan

(x—2)’ =3 < x* —4x+1=0. Polynomiksi kily siten

P(x)=x"—4x+1.

d) |Jos x=+2++/3, niin x> =5+26, josta x> —5 =26 . Nelivimalla

uudelleen saadaan (x° —5)* =24, joten polynomi on
P (x)=x"-10x" +1.
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