YLIOPPILASTUTKINTOLAUTAKUNTA
STUDENTEXAMENSNAMNDEN

MATEMATIIKAN KOE, PITKA OPPIMAARA 1.10.2018
HYVAN VASTAUKSEN PIIRTEITA

Alla oleva vastausten piirteiden, sisdltojen ja pisteitysten luonnehdinta ei sido ylioppilastutkin-
tolautakunnan arvostelua. Lopullisessa arvostelussa kdytettdvistd kriteereistd paattda tutkinto-
aineen sensorikunta.

Hyvistd suorituksesta nikyy, miten vastaukseen on paddytty. Ratkaisussa on oltava tarvittavat laskut
tai muut riittdvat perustelut sekd lopputulos. Arvioinnissa kiinnitetddn huomiota kokonaisuuteen, ja
ratkaisu pyritdén arvioimaan kolmiosaisesti: alku, vélivaiheet ja lopputulos. Laskuvirheet, jotka eivét
olennaisesti muuta tehtdvan luonnetta, eivit alenna pistemddrdd merkittévésti. Sen sijaan tehtdvin
luonnetta muuttavat lasku- ja mallinnusvirheet saattavat alentaa pistemdardd huomattavasti.

Laskin on kokeen apuviéline, jonka rooli arvioidaan tehtdvidkohtaisesti. Jos ratkaisussa on kiytetty
symbolista laskinta, sen on kdytdva ilmi suorituksesta. Analysointia vaativien tehtdvien ratkaisemi-
sessa pelkkd laskimella saatu vastaus ei riitd ilman muita perusteluja. Sen sijaan laskimesta saatu
tulos yleensa riittdd rutiinitehtdvissa ja laajempien tehtdvien rutiiniosissa. Téllaisia ovat esimerkiksi
lausekkeiden muokkaaminen, yhtidloiden ratkaiseminen seké funktioiden derivointi ja integrointi.
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A-o0sa
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Vililld [0,27] nollakohdat ¢ = 0, ¢t = 7 tai t = 27

sinz =1—cos?z =sin’z & sinz (1 —sinz) =0 < sinz =0 tai sinz = 1

Edellisten kohtien perusteella z =0 tai z = 7, z = 7 tai 2 = 27
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B1l-0sa

U+20=—1+25—11k 1
Yksi kerroin véarin, kaksi oikein 1
uw-v=—-14+0-21=-22 2
pieni laskuvirhe —1
COS ¥ = TRie] = ViV

= p = 146,255...° ~ 146°

Sivuamispisteessd yhtéloparilla y = kz, (r —5)*+ (y —5)? = 1 on tdsmélleen yksi
ratkaisu (z,y)

Saadaan yhtdlo (x —5)* + (kx —5)? =1 (1 + k)2 —10(k+ 1)z +49 =0 1
Diskriminanttichto D = 100(k 4+ 1)? — 4 -49(1 + k?) =0 1
& 12k? — 25k + 12 = 0, josta ratkaisut k=2 tai k= % 1
Suurempl kulmakerroin on k£ = 3, josta saadaan yhtalo ?x +49=0 1
=g=2 Jay—‘—lx—zs 2
Ehto y(30) = 3y(0) < yoe % = Zyq 1
josta k = 2 |yksikkénd 1/ vuos1] 1
Kysytaéan alkaa t1, jolle y(t1) = 1Oy(O) & e = % 1
Ratkaisuksi saadaan t; = 1n10 - 30 = 99,6578 vuotta, joten kysytty vuosi on
1986 + 100 = 2086 1
Koska o/ (t) = —kyoe ™ 1
niin ' (40) = —'22e40%y) = _102974/3y, ~ —0,0092 yo/vuosi 1
Kuusikulmion sivun pituus on sama kuin ympyrén sidde = 1, joten sen piiri on
6:-1=6 1
Suhteellinen virhe on 6 2T~ —0,045 1
6-kulmioon liittyvéan (tasaswuisen) kolmion origosta mitattu korkeus h toteuttaa
h?+ (3?2 =1, 1
joten h = \/75

12-kulmion sivun pituudelle s pitee (5)? + (1 — h)* = 2, 1
joten s = /2 — V3 ja piiriksi saadaan 12s = 12v/2 — V3 1
Vastaava suhteellinen virhe on noin —0,011 1
Kun k = 1, niin limy 0, w(t,1) = lim;_ o, e " =1 1
Kun 0 < k < 1, niin limy_o; w(t,k) = lim;_,q, kt*! et = 0 1
Kun k > 1, niin limy_,o; w(t,k) = limy_ o ktF1 e =0 1
W(wk) = Jy bt e dt = —/re 2
=1—-e*,220 1
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10.

B2-o0sa

Lukujen 3 ja 5 suurin yhteinen tekija on 1,

joten kaikki kokonaisluvut n voidaan esittdd muodossa n = 5z + 3y sopivilla
x,y € Z. Vastaus on siis: Voidaan.

Tai: Keksitty esitys 4 =8 -3 — 4 -5, josta vastaus

Lukujen 6 ja 10 syt on 2,
joten niiden avulla voidaan muodostaa vain parillisia lukuja. Vastaus: Ei voida.

syt(2k,k + 1) = syt(2k — (k+ 1),k + 1) = syt(k — Lk + 1) = syt(k + 1,2).

Jos k on pariton, niin syt(k+1,2) = 2, eiké paritonta lukua k+2 voida muodostaa.
Jos k = 2n on parillinen, niin syt(k + 1,2) = 1, joten k + 2 voidaan muodostaa.
Vastaus: Kaikki parilliset positiiviset kokonaisluvut k.

Tai: Jos k = 2n, niin k + 2 = 2(n + 1) on parillinen ja se voidaan muodostaa
kaavan k 4+ 2 = (n + 1)(2(k + 1) — 2k) nojalla.
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11.

Ympyréan kaarta vastaavalle kehdkulmalle « ja keskuskulmalle § péitee S = 2a.

Kyseesséd on kolmion kulmien puolittajien leikkauspiste. Kun piirretdén ympyrén
sisélle mahdollisimman suuri ympyra, niin sen keskipiste on kulmien puolittajien
leikkauspisteessa.

TAI

Kyseesséd on kolmion kulmien puolittajien leikkauspiste, eli kolmion kaikkien kul-
mien puolittajat leikkaavat téssd yhdesséa pisteessa.

TAI

Kyseessé on kolmion kulmien puolittajien leikkauspiste. Tama piste keskipisteena
voidaan piirtdd ympyra, joka sivuaa kolmion kaikkia sivuja.

a-kohdan perustelu: Kyseesséa olevassa tilanteessa kolmion BM C' kulmien summa
on 180°.

Taméan kolmion kulman M suuruus on 180° — .

Toisaalta kyseessa on tasakylkinen kolmio (kulmasta M alkavien sivujen pituus
on ympyran side), joten myos kulman B suuruus on «.

Néin ollen (180° — ) + a + o = 180°, josta seuraa [ = 2a.

b-kohdan perustelu (ensimméinen vaihtoehto): Asetetaan kolmion yhteen kul-
maan pieni ympyré, joka sivuaa molempia kulman kylkia. Annetaan ympyran sa-
teen kasvaa (sivuaminen séilyttden) niin, ettd ympyré kohtaa kolmion kolmannen
kyljen. Yhdenmuotoisten kolmioiden avulla on nyt helppo osoittaa, ettd kolmion
kaikki kulmien puolittajat leikkaavat toisensa tdmén ympyran keskipisteessa.

TAI

b-kohdan perustelu (toinen vaihtoehto): Todistetaan, ettd kolmion kulmien puo-
littajat leikkaavat toisensa samassa pisteessa.

Olkoot kolmion kulmat A, B ja C. Leikatkoon kulmien A ja B puolittajat pis-
teessé P. Osoitetaan, ettd myos kulman C' puolittaja leikkaa téssé pisteessd muut
puolittajat.

Piirretéén pisteestd P kohtisuorat kulmien A, B ja C vastaisille sivuille. Olkoot
naiden leikkauspisteet A’, B ja C".

Kolmiot APC’ ja APB’ ovat yhtenevia (kks, yhteinen hypotenuusa). Samoin
kolmiot BPC" ja BP A’ ovat yhtenevia. Téaten etiisyys kahden kulmanpuolittajan
leikkauspisteesta kullekin sivulle on sama.

Piirretdén jana PC. Nyt kolmiot CPA" ja C'PB’ ovat yhtenevid (suorakulmai-
set kolmiot, joilla on yhteinen hypotenuusa ja yhtd pitkit kateetit). Téaten C'P
puolittaa kulman C.

TAI

b-kohdan perustelu (kolmas vaihtoehto):

Olkoon kulmanpuolittajien leikkauspiste P. Piirretdadn pisteestd P kohtisuora kai-
kille kolmion sivuille.

Pareittain yhtenevien kolmioiden perusteella (yhteiset hypotenuusat, yhtdsuuret
kulmat) kaikki etdisyydet pisteestd sivuille ovat samoja.

Ympyra siis kulkee néiden pisteiden (kohtisuorien ja sivujen leikkauspisteet) kaut-
ta.

Kyseinen etéisyys on pienin mahdollinen, joten ympyré sivuaa kolmiota tdsmél-
leen néissé pisteissa.
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12.

13.

Yhtenaisten merkkien laskemisessa kannattaa kiyttaa jotakin systematiikkaa, jot-
ta lasku menee mahdollisimman kivuttomasti ja oikein. Esimerkiksi seuraava tapa
on mahdollinen.

Tarkastellaan merkkeja joissa keskiledi ei pala. Merkki on yhtenainen, jos reunalle
muodostuu “mato”. Yhtendisid ovat tapaukset missé koko reuna on péélla (nolla-
merkki) ja pois (tyhjd merkki), jota ei lasketa.

Muussa tapauksessa mato alkaa jossakin kuudesta pisteesté ja sen pituus on va-
lilla 1-5, eli yhteensa 30 tapausta.

Jaljelld on tapaukset, jossa keskimméinen led-valo palaa. Niiti tapauksia on 26 =
64 kappaletta.

Niistd epéyhtendisia ovat tapaukset, jossa kolme yliledi-valoa ovat pois-paalla-
pois, tai vastaavasti kolme alaledi-valoa, tai kummatkin. Yhteensa naita tapauksia
on 23 — 1+ 2% — 1+ 1 =15, eli yhteniisii merkkeji on 64 — 15 = 49.

Kaikkiaan yhtenaisid merkkeja on siis 80 kappaletta.

Erilaisia merkkeji on 27 = 128 kpl,
81

joten kysytty todennékdisyys on f5¢ (silld nyt lasketaan my6s tyhja merkki).

Olkoon g(z) = 2? —a —Inz, kun 2 > 0. Koska ¢/(z) = 22 — 1 = 0 vain yhdessi

pisteesséd xy = \/Li’ niin yhtélon ratkaisuja voi olla korkeintaan 2 (merkkikaavio)
Ratkaisu xo on yksikisitteinen < g(zy) = ¢'(zo) = 0, josta seuraa a = £(1+1In2)

Merkitdan h(z) = f(z) —a — Inz, kun = > 0.

Koska f(z) on kasvava, niin f'(z) > 0, ja koska f”(x) > 0 kaikilla 2 > 0, on
oltava f'(x) > 0 kaikilla 2 > 0. Talloin h'(z) = f'(z) — L =0 & zf'(z) = 1.

Jos téalld yhtalolld on kaksi eri ratkaisua 7,22 > 0, niin (Rollen lauseen perus-
teella) niiden vélissd on funktion p(x) = z f'(z) derivaatan nollakohta ¢

=p'(c)=f(c)+cf'(c) =0 = f"(c) = —@ < 0, joka on ristiriita.

Koska f'(x) > 0, f"(x) > 0ja i on vihenevé, niin yhtalolld x f/(x) = 1 on ratkaisu
xg > 0, joka on edellisen perusteella yksikdsitteinen.

Tehtévan ehto toteutuu ainoastaan silloin, kun h(zg) = 0, josta seuraa

a= f(xg) — Inzy.

Matematiikan koe, pitkd oppimdéra 1.10.2018  Hyvén vastauksen piirteitd




